Geometria analitica no espaco
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Atividade de diagnostico 1.

1.1. Por exemplo: <
a)EAe FB F
b) HD ¢ AD
¢) BFe HGou AC e HB
1.2. a) AC=AF = FC =+20° +20° =20v2 . ! By
2 2 P
P+ (1032) =(2042) < D Ag- c
& 7? =800 200 & 2012 ! y

h>0

Sh=v600 & x
= h=1046 4 10v2 €
_ 20\5;10\/3 _ 100yTZ

2. A(2,0,-2),B2,2,-2),C(0,2,-2),D(0,0,-2),
E£2,0,0),F2,2,0),G0,2,0e00,0,0)

3. 00,0,0),43,0,0),B3,10,0),C(0, 10, 0), D0, 0, 6),
E3,0,6),F3,10,6)eG(0,10,6)

A[ACI-‘] -
= 10074 x3 = 20043

A oy = 20083 cm?

by ¥ 1 20><20X20_4000 Pag. 12
ABCF] — -
rer 3 2 3 4.1. Plano ABO: z=0 ;plano DEF: z=17 ;plano BOF:y =0,
V[ABCF] = 40300 cm’® plano ACG: y =—5 ; plano COF: x =0 ; plano ABE: x =5

4.2. A(5,-5,0),B(5,0,0),00,0,0),C0O,-5,0),

2.1. Por exemplo: D(5,-5,7),E(5,0,7),F0,0,7) e GO,-5,7)

a) FD b) HG
22. V:(10+5x5jx7:262,5 Pag. 14
¥ <2625 o 5.1. a) A4(2,-2,0),8(2,2,0),C-2,2,0),D(-2,-2,0),
SO BQ,-2,4),F2,2,4,G(-2,2,4) ¢ H(-2,-2,4)
b) Plano ABF: x=2 ;plano DCG: x=-2;
plano BCG: y =2 ; plano ADH: y=-2 ;
3.1. Por exemplo: plano ABC: z=0 e plano EFG: z=4
a) EFG b) ADF ¢) AB:x=2Az=0; BF:x=2Ay=2
3.2. Ossolidos [ACDH] e [STRH] sdo semelhantes. AE: x=2Ay=-2; EF:x=2Anz=4
Arazﬁodesemelhan(;aél. DC:x=-2r2z=0; CGrx=-2ny=2
3 DH: x=22Ay=-2; HG: x=-2Anz=4
I/[ABCDH]:1X6X6X6:36 BC:y=2Az=0; FG:y=2nz=4
EH:y=-2Az=4; AD: y=-2Az=0
1Y 1 4 d) [EF]: x=2Az=4A-2<y<2
V[STRH]:(EJ XV[ABCDH]:EX36:§ ) [ ].x nE nTesS
[CG]: x==2Ay=2A0<z<4
4 104
V[ACDSTR]:36_§:T [AD]:y:—Z/\ZIO/\—ZSxSZ
v _1o4 o’ HG:x==2nz=4ny2-2
[AcpsTr] 3 BC:y=2rz=0Ax<2
4.1. A reta EF ¢ paralela a reta AB. Logo, a reta EF ¢ paralela ao HD: x==2Any=-2Az<4
plano ABC. 52. a) (2,0,4)
4.2. Asretas EF e FG do plano EFG sio paralelas as retas AB e b) C(-2,2,0)
BC, respetivamente, do plano ABC. Entdo, os planos 4ABC e ¢ (0,2,4)
EFG séo paralelos.
4.3. A reta AB do plano ABC ¢ perpendicular ao plano BCG. Pag. 15
Logo, o plano ABC ¢ perpendicular ao plano BCG. 6. A(1,2,3);B(-2,2,2)eC(2,2,0)

4.4. A reta AB ¢ perpendicular as retas BC e BF. Entdo, a reta AB
¢ perpendicular ao plano BCF.

6.1. AB=\(1+2)" +(2-2)' +(3-2) =9+ 0+1=+10
AC=\1=2) +(2-2) +(3-0)" =T+ 0+9 =10

o 2 2 2
Atividade inicial 1 BC—\/(—Z—Z) +(2-2) +(2-0)" =16 +0+4 =
2. 00,0,0) =20 =/4x5=25

Pag. 8



6.2.

AB +AC :(\/ﬁ)z+(\/ﬁ)2 ~10+10=20
BC =(2\/§)2 -20

AB +AC =BC . Pelo reciproco do Teorema de Pitagoras,
o tridngulo [4BC] ¢é retangulo em A.

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

Pag. 16
D3,0,0);43,2,0)eP(x,y,2)
d(D,P)=d(4, P)=
o(x-3)+y+2=(x=3)+(y-2)+ =
Sy =y -dy+de
Sdy=4<y-1=0
AB3,2,0);80,2,0)ePx,y,2)
d(A4, P)=d(B, P)<
<:>(x—3)z+(y—2)2+zz:x2+(y—2)2+zz<:>
o’ -6x+9=x" <
< -6x+9=02x-3=0
F(3,2,4);403,2,0)ePx,y,2)
d(F.P)=d(4, P)
<:>(x—3)z+(y—2)2+(z—4)2 :(x—3)2+(y—2)2+22 =
o +8z+16=2" <
< 8z+16=02-2=0
0(0,0,0);F3,2,4)eP(x,y, 2
d(0, P)=d(F. P)s
sy +y +2° :(x—3)z+(y—2)2+(z—4)z©
S+ Y+ = —6x+9+ )y —dy+4+2° -8z+16
& 6x+4y+82z-29=0
EB3,0,4);G(0,2,4)eP(x,y,z)
d(E.P)=d(G, P) <
<:>(x—3)z+y2+(z—4)z:x2+(y—2)z+(z—4)z<:>
S -6x+9+y’ =x"+)y —dy+d
& —-6x+4y+5=0&
&S 6x-4y-5=0
B(0,2,0),E3,0,4),P(x,y, z)
d(B, P)=d(E,P)
oxl+(y-2)+2=(x-3)+)" +(z-4) =
S +y —dy+d4+2 =" —6x+9+)" +2° -8z+16
& 6x—-4y+82z-21=0

8.1.

8.2.

Pag. 17
(x—3)2 +(y —1)2 +(z—1)2 =3 define a superficie esférica
de centro (3,1, 1) e raio NE)
(x+1)" +(y+2)" +2* <25 define a esfera de centro
(-1,-2,0)eraio 5
A(1,2,-3)e B(-3,6,-1)
Centro: A(1,2,-3)

Raio: r= 4B = (1+3) +(2-6)" +(-3+1)' =

=Jl6+16+4=6

4.1. Referenciais cartesianos do espagco. Conjuntos de pontos do espaco

9.2.

Equac@o da superficie esférica:
(x+1) +(y-2) +(2+3)" =36
Centro: B(-3,6,-1)
Raio: i01(/1,3):i><6:3

2 2
Inequac@o da esfera:
(x+3) +(y-6) +(z+1)" <9

10.1.

10.2.

11.
11.1.
11.2.

Pag. 18
¥ +y 4+ —dx-2y+2z-30=0<
o (¥ —4x+4)-4+()7 -2y +1)-1+( +2z+1) -
-1-30=0<
o (x=2) +(y-1) +(z+1)" =36
Superficie esférica de centro (2,1,-1) eraio 6
¥+ 476250
S +y +7-62+9-9<0<
©x2+y2+(z—3)zs9
Esfera de centro (0,0,3) eraio 3
X4 (y-8) +(z+1) <100
Centro (0,8,-1) eraio 10
a) O plano de equagdo y =8 passa no centro de esfera.

Logo, a interse¢do desse plano com a esfera ¢ um circulo
de centro C(0,8,-1) e raio igual ao da esfera, ou seja,
¢ o circulo de centro C(0,8,—-1) e raio igual a 10
contido no plano de equagdo y =8.
b) z=-1 ¢é a equacio do plano que passa no centro da
esfera e ¢ paralelo ao plano de equagdo z=7.

7-(-1) =8
r* +82 =107
=36
r=6

A seccdo produzida na esfera é o circulo de centro
(0,8,7) eraio 6 contido no plano de equagdo z=7.

12.
12.1.
12.2.

12.3.

Pag. 19
(x—l)z-i—(y-k—Z)z +2° <5
Raio: \/g ; centro: (1 ,—2, 0)
Os planos paralelos ao plano yOz sao perpendiculares ao
eixo Ox.
Os planos tangentes a esfera perpendiculares ao eixo Ox sido
os planos definidos por x=1-7r ¢ x=1+r. Como r=5,
entio x=1-+/5 ¢ x=1++/5.
x=0A(x-1)+(y+2)+22 <5
Sx=0A0-1)+(y+2) +2 <5
ox=0n(y+2) +22<4
Trata-se do circulo de centro no ponto (O ,—2, O) e raio 2,

contido no plano de equagdo x=0.



4.1. Referenciais cartesianos do espagco. Conjuntos de pontos do espaco

13. C(1,1,1) ) ABC: z=-1 d) NMH : x=-2

131, r—OC -+l = e) DIN: y=-1 d) JKL: z=1
C:(x=1)" +(y=1) +(z-1)" =3

Pag. 23

13.2. Os pl lel 1 Oy si dicul
S Panos paraleios ao plano xty sdo perpendictiares 4o 18. Seja @ o comprimento da aresta da base e 4 a altura do prisma.

eixo Oz, ou seja, sdo da forma z=+k .

a>0
Como o plano de equagéo z=1 passa no centro, os planos a’=16=a=4
pedidos sio z=1-r e z=1+r, ou seja, z=1--3 e 4axh=96<<4x4xh=96<h=06
z=1+3. 18.1. A(4,-4,0);B(4,0,0);0(0,0,0); C0,-4,0)
13.3. Seja P(a,a,a) um ponto da superficie esférica. D4 ,-4,6);E4,0,6);F0,0,6)eG(0,-4,6)

18.2. ABE: x=4; COF:x=0;BOF:y=0;ACG:y=-4;

(a—1)2+(a—1)2+(a—1)2=3<:> ABO:z=0e DEF:z=6

e3a-1)=3e(a-1) =1 18.3. [4B]: x=4Az=0A-4<y<0
Sa-l=lva-l=-1< [CO]:x:O/\z:O/\—4SySO
©a=2va=0 [0B]: y=0Az=0A0<x<4

Logo, o ponto P(Z L2, 2) também pertence a superficie CA]  y=—dAz=0A0<x<4

DE]: X=4Arz=6A-4<y<0
GF]: x=0Az=6A-4<y<0

esférica.

134. B+ =(V3) &
oSbhr=3-1
b :\/E

A base da pirdmide ¢ um quadrado
cuja diagonal mede 2b = 22

[

[

[
[EF]:yzO/\z=6/\OSxS4
[GD]:y:—4/\z:6/\OSxS4
[OF]: x=0Ay=0A0<z<6
[

[

[

CGl: x=0Ay=—4A0<z<6
AD]: x=4Ay=—4A0<z<6
BE]: x=4Ay=0A0<z<6

A =1 :(\/5)2 +(«/§)2 =

=2+2= !
4 2 19. A(-3,-1,2);B(1,-1,0)e C(1,3,-2)
V e :éx4x(1+\/§) 2 19.1. 4B =\(=3-1) +(-1+1) +(2-1)’ =

—16+0+4 =20 =\4x5 =25
AC=\(-3-1) +(-1-3) +(2+2)’ =
=J16+16+16 =/16x3 =

me;mide = g(l + \/3) u. v.

Pig. 22 43
BC=\(1-1) +(-1-3) +(0+2)’ =

Atividades complementares
14.1. Seja a o comprimento da aresta do cubo.

a3=2\/5<:>a=\3/2\/5<:>a=\3/\/4><2 =8 = :\/(0+16+4):m:2\/g
a2 e a=2 AB=BC=25 ¢ AC=43 -
142. 0(0,0,0); A(\/E 0, 0); B(\/E , 2 ’ 0); O tridngulo [ABC] ¢ isésceles porque AB = BC'.

c(0.+2,0); p(0,0,+2); E(V2,0,42);

19.2. 1’ +(2J§)2 =(2J§)2 oS P=20-12&

F(ﬁ’ﬁ’ﬁ)eG(O’ﬁ’ﬁ) sh=8<
B
15. A(3,0,-3);B(3,3,-3);C(0,3,-3);D(0,0,-3); o h=242 e
E(37070)7G(05350)60(05070) 74\/3)(2\/5
16. Seja a o comprimento da aresta do cubo. Ancy = 2 c A
a@=8c<a=2 A[ABC]:4\/3 u. a.

ABF:x=1;DCG:x=-1;BCG:y=1;4ADH: y=-1;

20. B(2:-15:0): C(2.0.0): E(0:=15:6) e G(2.0.6
ABC:z=—1eEFG:z=1 (2 ); €( )s E( ) e G( )

17.1. B(1,2,-1);C(0,2,-1); D0 ,-1,0); E(1,-1,0); 20.1. a) Fcz\/(z—o)z+(0+1,5)2+(0—6)2:
F(l5050)’G(Oazao)’H(_25250)71(07_1s1)7 :\/4+2’25+36:\/42’25:
JO,0,1);K-1,0,1);L(-1,1,1);M=2,1,1)e —6.5
N-2,-1,1) ’

b) BE=(2-0) +(~1,5+15) +6" =
17.2.3)AFE1x:1 b) BCGZyZZ — ,4+36=m=2\/ﬁ



20.2.

20.3.

21.

21.1. 4B

21.2.

22,

22.1.

22.2.

22.3.

4.1. Referenciais cartesianos do espagco. Conjuntos de pontos do espaco

c)BG\/ZZ ~1,5-0)

+36 [7+3 =
/15 _ox17 3\/—
V4 2
BE =210 ¢ BG - gw—

o O ponto B ndo pertence ao plano mediador de [GE] porque
BG # BE .

G(2,0,6);E(0;-1,5;6) ¢ P(x,y,z)
d(G,P)=d(E,P)=

S(x=2)+y +(z-6) =x* +(y+1,5)+(z-6)’ =
Sx—dx+4+y =X+ +3y+2,25 <

o —dx-3y+4-225=0

S 4x+3y-175=0<

<16+12y-7=0

A(l,ﬁ,o);B(—z,o,o);c(l,—ﬁ,o)eD(o,o,zﬁ)
(1+2) +( ) =9+3=112=23

+(0-6)" =

Ji-of +(o-2ﬁ)2:m:2x/§
0+J_) +0* =/9+3=23
E:\/(—z—o)2+02+(0—2ﬁ)2:mzzﬁ
D -7 + (o] +[o-28] - TFTE -2
2V3

AC=AD e BC=BD . Logo, 4 e B pertencem ao plano
mediador de [CD].
mediador de [CD].

A(4,0,0);B(2,1,3)eC(0,2,0)

+(1-0)" +(3-0)’

AB=AC=AD=BC=BD=CD=

Assim, [4AB] estd contido no plano

r=4B=(2-4) —Va+1+9 =12
Centro: B(2,1,3)

Equacao da superficie esférica & ':

(x=2)" +(y-1) +(z-3)" =14
A4(4,0,0);C(0,2,0)e P(x,y,z)
d(4,P)=d(C,P)<

(x4 +y+2=x+(y-2) )+ o
Sx-8x+16+)" =x"+)" -dy+d

& -8x+4y+12=0&

S2x-y-3=0<

& 2x-y-3=0

a: 2x-y-3=0

a:2x-y-3=0;B(2,1,3)
2x2-1-3=0<0=0 (proposi¢do verdadeira)
Logo, Bea .

23.1.

23.2.

23.3.

X +y 42 —6x+10y-4z+13=0<
e (x*—6x+9)-9+(y* +10y+25)-25+
+(22—4z+4)-4+13=0c

& (x-3) +(4+5) +(z-2)" =25
Centro: C(3,-5,2) ; raio: 5
Eixo Ox
y=0
z=0 [=4
(x—3)2+(y+5)2+(z—2)2:25
y=0 y=0
&4z=0 <3z=0

(x-3)"+25+4=25 |(x-3)' =4

A superficie esférica ndo interseta o eixo Ox.

Eixo Oy

x=0

z=0 =

(x=3) +(y+5) +(z-2)" =25
x=0 x=0

& y:() <<12z=0 =g
9+(y+5) +4=25 |(y+5) =12
x=0

<49z=0 =
y+5=x/§\/y+5=—x/§
x=0

&4z=0 =4
y:—5+2\/§vy:—5—2\/§

<:>(x,y,z):(0,—5+2x/§,0)v
\/(x,y,z)z(O,—S—Z\/g,O)

Eixo Oz

x=0

y=0 =

(x—3)2+(y+5)2+(z—2)2:25
x=0

&<qy=0 =

9+25+(z-2)" =25
x=0
&4y=0 =

(z-2)'=-9

A superficie esférica ndo interseta o eixo Oz.
A(3 ,—1,— 1)

(3-3) +(-1+5)
& 0+16+9=25< 25=25. Proposicdo verdadeira
Logo, A(3,

+(-1-2)' =25

-1,- 1) pertence a superficie esférica.

AC=+25=5
(x=3)" +(y+1)" +(z+1)" <25



24.

24.1.

24.2.

24.3.

25.

25.1.

Pag. 24
x2+y2+zz—4x—6y+22+4S0
(¥ —4x+4)=4+()" —6y+9)-9+(2 +2z+1)-1+4<0

& (x=2)" +(y-3) +(z+1)" <10

Centro: C(2,3,-1)

Raio: r= \/E

y=3

O plano de equagdo y =3 passa no centro da esfera.
O plano de equagdo y=2 dista 1 unidade do plano de
equagdo y=3.

r>0

r2+1=(\/ﬁ) SrP=9or=3

A interse¢do da esfera com o plano de equagdo y=2 ¢ o
circulo de centro em (2,2,—1) ¢ raio 3 e estd contido no
plano de equagdo y=2.

Outro processo:
(x—2)2+(y—3)2+
o (x-2)"+(2-3)
o (x=2) +1+(z+1) ' <10Ay =2
<:>(x—2)2

Esta condi¢do define o circulo de centro (2 ,2,

(z+1)' <l0Ay=2&
+(z+1) <l0Ay=2c

+(z+l)zs9/\y:2
—l)eraio 3

e esta contido no plano de equagdo y=2.

()6—2)2-4—(y—3)2+(z+1)2 <10Az=c&e
o(x=2)+(y-3) +(c+1) <10
o (x=2) +(y-3) <10-(c+1)°

10-(c+1) =l (c+1) =9
Sc+l=-3ve+l=3<
Sc=—4ve=2

(x—1)2+(y+2)2+(z+3)2:9
Centro: C(1,-2,-3)
Raio: r=3

O plano de equagdo y =-2 passa no centro da superficie

esférica.

4.1. Referenciais cartesianos do espagco. Conjuntos de pontos do espaco

25.2.

25.3.

254.

y=-2-3 y=-2 y=-2+3

Como a superficie esférica tem raio 3, os planos tangentes a

S e perpendiculares a Oy sdo os planos paralelos ao plano
y=-2 e que distam deste 3 unidades:

y=—2+3y=1

y=-2-3y=-5

Os plano pedidos sdo definidos por y=1¢ y=-5.

O plano de equacdo x=1 passa no centro da superficie
esférica.

Como r=3, os planos de equagdo x=a intersetam a
superficie esféricase 1-3<a<1+3< -2<a<4

P+ =Y or=9-4
or=v5
A interse¢do de S com o plano z=-1 ¢é a circunferéncia de

centro (1 ,—2, —1) e raio /5 contida no plano de equagdo

z=-1.
Outro processo
(x—l)2 +(y+2)2
= (x 1) +

+(z+3) =9rz=-1&
+(y+2) +(-143) =9rz=-1
Hy+2)+
+(r+2) =3

(

Circunferéncia de centro (1,-2, —1) eraio /3

<:>(x 1) 4=9Az=-1

<:>(x 1)

contidano planoz = —1

(x—l)z+(y+2)2+(z-4—3)2 =9Ay=bs
o (x-1)+(b+2) +(z4+3)" =9ry=b e
o (x=1)+(z+3)=9-(h+2) Ay=b

o (b+2)=9-8&

9-(b+2) =(8)
©bt2=-lvh+2=1¢c
Sb=-3vb=-1



26.
26.1.

26.2.

26.3.

27.
27.1.

27.2.

27.3.

27.4.

A(1,-1,2) e B(-2,2,-4)

P(x,y,z)

AP =BP
(x—1)2+(y+1)2+(z—2)2:(x+2)2+(y—2)2+(z+4)2
<:>)/—2x+1+/+2y+1+/—4z+4:

:/+4x+4+/—4y+4+/+82+16<:>
& 2x-4x+2y+4y—-4z-82+6-24=0<
& —6z+6y-12z-18=0<
Sx—-y+2z+3=0

P ¢ equidistante de 4 e B <> P pertence ao plano mediador

do segmento de reta [45]
a: x—y+2z+3=0

P(k—1,2k k)
Peas (k-1)-(2k)+2k+3=0<
Sk=-2

a) x—y+22+3=0/\(x=1/\z=0)<:>
S1-y+2x0+3=0Ax=1Az=0<
S y=4rx=1rz=0
Pont0(1,4,0)

b) x—y+22+3:OA(y:O/\z:O)<:>
&Sx-04+40+3=0Ay=0rz=0<
Sx=-"3Ay=0Az=0
Ponto(-3,0,0)

P(2.,2,2) e 0(0,0,0)

X(x.y,z2)

PX =0X

(x—2)2+(y—2)2+(z—2)2:x2+y2+zz<:>

S —dx+4+y —dy+4+7 —dz+4=xX"+)y' +’ &
& A4x-4y-4z+12=0&
Sx+y+z=3

Ponto 4:
X+y+z=3Ay=0rz=0
Sx=3Ay=0Az=0
A(3,0,0)

Ponto B:
X+y+z=3Ax=0Az=0&
S y=3Ax=0Az=0
B(0,3,0)

Ponto V-
X+y+z=3Ax=0Ay=0<
S z=3Ax=0Ay=0
7(0,0,3)

AB=~3*+3"+0? =32 x2 =18
Area da base: (\/ﬁ)z =18

Altura: OV =3
V:éx18><3:18

O diametro ¢ igual a distancia entre os planos de equagdes
z=0 e z=2, ouseja, ¢ igual a 2. Logo, o raio ¢ 1.

4.1. Referenciais cartesianos do espagco. Conjuntos de pontos do espaco

27.5.

O centro ¢ o ponto de coordenadas (0,0,1) .
xz+yz+(z—1)2 <1

Seja A a piramide dada de altura igual a 3.

Seja B a piramide formada pelos pontos da piramide 4 de
cota maior ou igual a k. A altura da piramide B¢ 3 -k .

As duas piramides sdo semelhantes.

A razdo de semelhanca que transforma Bem 4 ¢ r = ﬁ .
Seja ¥, o volume do tronco da pirdmide.
Vp=V,=Vs
B
A T
1 ~
Como V, ==V, , entdo:
7
1
Vs 7;(VA V) e
ST, =V, -V, <
S8V, =V, <
p= & =8
VB
Como =/, P =8cr=2.
VB
Entao, 3 =2.
-k
3-k= 3 k= 3
2 2
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28.1. A abcissa de V' éigual a % :% =1.
A ordenada de V' ¢ igual a 2x AB=2x2=4.
A cotade V' éigual a %:2:1.
2 2
Assim, o vértice ¥ tem coordenadas (1,4,1).
2
28.2. Vo = Vo +Vpiramidc =2'+ 2 x2 :8+§ :ﬁ+§ —E
3 3 3 3 3

28.3.

. 32
Logo, o volume do sdlido é 3 cm’.

A ggat do siivo = % A[ABED] + 4A[BVE]

A[ABED] =2"=4

Seja b a altura do tridngulo [BVE].
h>0

B=2+Poh=45

72x\/§:\/—

A‘[BVE] - 2 5
Daqui resulta que:
4 =5x4+4x/5=20+45

Logo, a area total do solido é (20 + 4x/§) cm?.

total solido



28.4.

28.5.

28.6. V.

28.7.

29.
29.1.

29.2.

29.3.

O centro da esfera é o centro do cubo.
Centro do cubo: (1,1,1)

O raio ¢ metade da aresta, ou seja, € igual a 1.

Uma condigdo que define a esfera tangente a todas as faces

docuboé (x—1)" +(y-1)"+(z-1) <I.

O centro da superficie esférica é o centro do cubo.
Centro do cubo: (1,1,1)

O raio ¢ metade da diagonal espacial do cubo.

Seja d a medida de comprimento da diagonal espacial do

cubo:
d>0
d?=2+2+20od =Red=V12cd=23
L4 2B g
2 2

Uma equacdo da superficie esférica é:
(x=1+(y-1)"+(z-1)" =3

32 Vi 32 1 32
slido = 5 < T, T A XS

3 2 2 2 6

(2><a)><2:?<:>4a=f<:>

32 4
Fa=——<>ad=—
24 3

4 .. .
Logo, o plano de equagdo y = 3 divide o sélido em duas

. . 4

partes com volumes iguais. Assim, a = 3
GP=BP ; P(x,y,z); G(0,0,2) e B(2,2,0)
JE=0) +(y-0) +(z-2) =

—Jx-2)+(y-2) +(z-0) =
SX+y+2 Az 4= —dz+ 4+ Y —dy+i4+ &
S A4z+4=-4x-4y+8&

S 4x+4y-4z=4
Sx+y-z=1

4(0,3,4);:B(4,3,4) ¢ R(N3,k+2,4-k)
Centro: A(0,3,4)

Raio: =4, pois se a esfera ¢ tangente ao plano xOy, o raio

¢ igual ao modulo da cota do centro.
X 4(y-3)+(z-4) <16
B(4,3,4)
44(3-3)+(4-4)=1616=16  (verdadeiro)

Logo, o ponto B pertence a superficie esférica.
A(0,3,4) ¢ B(4,3,4)

P(x,y,z)
a) AP=BP &

xz+M+M=
=(x-4) + (23] + () o
o A= —8xt16

S8x=16=
<Sx=2
a: x=2

294.

29.5.

30.

30.1.

T(V3,k+2,-4+k)
A="

P+I*=RT
P=ld—k+4—k
21 =(8-2k)°

2% = 64+ 4k> — 32k
1> =2k 16k +32
Como I*=A4,A=2k>-16k+32.
X4y 4z +2x—4y+k=0
A(-3,6,-4)eB(3,-2,-2)

4.1. Referenciais cartesianos do espagco. Conjuntos de pontos do espaco

b) A esfera tem centro em A(O .3, 4) e raio 4.

O plano de equagdo x =2 dista duas unidades do centro
da esfera, cuja abcissa ¢ x=0.

PP+ =4 <r=16-4

Logo, r= \/E .

VA

Circulo de centro em (2,3,4) e raio ~/12 contido no
plano de equagdo x=2:
x2+(y—3)2+(z—4)2316/\x:2<3

&2 +(y-3) +(z-4) <16Ax=25

o (y-3) +(z-4) <12ax=2

Area = nx(\/ﬁ)z =12z

¢) Em B(4,3.,4), x>2.

a: x=2

x2+(y_3)2+(z—4)2£16/\x22

R(V3.k+2,4-k)
Ct(y-3)+(z-4) =16
(V3) +(k+2-3) +(4—k—4) =16 &
<:>3+(k—1)2+k2:16<:>
S3+k2 -2k +k-16=0<
S -2%-12=0
Sk=-2vk=3
R(V3.k+2,4-k)

X+ 4+ +2z2-dy+k=0

(F+2x+1)-1+()" -4y +4)-4+ 2 +k =0

(x+1)2+(y—2)2+22:5—k

5-k=6"<k=5-36<k=-31



30.2.

30.3.

30.4.

30.5.

Para k=31, (x+1)" +(y—2)" +2> =36 ¢ uma equagio
da superficie esférica. Assim, C tem coordenadas (—1 ,2, 0) .
A reta definida por x =—1A y =2 passa no centro de S.
Logo, [MN] é um didmetro de S, pelo que MN =12

(x+1) +(y-2)"+2*=36

A(-3,6,-4)

(-3+1) +(6-2)" +(-4)" =16 =

< 4+16+16=36 <

< 36=36 (verdadeiro)

B(3,-2,-2)

(3+1) +(-2-2) +(-2) =36 =

<16+16+4=36 <

< 36=36
Os pontos 4 e B pertencem a superficie esférica S.
A(—3,6,—4);B(3,—2,—2)eP(x,y,z)
d(4,P)=d(B,P)s

(verdadeiro)

o (x+3) +(y-6) +(z+4) =
=(x-3)+(y+2) +(z+2) =

S X +6x+9+y" —12y+36+2° +8z+16=
=x—6x+9+)y* +4y+4+ +4z+4 o

S 12x-16y+4z+44=0<
S3x-4y+z+11=0

Pag. 26

Avaliacao 1

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

A face [ABFE] esta contida no plano de equagdo x=3.
Resposta: (A)

A(3,0,0);C(0,3,0) e P(x,y.z2)
d(4.P)=d(C.P)e
<:>(x—3)2+y2+zz:x2+(y—3)2+zz<:>
S +6x+9+y =x"+)y' -6y+9 &
& —-6x+6y=0&

Sx—y=0

Resposta: (A)

EA: x=3Ay=0

Resposta: (B)

A4(3,0,0)

(x-3) +)*+27 <16

S x-6x+9+1y’+7° <16 <

S +y 428 —6x-7<0

Resposta: (B)

P(a3—3,b,a)

@ -3=0Ab=0ra>0&

S ad’=3Ab=0ra>0

<:>(a:— 3va:\/§)/\b:O/\a>O<:>

Sa=\3Ab=0
Resposta: (C)

4.1. Referenciais cartesianos do espagco. Conjuntos de pontos do espaco

Os planos de equagdes x=1,y=-2 e z=3 passam no
centro C (1 ,—2, 3) da esfera. Intersetam, assim, a esfera
segundo um circulo de raio 5 (igual ao raio da esfera).
Resposta: (B)

P(O,—l,O);Q(l,0,0)eX(x,y,z)
d(P,X)=d(Q,x)o
oxl+(y+1)Y+2=(x-1)+y+

S+ F2y+l=x" 2x+1+)y’ o

S 2x+2y=0<

Sx+y=0

No ponto A(0,0,—S) tem-se x+y=0.

Resposta: (A)

Os pontos 4 e C pertencem ao plano mediador de [DF]
porque AD=AF ¢ CD=CF .

A(x,0,0)

x+0=4< x=4,logo A(4,0,0).Assim, OA4=4.

O cubo tem aresta 4. O seu volume ¢ 4’ =64 .

Resposta: (D)

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Pag. 27
X4y 4z -2x-6y=0
e (=20 +1)-1+()* -6y+9) -9+ =0
& (x-1)+(y-3)+22=10
Centro: (1,3,0); raio: J10
(x=1)+(y-3)+0=10Ax=0Az=0c
& (0-1) +(y-3)+0=10Ax=0A2z=0&
&1+(y-3)=10Ax=0Az=0c
& (y-3)=9Ax=0z=0
@(y—3:—3vy—3:3)/\x:0/\y:0<:>
<:>(y=0vy=6)/\x=0/\y=0<:>
< (x,,2)=(0,0,0)v(x,y,2z)=(0,6,0)

A superficie esférica S interseta o eixo Oy nos pontos de
coordenadas (0,0,0) ¢ (0,6, 0).

(x-1)+(y-3)+z*=10Ax=4 &

S(4-1) +(y-3)+=10Ax=4 o
S9+(y-3)+22=10Ax=4

S(y-3) +2=1rx=4

Trata-se da circunferéncia de centro (4,3,0) e raio 1

contida no plano de equagdo x=4.

a) 4(3,1,42)cB(4.,4,0)
(x=1)"+(y-3) +2*=10
(3—1)2+(1—3)2+(J§)2=10@4+4+2=10

(verdadeiro)
(4-1)"+(4-3)+0°=10=9+1+0=10

(verdadeiro)



7.2.

7.3.
8.1.

8.2

Ez\/(4—3)2+(4—1)2+(\/5)2 -
972223

E=2ﬁ<2\/ﬁ Logo, E<2r.

b)  (x-4) +(y-4) +27<12
S: x*+y*+2° =25
yOz: x=0

B(0,y,4),entdo BeS.

>0

0’ +y’ +4=253)"=9=y=3
B(0,3,4); 4(0,-3,4);C(0,-3,4)e D(0,3,-4)
a) [AB]: x=0Az=4A-3<y<3
b) X+’ +27<2Brz="4d
S +Y +16<258z2=-4
S+ <9nz=—4
(circulo de centro (0,0, —4) e raio 3 contido no plano de

equacdo z =—4)
V=4

base

x altura = x3’x(2x4)=T72nu. v.

X +y +z2°-8z-16y+55=0<

& (% —8x+16)~16+(y" —16y+64)—64+2° +55=0
o (x-4) +(y-8) +22=25

Centro: D(4,8,0) ; raio: 5

Os pontos E e F' tém abcissa nula e ordenada igual a 8.
(x—4)2+(y—8)2+22:25/\x:0/\y:8<:>
S16+0+2°=25Ax=0Ay=8<

& z=-3vz=3

Entdo, £(0,8,-3) ¢ F(0,8,3).

Vértices do prisma:
A4(4,0,0);B(0,0,-3);C(0,0,3);D(4,8,0);
E(0,8,-3) ¢ F(0,8,3)

A altura do triangulo [4BC] ¢ igual a abcissa de 4:
v =4 . xaltura =

prisma

BCx04
=—X
2

base

_6x4

8 x8=96

4.1. Referenciais cartesianos do espagco. Conjuntos de pontos do espaco

83. F(0,8,3) e 4(4,00)

Raio: 7= AF =J4% + 8% + 3% =+/89

P +(y-8)+(z-3)"=89

84. D(4,8,0);F(0,8,3) e P(x,y,2)

DP=FP
(x—4) + (8] +22 =2+ (18] +(z-3) &
<:>/—8x+16+/:/+/—6z+9<:>

&S8x—-6z-7=0

8x—-6z-7=0Ay=0Az=0 <::>8x:7<::>x:Z

Ponto pedido: [% ,0, Oj
8.5. a) Onplano EFB ¢ o plano de equagdo x=0.

ylk

=V

A abcissa do centro da superficie esférica ¢ 4 e o raio

¢igualas.
P +4 =5
r=3

A intersecdo da superficie esférica com o plano EFB ¢
uma circunferéncia de centro (0 , 8 , 0) e raio igual
a 3 contida no plano de equagdo x=0.
b)  Trata-se da circunferéncia de centro 4 e raio igual
a 8 contida no plano de equacdo x=4.

(x—4)2+y2+22=64/\x=4
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Atividade inicial 2

1.  Porexemplo:
1.1. [4,Ble[D,C] 1.2. [E,H]e[F,G]
13. [4,E]le[D, H] 14. [B,Cle[F,G]
2.1. AB=DC=HG, porque os segmentos orientados [4 , B] ,
[D,Cle[H, G]sdo equipolentes.
2.2. EA=HD=FB, porque os segmentos orientados [E , A],
[H,D]e[G, C]séao equipolentes.
31. AB+BF = AF
3.2. AD+DH = AH
33. AC+DH=AC+CG=A4G
34. A+DC=A+AB=B
35. E+BC=E+EH=H
36. A+CG=A+AE=E
3.7. A+BC—EH=A+AD+HE=D+DA=A
ou
A+BC-EH=A+BC+HE=A4A+0=4
38. A+AB+FG=B+BC=C
39. F-G+EA=GF+FB=GB
4.1. A+(-BC)=
=D+DA+CB= A=D+Did
=D+DA+DA= CB=Di
=D+2DA=
=D+0DC +2D
As coordenadas do ponto 4 + (—R‘) no referencial
(D , DC, Ei) s30 (0, 2).
42. B-C+BA=CB+BA=DA+CD=
=—DC+DA=
=-1DC +1D4
O vetor B—C + BA no referencial (D s DC s m) tem
coordenadas (-1, 1).
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1.1. Porexemplo: [4, Ble[D, C];[B, Fle[D, H];[E,B]e
[, C]
1.2. [E, F] e [C, G] ndo sdo equipolentes porque ndo sdo
complanares.
1.3. Porexemplo: [E, F|,[H, Gle[D, C]
Pag. 30
21 Al=LAB=3c¢ AJ=1dE=2
2 2
I =Al + AT
I =342
T =073 o J-13
Logo, ﬁH =13
22. D+BF=D+DH=H
23. E+(-CF)=E+FC=E+ED=D
24. AF+ED=Al+FC=AC

2.5.
2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

4.2. Célculo vetorial no espaco

AC-FG=AC+GF = AC+CB = AB

Tﬂ(G)=G+ﬁ:G+?C:C

A+HG=A+AB=B

D+HG=D+DC=C

E+HG=E+EF=F

T.[ADE]=[BCF]

AB+ AD + DH = AB + AH =
=AB+BG=A4G

2A4J +2AI = AE + AB = AF

3.1.

3.2.

3.3.

34.

4.1.

4.2.

4.3.

Psg. 31

DE + FC=DA+ AE + FB+ BC =
=DA+ AE + EA+ AD =

AB+CD=AD+DB+CD =
=AD+CD+ DB
AB+CD=AD+DB+CB+BD =
=AD+CB+DB-DB=
=AD+CB+0=
=A4D+CB
A—C+E:(E+D—C)+(E4+E):
= (2JD +2DI)+(2Kd +247 ) =
:2(E+ﬁ)+2(@+ﬂ):
=2JI +2KJ = 2(ﬁ+ﬁ):

:2(Z]+71): 2K1

5.1.

10

Pig. 32
AM =34B - AC + DA <

< AB+BM = AB + AB + AB + CA+ DA

< BM =CA+ AB+ DA+ AB

< BM =CB+ DB

< BM =-BC - BD
Plano BCD
BK =2BD + DE

3 3



6.1.

6.2.

a) BK=2BD+.DE o
3 3
e D ] —
<:>BA+AK:§BD+§DEC>
2 ]
<:>AK:—BA+§BD+§DE<:>
< 34K =34B+2BD + DE <
©3E:E+(E+E)+(E+ﬁ+ﬁ)©
< 34K = AB+ AD + AE
b) AB+ AD+ AE =
=AB+BC+CG =
=AC+CG = AG
34K = AB+ AD + AE = AG
AG =34K
Como AG e AK sdo colineares, entdo os pontos 4, K e G

também o s3o.

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.
7.5.
7.6.
7.7.
7.8.
7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

Pag. 34
04(2,0,0)

CB(2,3,0)
(0,3,0) E
(0,0, 4)
(2,0,4)
(

OF (2,3, 4)

SIS

M

AF=0G=(0,3, 4)
CF=0E=(2,0,4)
DF=0B=(2,3,0)
CF -BA+GC =
=CF+ AB+GC =
:OE+EF+FB—

2W+ﬁ+%@:

=0D+DG +GN =
=0G+GN=0ON=(1, 3, 4)

%EA 2FN + AF = F.

11

4.2. Célculo vetorial no espaco

8.2.

8.3.

9.2.

9.3.

10.1.

A(-1,1,2), B(2, -1,6),i(4,0,
AB=B-4=(3, -2, 4)
P=B+2AB+ii=
=(2, -1,6)+2(3, -2 ,4)+(4,0,
=(2, -1,6)+(6, -4, 8)+(4,0, —1)
=(8, -5, 14)+(4,0, -1)=
=(12, -5, 13)
ool == 3. —
v:—5(3u)—B :—Eu-i— B=
:_2(4,0, “)+(3, 2. 4)

2a=%ﬁ+zw@zwzzﬁ—%fz3@

@W:ﬁ—lﬂic

e=(4,0, 1)_5(3,_2,4)43
siw=(4,0 -1)+(-3

.0, 2
@Wz[ﬁ,l, —2}

472
ﬁ(l,a,z);v(b—1,2,4)
Vv=2ii=(b-1,2,4)=2(1,a,2)=

< (b-1 ) (2, 2a 4)
b—1=2
b=3
&1i2=2a &
{a—l

4=4
a=1leb=3

li| =3 VI +a*+2° =3 =

Sl+d+4=9cd =4

Sa=-2va=2
i+v=1,a,2)+(b-1,2,4)=
:(b,a+2,6)

H:Z+\7H:6<:>,/bz+(a+2)2+62 =6

<:>b2+(a+2)2+36:36<:>

<:>b2+(a+2)2:0<:>

Sb=0na+2=0
Sb=0nAna=-2

é(2, -2,6)ed(-
2_,. .2,
1 )

1, -2, 3)

_1)

Pig. 36

2 2 s .
=Y # - Logo, os vetores ¢ e d ndo sdo colineares.



10.2. €(0,15 0,25 0,3)e f(5,10,15)

> =5x10=50

0,1

10 =10x 9 =50

0,2 2

13 :ISXE:SO

0,3 3
= 10 = 15 . Os vetores € e f sdo colineares.

0,1 0,2 0,

1. z(1,1,42)

P=kz=k(1,1,V2)=(k, k, V2k)

[il=1 i+ 6+ (V2K <15
S+ +2k =14’ =1
or-tor-_Lop-l

4 2 2
( 1 JE] —( 1 \/5]
Logo, t|——, ——, ——|out|l—, -, —
2 2 2
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121. 4(-1,2,3) e B(3, -4,5)
M(_1+3 ’ 2-4 ’ ﬂj
2 2 2
M(l, -1, 4)
12.2. A(—l ,0, % e B(—3, -2, E)
1.3
w| =3 0=2 5
2 2 2
M(-2, -1,1)
13. M(Z,l,S)eA(—Z 3 4)
13.1. .
B
M
A
B=M + AM
AM =M -A4=(4, -2, 1)
B=(2,1, 5)+(4, -2, 1):(6, -1, 6)
Assim, B(6, -1, 6).
13.2. Centro: M (2,1,5)

Raio: r =HWH =\[42 +(—2)2 +17 =

=16 +4+1=421
Equagao: (35—2)2+(y—1)2+(z—5)2 =21
Pag. 38
4. A(-1,0,3); B(4,0,8) e C(-2,3,0)
141.a) AB=B-4=(5,0 ,5)
(x v, z) ( )+k(5 0, 5) keR
b) BC=C-B= (6,3, 8)

12

4.2. Célculo vetorial no espaco

BC: (x,y,z)=(4,0,8)+k(-6 -8), keR
¢) AC=C-4=(-1,3, -3)
AC: (x,y,2)=(-1,0,3)+k(-1,3, -3), keR

14.2. a) (x,y,z) (1 0 3)+k(5 0 5) ke[O ]
b)(x,y,z)=(4,0,8)+k(-6 -8), ke]-w, 1]
c) (x,y,z) ( O,3)+k(—1,3, —3),keRg
Pag. 39
15. 41, ) B(-1 , )eu(l -2, —3)
15.1. r: (x ¥, z) ( ) (1, -2, —3),ke]R
15.2. (—1,4,8):(1, )+k( , =2, —3)<:>
S -1=1+kAd=2kA8=2-3k <
Sk="2A"k="2rk="2&
Sk=-2
Logo, Ber.
153. r: P=A+ki, keR
ke k=0
B A
[AB]: (x,y,z):(l,O, 2)+k(1,—2,—3),ke[—2,0]
154. BA: (x,y,2)=(1,0,2)+k(1,-2,-3), ke[-2,+%[
15.5. yOz: x=0

16.

16.1.

16.2.

b)

ri(x,y,z)=(1,0,2)+k(1, -2, =3),keR
(x,y,z)=(1+k, -2k, 2—3k),ke]R

O ponto da reta r que pertence ao plano de equagdo x =0 ¢
obtido para o valorde ktal que 1+k =0k =1.

Entdo, (x,y,z)=(0, 2, 5).

A2, -2,0);B(2,2,0); G(-2,2,2) e

E(2, -2,2)
C=G+GC=G+EA
EA(0, 0, -2)
C=(-2,2,2)+(0,0,
Logo, C(-2, 2, 0).
D=A+AD=A+BC
BC(-4,0,0)

D:(Z, -2, 0)+(—4, 0,0):(—2,
Logo, D(-2, -2, 0).

-2)=(-2,2,0)

-2, 0)

F=B+BF=B+AE
AE=-EA=(0,0,2)

F=(2,2,0)+(0,0,2)=(2,2,2)
Logo, F(2,2,2).
a)M(2+2 ’ 2+2 ’ 0+0)
2 2 2
M(2,0,0)
MG=G-M=(-4,2,2)
r: (x,y,z):(2,0,0)+k(—4,2,2),ke]R

Plano mediador de [EG]
E(Z, -2, 2);G(—2, 2, Z)GP(x ,y,z)




d(E,P)=d(G,P)=
o(x-2)+(r+2)+(z-2) =(x+2) +(y-2) +(z-2)’
<:>/—4X+/f+/+4y+/f=/+4x+/(+/—4y+/(

& 8x+8y=0<=x-y=0

a:x-y=0
ri(x,y,2)=(2,0,0)+k(-4,2,2), keR
x=2-4k
<49y=2k ,keR
z=2k

R(2—-4k , 2k , 2k), k € R éum ponto genérico da reta r
a:x-—y=0
Rea < (2-4k)-(2k)=0 <

S2-4k-2k=0

®6k:2®k:§

v=2—dk=2-2_2
3 3
2
—z=2k=2
Y 3
. N 2 2 2
O ponto de interse¢do de » com o tem coordenadas 3°3°3)
Pag. 42

Atividades complementares
17.1. a) Por exemplo: [E, L]
b) Porexemplo: [D, L],[/, Fle[J, G]
17.2. a) Os segmentos orientados [FF, G] e [J, C] ndo sdo
equipolentes porque ndo sdo complanares.
b) Os segmentos orientados [H , G] e [/, B] nao sdo
equipolentes porque ndo tém o mesmo comprimento.
18.1. a) BF + FE =BE
b) AF +GO=AF + FN = AN
¢) AO+KD=AO+OF = AF
d) BP+ NE =BP+PG =BG
e) 24B+CH = AC +CH = AH
f) —3EF +CO=3FE +CO = AD + DN = AN
18.2. As retas paralelas BG e DE intersetam as retas concorrentes
AD e AE nos pontos B, Ve D, E, respetivamente.
Entdo, pelo Teorema de Tales:
AD _DE _AE
AB BV AV
Como AD =34B , temos:
£=£©£=3©E=3TV
AB AV AV
19.1. 4B+CF =DC +CF = DF
AF +CB = DG + GF = DF
Logo, AB+CF = AF +CB .
19.2. AG+AE ~BF +ii=0< ii = BF — AG— AE &
& ii=BF +GA+EA < ii=CG+GA+EA<
©ii=CA+EA <ii=GC+CA <ii=GA
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20.1.

20.2.

21.

21.1.

21.2.

21.3.

4.2. Célculo vetorial no espaco

A afirmagio ¢é falsa. Por exemplo, se [4BCD] é um
paralelogramo, 4B e CD sdo colincares ¢ os quatro
vértices ndo pertencem a mesma reta.

Se os pontos 4, B, C e D ndo pertencem a mesma reta, entdo
AB e CD nio sio colineares.

A afirmacdo ¢é falsa. A contrarreciproca de uma proposicdo

falsa é uma proposicao falsa.
1— A

KE = KA+ AE =
=—AK + AB + BE =
l—— —— 3. 3
=——AB+AB+—-BC+-CD =
4 2 4
=345+ (Bi+ AC)+ 2D -
4 2 4

By Blyy iy Teiiks),
4 2 2 4

_ 3B+ 340+3¢D
4 2 4
KL-Ki+ AL o
& KL =—-AK + AL <
oK -—rap+taciLlep
4 2 4

E:—EAB+§AC+§CD©
4 2 4
l— 11— 1=

=3| ——AB+—-AC+—-CD |
4 2 4

=3KL
Como KE =3KL , 0S vetores KE e KL sio colineares.

Logo, os pontos K, L e E sao colineares.

22.1.
22.2.

22.3.

Pag. 43
EG=EF +FG=AB+ AD
EB=FEA+ AB=—-AE + AB
K+ a5+ L ap-LaE
27776 4
a) EK=FEA+AK =

iy iy Sy, Sy
12 6

Ry My, k)
12 6 4

b) EK = 4B+ AD-24F -
12 6 4
FA+2aB+ L aB+ 14D
4 4 6 6
~2(EA+4B)+~ (4B + BC)=
4 6
_3FB+1ac-
4 6

176258
6 4



23.1. OA(0, -2, 0)
OB(2, -2,0)
OD+AB=0D+DE=0E=(2, -2, 3)

23.2.

23.3.

GE-GC=0B+CG=0B+BD =
=0D=(0, -2, 3)

23.4.
23.5. @—(ﬁ+@):a—(ﬁ+@):
=0A-FB=0A4+BF =
=04+ AG =
=0G=(0,0, 3)
CE+DG-AD=0D + DG+ DA =
0G +GO =
56-1-(

0
24. A4(2,3,0); B(-1,0,2); @(0,1,3) ¢ v[—%,z,oj

23.6.

(e

,0,0)

24.1. AB+ii-v=B-4+(0,1, 3)—(—% : 2,0)=
(-3, -3 z)+(l 1 3}:
- ’ > 27 ’

{49
2

24.2. BA+2(-3i)+2v =
=A-B—6ii +2v=

~(3.3, -2)-6(0, 1,3)+z[-% , z,oj

=(3,3, -2)-(0,6,18)+(~1, 4, 0)=

=(2,1, -20)
24.3. —2@—%1‘1—2(3\7):
= 2(-3, -3,2)-2(0,1 3)-6(-1 2 oj:
L =3.2)=(0. 1, 502

=(6,6, —4)—(0, g , 5}—(—3, 12, 0)=

:(6+3,6—§—12, —4—5):
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25.
25.1.

25.2.

25.3.

26.

27.

4.2. Célculo vetorial no espaco

@w:;{z(o,lﬁ)—z(—}, _3,2)_(_% , z,oﬂ
o1 !
<:>w:3{(0,2,6)+(6, 6, —4)+(7, —2,0H
@Wzl(g,&zj@ﬂ/:(m,% 2)
302 6 3

GzZﬂ@(Z,b—3, 6):2(1, 2,a)©
<:>(2,b—3,6):(2,4, 2a)<:>

2=2

b-3=4<a=3Ab=7

6=2a

[7]=7 22 +(b-3) +6* =T =

S4+(b-3)+6' =49

=

(-3 =9
©b-3=-3vb-3=3c
©b=0vb=6
li-v|=1<|(-1,5-b,a-6)|=1<
f=—4

(1) +(5-b) +(a—6) =1

&1+(5-b) +(a-6)" =1

& (5-b) +(a—6) =0

S5-b=0rAa-6=0

<Sb=5Aa=6
ﬁ(a,b,O)eﬁ(Z,c,O)

HGH:\/§<:>\/4+CZ =5

Sd+l=5acl=1ec=-1ve=1
Como ceR",temosc=1¢ \7(2, 1, 0).

ii = kv Al =5

u(2k , k , 0)

li] =5 < (2k)2+k2+02:5<:>
SH+E =25
S5k =25k =5
k==/5vk=+5

Como k>0, vem k=+/5.

Logo, 17(2\/5,\/5, 0) e a=2\/§ e bzx/g.

Portanto, a:Z\/g, b=~5cc=1.

V(23253,5) s d=kv Al =15 ; id(2k 5 2k ;5 3,5k)

i =15 < \J(2k) +(2k)’ +(3,5k)" =15 =
S AR A 12,256 =15 &

©20,25k =225k = 2,25
20,25
=22 g top—-lup-l
2025 9 3 3

(2 2 7 (2 2 7 . 1 7
il -——, ——, ——|ouiu|—,—,—|pois 3,5x—=—
3 3 6 3 3 6 3 6
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28. A(2,3,2)edB=3

28.1. B(2,6,2):C(-1,6,2);D(-1,3,2);E2,3,5);
F(27655)7G(_15655)6H(_15355)

28.2. a) M(ﬂ,ﬂ,ﬂ),logoM[l,g,z)
2 2 2 27272

b) AC=C-4=(-3,3,0)
BF=F-B=(0,0,3)
AC+BF=(-3,3,3)

¢) A+BG=A+AH=H=(-1,3,5)

d) EF=F-E=(0,3,0)
FC=C-F=(-3,0, -3)

EF +3FC=(0,3,0)+3(-3,0, -3)=
=(0,3,0)+(-9,0, -9)=
=(-9,3, -9)

e) A—2(FC’—FG)=A—2(FC+G7)=
= 4-2(BC+CB)=
=A4-20=4-0=
= 4=
=(2,3,2)

283.2) AG=G-4=(-3,3,3)

[4G] = (-3)" +3°+3 =3x9 =33

b) AB=B-4=(0,3,0)
CG=G-C=(0,0,3)
EF=F-E=(0,3,0)

HAB—CG+EFH:
=[(0.,3,0)-(0,0,3)+(0,3,0)
(0,3, -3)+(0,3,0)

29. (x-1)"+(y+2)
20.1. A(1, -2, 4

AeS
29.2. Centro: C(1,-2,3)
AC=C-4=(0,0, -1)

B=C+AC =
=(1, -2,3)+(0,0, ~1)=
:(157292)

B(1,-2,2)

30. PO=0-P=(1,2,2)
30.1. PO: (x,y,2)=(-2,0,1)+k(1,2,2), keR;
302. [PO]: (x.y.,z)=(-2, 0, 1)+k(1,2,2),ke[0, 1]
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4.2. Célculo vetorial no espaco

A2, -5,4),B(4,2, -1),C(8,1,0)
AB=B-4=(2,7, -5)

r.

r.

(x,y,z):(8,1,0)+k(2,7, —5),ker
x=8+2k

y=1+7k,keR

z=-5k

. Um ponto da reta r ¢ da forma:

P(8+2k, 1+7k, —5k), keR

a)

b)

¢)

31.3. a)

b)

)

x0y:z=0

-Sk=0=k=0

Para k=0, temos £,(8 , 1, 0) .

yOz: x=0
8+2k=02k=-8=k=—4

P,(0, -27, 20)

x0z:y=0

1+7k:0<:>7k:—1c>k:—%

Entio,Pl(ﬁ,O, EJ
=7 7

x=3

8+2k:3©2k:—5c>k:—§

1+7k:—2<:>7k:—3<:>k:—%

8+2x(—§j:$; —SX(—E):E
7) 17 7) 7

50 15
Logo, P{— , =2, —j
=7 7

z=1

—5k:1c>k:—1
5

8+2x 1 =§; 1+7x 1 =—E
5 5 5 5

Entao, Pl(ﬁ R —z s 1)
=\5 5

P(2,0,1)eQ(-1,2,3)

r:

x=1+2k
y=-2-3k,keR
z=-3-k



4.2. Célculo vetorial no espaco

32.1. 341. GC=C-G=(2,3,6)-(6,1,10)=(—4, 2, —4),
k:—% A=E+EA=E+GC= (Ei=6C)
;2_:1;23/; 2 =(12, 1, 4)+(4, 2, -4)=(8, 3, 0)
Rt A(8, 3, 0)
1=-3-k
k=4 342.8) CG:(x,y,2)=(2,3, 6)+k(—4, 2, —4),keR
) ) b) yOz:x=0
O sistema ¢ impossivel. Logo, P ¢ r . CG'(xy z):(2 3 6)+k(—4 ) _4) reR
32.2. 7#(2, -3, —1) éum vetor diretor de r. { 0 e 7 > ’ =
X =
s:(x,y,z):(—2,0,1)+k(2,—3,—1),keR 0
X =
32.3. G N
x =142k 4
: =-2-3k .
Y sk A reta CG interseta o plano yOz no ponto (0, 4, 4) .
z=-3—
L A __ Cilculo auxiliar:
xOy:z=0,logo 3-k=0=k=-3. (0,7,2)=(2,3,6) + k(4 24) &
Para'lk—f3,temos.x:—S/\y:7/\z:O 5 (0,7.2)=(2.3,6) + (-4k, 2%, — k) >
Assim, P(-5,7,0). < (0,,2)=(2— 4k, 3+ 2k, 6 4k) <
32.4. Ox tem a diregdo de ¢,(1, 0, 0) il

t:(x,y,2)=(0,0,0)+k(1,0,0), keR
33. 4(2,-1,-1)eB(0,9,-15)
AB=B-A4=(-2,10, —14), logo —%ﬂ?:(l, -5,7)

0=2-4k 2 1
S y=3+2ke y:3+2x52
z=6-4k

z=6—4><l
2

y=3+1 y=4
AB: (x,y,z)=(2, -1, -1)+k(1, =5,7),keR :{2:6_2(@{2:4

x=2+k 343.a) X +y +7-8x+2y-4z=15
< y=-1-5k, keR o (7 =8x)+(y* +2y)+( - 4z) =15
Z=laTk o (¥ —8r+47)-16+()7 + 2y + 1) -

Qualquer ponto P de AB ¢ da forma

2 2 _
P(2+k, —1-5k , —1+7k), keR (2 -4z 2) 415 o

. 2 2 2

Pretendemos determinar & tal que HOPH =9. e (x-4) +(r+1) +(z-2) =15+2le
S (x=4) +(y+1) +(2-2)" =36

Trata-se da superficie esférica de centro em (4,

-1, 2).

OP(2+k, —1-5k, —1+7k)
. -1,2)
|oF|=9 <

e raio 6. O ponto D tem coordenadas (4,

b) GC(—4,2, -4)

|GC|=(-4) + 27+ (-4)" =V16+4+16 =36 =6

O cubo tem aresta igual a 6.

k) +(-1-5k) +(-1+7k) =9 =
S A4+ 4k + k> +1+10k + 25k +1-14k +49k* =81 &
S 75k -75=0<
oklr=lck=1lvk=-1
Para k=1 temos: R(3, -6, 6)
Para k= —1 temos: Pz(l , 4, —8)

Se a superficie esférica tem centro no ponto D e raio
igual a 6, entdo H ¢ um ponto da superficie esférica,

Os pontos da reta 4B que distam 9 unidades da origem do porque, sendo [DH] uma aresta do cubo, DH =6.

referencial tém coordenadas (3 , 6 , 6) e (1, 4 ,—8). 34.4. A seccdo produzida no cubo pelo plano [PGC] ¢ o retangulo

[POCG].
G z
Pag. 45 I
34. C(2,3,6); G(6, 1, 10) e E(12, 1,4) c
G z F
I H
7 i P, B
H E o 4 y
P i B e
. 3 ‘x/ A
E 07 ¥
< 5

16



4.2. Célculo vetorial no espaco

EF=FG=GC=6

sEryET 36.6.3(2,3,1),F(2,3,6),M(2,3,ZJ
PF=EF —-EP=6-1,5=4,5 2

%2 = ﬁz +F7G2 (Teorema de Pitagoras) C(2,3,1),G(-2,3,6), N(—Z , 3, Z]
Como PG>0 , vem: 2

PG =/4,5* + 6> < PG =+/56,25 < PG =1,5 MN=(~4,0,0)=-4(1, 0, 0)

A[PQCG]zPGx&=7,5><6=45 MN : (x,y,z)=[2,3, %j+k(1, 0,0),keR<:>
35. A(-2,1,0); B(0,3,-1);a(-1, -1,1)
35.0. B-2i=(0,3, -1)-2(-1, -1, 1)= x=2+k
=(0,3, -1)+(2,2, -2)= <q1y=3 keR
~(2.5. -3) z:%
35.2. BA=A-B=(-2, -2, 1)
2BA-3i=2(-2, -2, 1)-3(-1, -1, 1)= . . Pigd6
=(—4, -4,2)+(3,3, -3)= 37. 42,1,-1 G
_ B(0,-1,-1) =
=(-1, -1, -1)
c@2,-3,-1)

353 V=hi v =(-k, —k, k) 0. ABoB-A=(-2, -2, 0)

a) [|=1< .
I BC=C-B=(2, -2,0) 4 A

D=A4+BC= C D
=(2,1, -1)+(2, -2, 0)=(4, -1, -1)

(k) (k) +E =1

<:>3k2:1<:>k2:1<:>k:i\/I<:>
3 3 37.2. a) A base [4BCD] esta contida no plano de equagdo z =—1.

@k:iiak:iﬁ Como a altura do prisma é 6 e E tem cota positiva, a base
3 3 [EFGH] esta contida no plano z =5, dado que -1 + 6 = 5.
v—ﬁ _ﬁ \3 ouvﬁ V3 _ﬁ b) 42,1,-1):B(0,-1,-)eP(x,y,2)
37 373 3737 3 d(4,P)=d(B,P)=
2 2 2
b) HVH=J§©\/318:\/5@31(2:2@1{2:%@ S (=2 +(y-1) +(z+1) =
=+ (y+1) +(z+1) &
Qk:i\/g@k:i 3 Skt X —dx+4+)y" -2y+l=xX"+)y" +2y+l
S —4x-4y+4=0
(V6 V& V&) (V& V6 6 "
V|fl-—, —, —|ouV|—, —, —— S x+y-1=0
3 3 3 3 3 3

¢) B(O,-1,-1)e F(0,-1,5)

36.1.B(2,3,1);C(-2,3,1);D(-2,-1,1); EQ2,-1,6); BF=(0,0,6)=6(0,0,1)

F(2,3,6)eH(-2,-1,6)

36.2.2) y=3 b) 2<x<2A-1<y<3Al<z<6 (x,»,2)=(0, =1, =1)+k(0, 0, 1), keR
36.3. Aresta [AE] 4 G d) P(x,y,2)
364. BC=[2+2|=4 : d(B,P)=d(F,P)=
. F
ﬁ:‘1_6‘:5 E ; <:>x2+(y+1)2+(z+1)2:x2+(y+1)2+(z—5)2<:>
DC=[3+1|=4 : S +2z+41=2-10z425<
—2 —2 ——2 <12z=24&
FC =BC +BF ip |\ ezo2
FC=~4+5 =41 ¢ e) G tem a mesma abcissa ¢ ordenada de C.
Ao = 44T ua A B G(2,-3,5¢eF(0,-1,5)
36.5. F(2,3,6),D(2,-1,1),P(x,y,2) FG=BC=(2, -2,0)
d(F,P)=d(D,P)= (x,y,2)=(0, -1, 5)+k(2, =2, 0), ke[0, 1]
o (x- 2)2 +(y- 3)2 +(z- 6)2 = f) Trata-se da superficie esférica de centro 4 e raio 3.
2 2 2
:(x+2)2+(y+1)2+(z—1)2<:> (x—Z) +(y—1) +(Z+l) =9
o —dx+4+)? —6y+9+22 +122436= 373. [4B| = |BC| =Va+4+0=B =22
=X +dx+4+y 2y +1+27 -2z +1 Vprisma:(zﬁ)ZX6 Ly — 48Uy,

& 8x-8y-10z+43=0&
& 8x+8y+10z-43=0
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380, X+ +2° —6x+2y—4z+10<0
e —6x+9)-9+ ()" +2y+1)-1+
+(22 +4z+4)-4+10<0
o (x=3) +(y+1) +(z-2)" <4
Centro: C (3,-1,2);raio: 2

38.2. a) O plano de equagdo y = 1 passa no centro da esfera.
O plano de equagio y=1-2< y=-1 ¢é tangente a

esfera porque r=2.
A intersegdo é o ponto de coordenadas (3, 1, 2).

A
\_/

O plano de equagdo x = 3 passa no centro da esfera.

b)
x=4

O plano de equagdo x = 4 interseta a esfera segundo um
circulo de centro (4 , -1
PilP=2 o r=3cr=3

Logo, a intersec¢do ¢ o circulo de centro (4, -1, 2) e raio

, 2) e raio r, sendo

V3 contido no plano de equagdo x = 4.
¢) xOy:z=0

I}
]
[\

z=0
O plano de equagdo z = 0 ¢é tangente a esfera no
ponto (3,-1,0).
383.4(-1,0,0)
(x=3)" +(y+1) +(z-2)' <4
(-1-3) +(0+1)" +(0-2)' <4 =
& 16+1+4<4 < 21<4 (falso)
Entdo, 4 ndo pertence a esfera.
c@3,-1,2)
Raio: AC =(3+1)" +(~1-0)"+(2-0)’ =
(x+1)2+y2+z2:21
39. 4(4,0,0);B(1,3,0);C(-2,0,0)eF(1,3,6)
39.1. M:A+%A—E: H G

=(4,0,0)+%ﬁ=

~(4.0,0)+3(0,0.6)-
=(4,0,0)+(0,0,3)=
=(4,0,3)

18

39.2.

39.3.

39.4.

4.2. Célculo vetorial no espaco

N(E,E,OJ,logo N(—E,E,OJ.

2 2 22

W:[—i—4, 3 —3):(—2 3 —3)
2 2 22

BC=C-B=(-3, -3, 0)
BF=F-B=(0,0, 6)
D=A+AD=A4+BC=(4,0,0)+(-3, -3, 0)
Assim, D(1, =3, 0).
H=D+DH=D+BF=(1, -3, 0)+(0,0,6)
Entdo, H(1,-3,6).

3

ﬁv:zv-zjz[—l L=, 0}—(1, -3,0)
272

(.19

272

MF=F-M=(1,3,6)-(4,0,3)=(-3,3,3)

HB=B-H=(1,3,0)-(1, -3,6)

HB=(0,6, —6)

DN =aBC +bMF +cHB

39

(—5 2 0):41(—3, 3, 0)4b(-3. 3, 3)+

+(0,6, -6) =

3

—3a-3b=—— a+b=l
2 2

—3a+3b+6c:%© a—b—2c:_%c>

3b-6¢c=0 b-2c=0
a:l—b a:l—b
2 2
= l—b—b—Zc:—§<:> l—2b—b:—§<:>
2 2 2 2
b=2c b=2c
1 a= 1
a=—-b 6
2 2
S-3b="2< bzg
b=2c 1
c=—
3
a:—l,b:g ec:1
6 3 3

P=D+BG+HF = D+ AH + HF =
=D+AF==D+DG= G
P=G
E=A+BF=(4,0,0)+(0,0,6)=(4,0,6)
a) &(0,1,0) tem a diregdo de Oy
(x,y,z):(4, 0, 6)+k(0, 1, 0),keR
x=4
Sqy=k, keR
z=6



b) FE=E-F=(4,0,6)-(1,3,6)=
=(3, -3,0)
(x,y,z):(4, 0,6)+k(3, —3,0),ke]R<3
x=4+3k
ey =-3k
z=6

395.2) G=C+BF=(-2,0,0)+(0,0,6)=(-2,0,6)

,keR

Seja P (x,y, 2).

d(4,P)=d(G,P)=
<:>(x—4)2+yz-4—zz:(96-4—2)2+y2+(z—6)2 =
Sx*-8x+16+2° =x" +4x+4+2° -12z+36 &

& -12x+12z-24=0<
Sx—z+2=0

. 9 32 ,
o =[] = (2] (3] +( -

TN 126 _\ox14 _3J14

N4 4T N T 2 T 2

40. 4(2,-1,3); B3,-1,-1); C(1,1,3)eD(x,y,z2)
AD=D—A=(x—2,y+1,z—3)

1— 1 1
~BC=—(C-B)==(-2,2,4)=(-1,1,2
2 2( ) 2( )=( )

AT):%FC'Q(x—z Jy+l,z-3)=(-1,1,2) &

x=2=-1 x=1
S9y+l=1 ©<y=0
z—3=2 z=5
D(1,0,5)
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41. EA(2, -4, -4); EH(2,2,-1); GH(-2,1, -2) e
C(47171)

41.1. A reta CG passa em C e tem a direcdo do vetor
EA(-2, 4, 4)
(x,y,z):(4,1,1)+k(—2,4,4),ke]R

4.2 G=C+CG=C+(-EA)=(4,1,1)+(-2, 4, 4)=

-(2,5,5)
G(2,5,5)

413. EH(2,2, -1); GH(-2, -2,1)
A=C+CA=C+CD+DA
CD=GH=(-2,1, -2) e DA=-EH =(-2, -2, 1)
A=(4,1,)+(-2,1, =2)+(-2, -2, 1)=

=(4-2-2,1-2,1-2+1)=(0, 0, 0)
Logo, o vértice 4 ¢ a origem do referencial.
42.1. - I(E 24 ﬁ)zl(_l 3, _zj
2 2 2 2

.J—2+2’4+3’—1+3 :JO,Z,I
2 2 2 2

. K(_2+O ’ 4+1 ’ _IHJ:I{—I, 5 ’ 0)
2 2 2 2

19

4.2. Célculo vetorial no espaco

. 15:1—1(:(—l 3, —2}—[—1, Bl , ojz
2 2

11
(352
42.3. TD:D—A:(2,3,3)—(1,2,—3):(1,1,6)
AD =21J . Os vetores AD e IJ sdo colineares.
« DC=C-D=(0,1,1)-(2,3,3)=(-2, -2, -2)
DC =2JK . Os vetores DC ¢ JK sio colineares.
« AC=C-4=(0,1,1)-(1,2, =3)=(-1, -1, 4)
AC =2KI < AC =2IK
Os vetores AC e IK sdo colineares.
43.1. Vértices E, F, Ce D
432. F(2,4,2)
AQ2,0,-2);H(-2,0,2)eG(-2,4,2)
M@©,4,2)eL(2,4,0)
HG=G-H=(0,4,0)

ML=L-M=(2,0, -2)
S=A+1(1TG—2E)=
2
1
=(2,0, -2)+=[(0,4,0)-2(2,0, -2)]=
( ) ) )+2|:( ) ) ) ( ) ) ):|

=(2,0, —2)+%(—4, 4,4)=

—(2,0, -2)+(-2,2,2)=
-(0,2,0)

S§(0,2,0)¢é o centro do cubo.

Raio: [SF| =4(2-0)" +(4-2)" +(2-0)' -

=Ji+a+4=23
Condigio: x* +(y—2)" +2* =12
433.4(2,0,-2)

04=1

02,0,-1)eM(0,4,2)

OM=M-0Q=(-2,4,3)

OM : (x,y,z):(Z , 0, —1)+k(—2 , 4, 3), keR

43.4. I (x, y, 0) € um ponto do plano xOy.
(x.0.0)=(2,0, ~1)+k(-2,4,3)

(x,y,0)=(2-2k, 4k , —1+3k)

4

v
x=2-2k z .

=4k S<qy=—,logo I|—, —,0].

y y=7 -log [3 3 j
0=-1+3% )
k==
3



43.5.

43.6.

43.7.

A4(2,0,-2)eM(0,4,2)
AM =M -A4=(-2, 4, 4)
AM: (x,y,2)=(2,0, -2)+k(-2,4,4), keR

P(0,y,0)éum ponto de Oy.
(0,y,0)=(2,0, -2)+k(-2, 4, 4)

0=2-2k k=1
y=0+4k < y=4k
0=-2+4k i 1

2

O sistema ¢ impossivel.
Nio existe k£ € R, tal que:
(0,y,0)=(2,0, —=2)+k(-2, 4, 4)

Reta FG:
FG=G-F=(-2,4,2)-(2,4,2)
FG(-4,0,0)

FG: (x,y,z)=(2,4,2)+k(-4,0,0), keR
Ponto genérico dareta FG: X (2 -4k, 4 ,2)

Reta QX:

02,0,-1)eX(2-4k,4,2)

OX =(—4k , 4, 3)

OX: (x,y,2)=(2,0, ~1)+A(~4k, 4, 3)
Seja Y (0, y, 0) o ponto de Oy que pertence a OX.
(0,y,0)=(2,0, ~1)+2(-4k, 4, 3)

0=2——k ﬂk:2 k:é

0=2-4kA 3 2
4 4 4

y=41 P= yzg p= yzg R y:E
0=-1+34 1 1 1
A=l a=L (a2l

3 3 3

Para kz%,X:(2—6 ,4,2)=(-4,4,2)

Tem-se X(—4,4, 2) e Y(O, % s OJ.

O segmento de reta [FG] pode ser definido pela condigdo
y=4nz=2A-2<x<2.

Como a abcissa de X ¢ igual a —4, ndo pertence a [-2 , 2].

Entdo, X ndo pertence ao segmento de reta [FG].
a) [FB]: x=2Ay=4A-2<z<2 ou

(x,y,2)=(2.4,2)+k(0,0, -4), ke[0, 1]
b) LM(-2,0,2); L(2,4,0)
[LM]: (x,y,z):(2,4, 0)+k(—2,0, 2),ke[0,1]
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Avaliacao 2

1.

BD =10> +10% < BD' =200 <> BD =~/200 <
@@:10\5

A ordenada de D é

lofzsﬁ.

A cotade D é5eaabcissa é 0.
Logo, D(o N 5)

20

4.2. Célculo vetorial no espaco

A ordenada de F é 542 ,aabcissa é 0 e a cotade Fé-5.
Assim, F(o, -5J2, —5).

Resposta: (B)

2. Como o ponto P(a2 -3,2b, a) pertence ao eixo Oz e tem
cota positiva, temos que:
a>-3=0 a=— 3va:\/§ \/_
=0 <{b=0 o {” -
a>0 a>0 b=0
Resposta: (C)

3. Uma condigdo que defineareta AB ¢ x=4Arz=-8.

A equagdo do plano ODC é x = 0.
O plano ABC é definido pela condigdo z = -8.
Resposta: (C)
4 xz+y2+22:25<:> x2+y2+32:25© x>+’ =16
z=3 z=3 z=3
Trata-se da circunferéncia de centro (0, 0, 3) e raio 4 contida
no plano de equagdo z = 3.
Resposta: (A)

5. A equagdo do plano xOz ¢ y = 0. O ponto B ¢é simétrico do
ponto A relativamente ao plano xOz. Assim, B (3,2 ,-1).
Resposta: (B)

6. P(O,—l,0);Q(1,0,0)eA(x,y,Z)

PA=04
X -4—(y+1)2 +2° :(x—l)z-i—yz-i—z2 =
@/+/+2y+/1/:/—2x+/1/+/c>
S y=—x
Apenas em (0, 0, —3) se verifica a condigdo y = —x.
Resposta: (A)
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71. B(-2,2,0);C(2,-2,00;EQ2,2,4)eG(-2,-2,4)

7.2. AP=BP
=2y +(y=2) +(z-0) =\(x+2) +(y—-2) +(—0)’ =
= (-2 + (1=2) + A =(x+2) + (2=7) + F o
<:>(x—2)2 :(96-4—2)2 =
Sx-dx+4=x"+4x+4
&S Ax=4xo =0
&S x=0

73. CE=E-C=(2,2,4)-(-2, -2,0)=(4, 4, 4)

Por exemplo, (x,y,z)=(2,2,0)+k(4,4,4),keR

7.4. O centro da superficie esférica ¢ o centro do cubo.
Centro do cubo: (0,0, 2)
O raio da superficie esférica é metade da diagonal espacial
do cubo. Seja d a medida do comprimento dessa diagonal.
=8 +4+8 > d* =48 d =48 = d =43, donde
r= 2\/§ .
Uma equacdo da superficie esférica pedida ¢é:

X+’ +(z—2)2 =12
81. a) AB: x=1Az=0 b) CT: x=0Ay=2

¢) BG:y=1arz=0



8.2. a) [FG]:xz—lAzzOAOSySl
b) [AP]:x:I/\y:—l/\—ZSzSO
¢) [N]:y=0Az=1A-2<x<0
8.3. [LGHM]: —2<x<-1Ay=1A0<z<1
84. 0<x<IAlZSy<2A-2<z<Z-1
9. C(-1,0,3); EO®,2,)e F(7,2,5)
9.1. D=C+CD=C+FE
FE=E-F=(2, -4, -4)
D=(-1,0,3)+(2, -4, -4)=(1, -4, -1)
D(l,-4,-1)
92. a) X +y +z —10x+6z-2=0&
(% —10x+25)-25+ 3" + (2" +62+9)-9-2=0
<:>(x—5)2+y2+(z+3)2:36
Como 4 ¢ o centro da superficie esférica, vem

A(5,0,-3)
b) FE(2, -4, —4)

HﬁH =22 +(—4) +(-4) =V4+16+16=6

O cubo tem aresta igual a 6.

A superficie esférica tem centro no ponto A4 e raio igual a
6. Como 3 é um ponto da superficie esférica, porque [4B]
uma aresta do cubo, entdo AB=6.

93. a) Mm|[2F7 —2*+2 15
2 2 2

M@®,0,3); A(5,0,-3)eP(x,y,2)
d(M ,P)=d(4,P)=

S(x-8) 4+ +(z-3) =(x-5) +)* +(z+3) =
x> —16x+64+2>—62+9=
=x’—10x+25+ 2> +6z+9 =
& —6x-12z+39=0<2x+4z-13=0
a: 2x+4z-13=0
b) a ¢ o conjunto de ponto do espaco equidistantes de M e A.
Interse¢do de o com Ox: y=0Az=0

13
2x+4z-13=0 [2x=13 |*7 75
y=0 &49y=0 <y=0
z=0 z=0 0

13 . -
N ( 5 , 0 OJ ¢ o ponto do eixo Ox equidistante de M

ede A.
94. 1,

(48cF] x altura =

base

:le
3

(ABXBC

2

x6

1 -
3
l><6 x6=36

=36 u.v.

[ABC[-]
95. E(9,-2,1)
a) EF(-2,4,4)

(
ri(x,y,2)=(9, -2

L) +k(-2,4,4), keR

4.2. Célculo vetorial no espaco

b) x0Oz:y=0
x=9-2k
r: yy=—2+4k, keR
z=1+4k

Um ponto genérico da reta r tem coordenadas:
(9-2k, —2+4k , 1+4k), keR

O ponto da reta r que pertence a xOz tem de satisfazer a
condigdo y =0:

—2+4k:0©4k:2<:>k:%

As coordenadas do ponto sdo:
x:9—2xiAy:0/\z:1+4xl<:>
2 2

Sx=8Ay=0Az=3

As coordenadas pedidas sdo (8, 0, 3).
o (x,y,2)=(9, -2, 1)+k(-2,4,4),ke[0,1]

Um ponto genérico de [EF] é:
P(9-2k, —2+4k , 1+4k), ke[0, 1]

G=C+A4E
AE=E-A4=(9, -2,1)=(5,0, -3)=
=(4, -2, 4)

G=(-1,0,3)+(4, -2,4)=(3, -2,7)
Pretendemos determinar & de tal modo que GP=1,5

GP=1,5<

o J(9-2k-3) +(-2+4k+2) +(1+4k—7) =7,5
& (6-2k) +(4k) +(4k-6)' =75 =

< 4k - 24k +36+16k* +16k> — 48k +36-56,25=0
<36k -T2k +15,75=0 =

<4 -8k+1,75=0 <

8im®

8

+
@kzgek:lvkzz
8 4

S k=

Como ke[O, 1],temos k:%'

Para k:l,vem P(9—g R —2+ﬂ R 1+EJ.
4 4 4 4

Assim, P(g , —1, 2).

10, i(5k+8,0,5) e (2, k" —4, k-3)

i e Vv sdo colineares <
5k+8 5
2 k-3
©5k* +8k—15k-24=10A(k=2vk=2) =
<:>5k2—7k—34:0A(k:—2vk:2)<:>

+
o k= EVOT680 “‘ﬁ)ngA(kz—zvkzz)e
727

10

<:>(k:—2vk:%jA(k:—ka:Z)Qk:—Z

A -4=0s

S k=

/\(k:—ka:2)<:>
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Avaliag¢io global

1.

5.1.

5.2

Centro da esfera: (2, 3 ,—1)

O plano de equagdo x =2 passa no centro da esfera. Logo,

divide essa esfera em dois so6lidos com o mesmo volume.

Resposta: (C)

7(—1,3) é um vetor diretor da reta r.

O declive daretaré m, = il =-3.

O declivedaretas é m =m, =-3.

Como a reta s passa no ponto de coordenadas (0,1), a

ordenada na origem € 1.

s:y=-3x+1

Resposta: (A)

C(1,-1,2) e D(-1,0,1)

CD=D-C=(-1,0,1)-(1, -1,2)=(-2,1,-1)

i(a,2,b)

ii & colinear com CD se existir ke R tal que i = kCD .

ii=kCD < (a,2,b)=k(-2,1,-1)e
a=-2k

<(a, 2, b)=(2k.k, —k)o{2=k <

b=-k
Resposta: (C)
x=2nz=1

X
Resposta: (B)
GB=B-G<GB=(3,3,0)-(0,0,3)=

< GB=(3,3, -3)
Resposta: (C)
W:VD+E4+W:@+%G7§+%@:
_— 1y— ——\ — 1=
:DA+7(0A+AB):DA+fOB
3 3

Resposta: (D)

6.1.

6.2.
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Dos dados podemos concluir que:
4(2,2,0);B(2,4,0);C(0,4,0);D(0,2,0);
EQ.2,2):F(2.4.2):G(0.4,2)eH(0.2,2)
BH=H-B=(-2, -2,2)
BH : (x,y,z):(2,4,0)+k(—2, —2,2)

x=2-2k

S y=4-2k, keR
z=2k

AG=\(2-0) +(2-4) +(0-2) =4+ 4+4=
=3x4=23

22

6.3.

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.
7.5.
7.6.

7.7.

4.2. Célculo vetorial no espaco

I=D+HF -GB =D+DB+BG =D+DG=
=G(0,4,2)
Seja a o comprimento da aresta do cubo.
A cota de V ¢ igual a altura da pirdmide, ou seja, é igual a
aresta do cubo. Como V é um ponto do eixo Oz, temos
vV (0, 0, a) .
Vsslido = Veubo + Vpirémide
a’ +%a2a =288 a’ +éa3 =288
3 3 3 3 864
S3a +a =804 o 4a =864 < a :Tc>
oSa=216a=3J216 a=6
1(0,0,6)
4(0,0,-6) ; B(6,0,—6); C(6,6,-6); D(0,6,—6);
E(6,0,0); F(6,6,0); G(0,6,0) e 0(0,0,0)
Proposi¢do verdadeira.
A reta EF ¢ perpendicular ao plano xOz. Logo, a reta EF ¢
perpendicular a todas as retas contidas no plano xOz que
passam em E, em particular a reta EV.
Portanto, o triangulo [VEF] ¢ retangulo em E.
O simétrico do ponto C (6,6,—6) relativamente ao plano xOz
¢ o ponto P(6,-6,—6).
y=0Az=6
EBC: x=6
[FG]:y:6Az:O/\OSxS6
[EMNO] é um retangulo.
EM =EF +FM
EM =6"+3 N
EM’ =45 A
EM =45 B c
EM =35
Premnoy = 2EM +2EO =
=2x3/5+2x6=6V5 +12
Premnoy = (6\/§ + 12) u. C.

7.8. Vssiido = 288
Seja x a altura do so6lido
abaixo do pzlzréo z=k. 0.\ G
6><6><x:T<:> EL-" E Y
©36x=144 o x=4 / 6 }C
Logo, k=-6+4=-2. A D
B C
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8. E(G5,1,-1)eF(5,7,7)
81. P(x,y,2)

d(E,P)=d(F,P)e

<:>(fo)ZJr(yfl)zwL(zH)2 :()675)Z+()/77)2+(zf7)2
S Y =2y +1+27 42z +1=y" 14y +49+ 2> —14z +49
<12y +162-96=0

S3y+4z-24=0



8.2.

8.3.

9.2.
9.3.

10.

Ponto 4
x=0 x=0 x=0
y=0 <iy=0 <{y=0
3y+4z-24=0 4z =24 z=6
A(0,0,06)
Ponto D
x=0 x=0 x=0
z=0 &<z=0 ©4z=0
3y+4z-24=0 3y=24 y=8
D(0,8,0)
C=B+BC=B+4D

AD=D-4=(0,8,0)-(0,0,6)=(0,8, —6)
C=(10,0,6)+(0,8, -6)=(10, 8, 0)

€(10,8,0)
AQ2,-1,3); B(-1,0,2)ei(2, -1,5)

a) AB=B-A=(-1,0,2)-(2, -1,3)=(-3,1, -1)

1— 1
b) —AB-ii=—(-3,1, -1)=(2, -1, 5)=
) SAB-ii=— ) ( )
301 1
=TT s s T X _2715_5:
[2 2 2j+( )
:(_Z 3 _Llj
2727 2
¢) C+ui=B&SC=B-iui&
©C=(-1,0,2)-(2, -1,5) <
e C=(-3,1, -3)
C(-3,1,-3)
d) V=kin|v]|=2

V=ki =(2k , —k , 5k)

7] =2 < J(2k) + (k) +(5k) =2 =
SA+ P +25k =4 &

®3Ok2:4<:>k2:i<3

30
@k:i\/zck:iﬂek:i@
15 Jis 15
NN TN
5 7 157 3
ou
(20 V30 3
15 7 15 ° 3

9 M(Z—l Zl0 3+2j ;M(i, e g)
2 2 2 2’ 272

D 4] = (3 + 1+ (1) =Vo s 1=

(x,y,z):(Z, —1,3)+k(2, —1,5),keR
(x,y,z):(—S,l, —3)+k(—3, 1, —1),keR©
x=-3-3k
Sey=1l+k ,keR
z=-3-k
A(2,0,-1)

r: (x,y,z)z(l, 4, —1)+k(1, -4, 3),keR

10.1.

10.2.

10.3.

4.2. Célculo vetorial no espaco

é(1, 0, 0) tem a diregdo de Ox.
(x,y,z):(Z,O, —1)+k(1,0,0),keR<:>
x=2+k
&4qy=0 ,keR

z=-1

P(1+k, 4-4k , —143k), ke R é um ponto genérico da

reta 7.
y0z:x=0
l+k=0=k=-1

Para £ =—1 obtemos o ponto de coordenadas (0, 8 , —4)

Pretende-se determinar o valor de k para o qual OP =12

oP=12
o J1+k) +(4-4k) +(-143k) =12

S 1+ 2k+k*+16-32k +16k> +1- 6k +9k* =144 &

< 26k> -36k-126=0 <
<13k -18k-63=0 <

18 £/324+3276
Shkh=——"""7""—-&
26
18 /3600 18+ 60
Sk=——"T-7"-k=
26 26
<:>k:3vk:—2
13
Para k=3 Para k =—2
13
1+3=4 —2:—2
13 13
4—-4x3=-8 4—4x2:@
13 13
—-1+3%x3=5 —1+3x2:—7—6
13 13
P(4. -8.8) ou p(-ﬁ,@, _Ej
13 13 13

11.1.

11.2.

23

a) B+BF=F
b) CG- ? =AF
Como A—E+ﬁ=ﬁ,temos AE — FE = AF .
Dado que @:E,vem CG-FE = AF
¢) F+EA+FH =
:F+F—B+ﬁ:(ﬁ:ﬂ)

=B+BD=D (BD=FH)
A(16, =3,10); B(20,1,3);C(12, 2, -1)e
E(14,13,18)
a) G=C+CG=

=C+A4E =

=(12,2, -1)+(-2, 16, 8)=
=(12-2,2+16, —1+48) =
=(10, 18, 7)

Célculo auxiliar

AE=E-A=
=(14,13,18)—(16, -3, 10)=

=(14-16,13+3, 18-10) =(-2, 16, 8)



12.1.

b) AB=B-A=(20,1,3)-(16,-3, 10) =
=(20-16, 1+3, 3-10) = (4, 4,-7)

[4B| =4 + 4 +(=7) =\16+16+49 =
=V81=9

A base do prisma ¢ um quadrado de lado 9.

AE(-2, 16, 8)

[4E] =\(-2)" +16> +8* =4+ 256 + 64 =324 =18

A altura do prisma ¢ igual a 18.
Vprisma= Abase X altura=9 x 9 x 18 = 1458
Voprisma= 1458 u. v.

¢) Centro: 4(16,-3, 10)

Raio: r:Hﬂ?H:9

Equagio: (x—16)"+(y+3) +(z-10)" =81
d) 4(16,-3,10) ; AB=(4, 4,-7)

AB: P=A+kAB,keR

AB: (x,y,z)=(16, —=3,10)+k(4, 4, -7),keR
Atendendo a que [ABCDE] é uma piramide quadrangular

regular e F' € o centro da base [ABCD], podemos concluir
que E, A, C e F sdo complanares e F' ¢ o ponto médio de
[4q.

Pela regra do paralelogramo, para a adi¢do de vetores temos
que:

ﬁ:%(?&ﬁ)%[(—s, L1)+(L 1, -5)]=

1
==(-4,2, -4
J )

Logo, EF(-2,1, -2).

24

4.2. Célculo vetorial no espaco

12.2. Altura da piramide:

[EF] = (-2 +12+(-2) = Va+1+4=3

A base da pirdmide ¢ um quadrado e [4C] é uma das

diagonais.

AC=AE+EC =-EA+EC =(-1, -1, 5)+(-5,1,1)=
=(-6,0,6)

[4C| =36 +0+36 =2x36 =62

Seja a o comprimento da aresta da base.

C ~

.
.
.
.
.
a “6\2
\\
.

P
@ +a :(6&)2 2 =T =36
A, =a’ =36
14 :lAbasexaltura:lxa2 xHﬁH=
3 3

:§x36x3 u.a.=36u. a.



