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Logica e teoria dos conjuntos

Ficha para praticar 1

1.1.

1.2.

3.1.

3.2.

3.3.

34.

3.5.

Pags.4e5
0,2° =0,04 , pelo que 0,2° <0,4 .

A proposigao p é verdadeira.

(—4,2)" =17,64 , pelo que (—4,2)">0.

A proposigao g é verdadeira.

mz6,2,peloque V38>6.

A proposigado s ¢ falsa.

(—2)31 ¢ um numero negativo (qualquer poténcia em que a
base ¢ um niimero negativo e o expoente ¢ um numero impar,

corresponde a um namero negativo). Entdo, (~2)" <0.

A proposigao r ¢ falsa.

a) pogesor

b)pos;, por;goseqger
~a : Ha tridngulos isosceles que ndo sdo tridngulos
equilateros.
~ b : Nem todos os retdngulos sdo quadrados.
~ ¢ : Ha mais que um numero par que ¢ primo.
~d : Existe pelo menos um niimero real cujo quadrado nio

¢ um numero real positivo.

Um tridngulo isosceles tem, pelo menos, dois lados com
0 mesmo comprimento, pelo que pode ndo ser equilatero.
Entdo, a ¢ uma proposi¢do falsa e ~a ¢ uma proposicao
verdadeira.
Um retangulo apenas ¢ um quadrado se tiver todos os lados
com 0 mesmo comprimento, pelo que b ¢ uma proposicao
falsae ~b ¢ uma proposicao verdadeira.
O Unico numero par que € primo ¢ o 2. A proposi¢do ¢ €
uma proposicao verdadeira e a proposi¢do ~ c ¢é falsa.
O quadrado de qualquer niimero real ¢ um nimero real ndo
negativo (repare que 0> =0 ndo é um nimero real positivo).

A proposicéo d ¢ falsa e a proposi¢do ~d ¢ verdadeira.
~ s . Proposicdo verdadeira, pois 12 ndo ¢ divisor de 4.

~(~p)=r

Proposigdo verdadeira, pois 11 é um numero primo.

pPAF
Proposi¢do verdadeira, pois p e ¢ sdo duas proposicoes
verdadeirase VAV &V

qv~p
Proposigdo falsa, pois ¢ e ~ p sdo duas proposicdes falsas e

FvF<SF.

~SV~r
Proposi¢do verdadeira, pois ~ s € uma proposigdo
verdadeira e ~r ¢ uma proposicao falsae VVF< V.

36. ~(~r)v~seorv~s
Proposigdo verdadeira
4.1. 18 ndo é um multiplo de 8.
18 é um niimero multiplo de 9.
A proposicdo ¢ verdadeira, pois FvV < V.
4.2. 13 ¢ um niimero primo.
A proposicdo ¢ falsa.
43. 2 ~1,41421, pelo que /2 <1,415 ¢ +2 > 1,414 .
A proposigdo ¢ verdadeira, pois VAV < V.
4.4. 49 ¢ um niimero quadrado perfeito (x/@ = 7) .
49 ¢ um nimero impar.
A proposicdo ¢ falsa, pois VAF < F.
4.5. 121 ndo é um cubo perfeito (/121 ndo é um nimero inteiro).
64 & um cubo perfeito (3 64 = 4) .
A proposicdo ¢ verdadeira, pois FvV & V.
4.6. 7 ¢ divisor de 343 (343 : 7=49)
512 ¢ multiplo de 8 (8 x 64 =512)
A proposicéo ¢ verdadeira, pois VAV < V.
5.1.
Proposi¢do| Valor logico Justificacido
a Verdadeira | ~/3 ¢ um namero irracional.
16 4
b Verdadeira —=—=0,8 ¢ 0,8>0,7
25 5
1 3
c Falsa (_Ej =-0,125 ¢ -0,125>-1
d Falsa n>3,14
5.2. a) ~a: /3 éum namero racional

A proposigéo ¢ falsa.

b) an~b: \/5 ¢ um numero irracional e /g <0,7.

~b an~b

F F

a b

A proposigéo ¢ falsa.
c) ~bvd:1/£S0,7 ou m+1<3,14+1

b ~b ~bvd
\ F F F

A proposicdo ¢ falsa.



1. Légica e teoria dos conjuntos

Y 1.4. Vasco da Gama descobriu o Brasil se e somente se
d) cv~d :|——| £-1ou 7+123,14+1 ,
2 Dante escreveu Os Lusiadas.

c d ~d cv~d
F F \4 \4

1.5. Dante escreveu Os Lusiadas se e somente se um ano civil

ndo tem 12 meses.

A proposigédo ¢ verdadeira.

1y 1.6. Se Dante nao escreveu Os Lusiadas entdo um ano civil ndo
e) ~an ~c:~/3 éum numero racional e (_E] >—1. tem 12 meses.
al c| ~a| ~c| ~an~c
21. a>0=b=3
VI F _F~ 'V F 22. a+b=1=c<0
A proposicdo ¢ falsa. 2.3. (a=3va=1):>b>0
3 2.4. a<3:>(b¢l/\c¢0)
16 1
D bv=ey5>07ouf——]>-1. 25. a=10A(b<c=b<2)
bl c| ~c| bv~c 26. azlv(b=1=c>10)
V| F| V \ 2.7. (a<5/\a>3):a:4
A proposicdo ¢ verdadeira. 28. (a=lva#3)a(b=1=(a=4va=10))

2.9. (a:—3/\a:3)<:>a2:9

6.1. A proposicio ¢ falsa.
2.10. (a:—l\/azl)<:>a2 =1

p q pnrg
F vV F 2.11. b <-1=b>1
212. b20=b"2-1

6.2. A proposicdo ¢é verdadeira.

p q pVvyq 3.1.
F \Y4 AV Pl 9| 9| pr~4q

V| F| V )\

A proposigédo ¢ verdadeira.

6.3. A proposicdo ¢é verdadeira.

=3 q ~PpAg 3.2.
Vv \ \ p| ~P| 9| ~PVYq
V| F F F
6.4. A proposicio é verdadeira. A proposigao ¢ falsa.
~p ~q ~pPVvV~q
\ F \Y 3.3.
Pl 49| ~q9| P=>4
6.5. A proposicio ¢ falsa. VIF| V v
~p = (~ p) ~q = (~ p)/\ ~q A proposicdo ¢ verdadeira
\ F F F 3.4.
pP| ~p| 9| ~P=>49
V| F | F \

6.6. A proposicido é verdadeira.

~ (~ q) ~p _ (~ q)v ~p A proposigdo ¢ verdadeira.
3.5.
v F v q ~q q=>~q
F \ F
. . " A proposigdo ¢ falsa.
Ficha para praticar 2 Pags.6e7 36
R L . P ~P q ~P<=4
1.1. O més de maio ndo tem 31 dias e Dante escreveu Os
\ F F \

Lusiadas. : :
A proposigédo ¢ verdadeira.

1.2. O més de maio tem 31 dias ou Dante escreveu Os Lusiadas.

1.3. Se o més de maio tem 31, dias entdo Dante escreveu Os

Lusiadas.



4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

a: 4 =8(falsa, pois 4> =16)
b: 4+4=38 (verdadeira)

a b avb

\Y \Y

A proposicdo ¢ verdadeira.

c: 0>1(falsa, pois0<1)

d: ~/2 &éum namero irracional (verdadeira)

G d cnd

F \ F

A proposigéo ¢ falsa.

e: m+mn=mn"(falsa, pois T+m=2m)

f: mxm=n’ (verdadeira)

e f e:>f

F \ \

A proposicdo ¢ verdadeira.
g: 32 (verdadeira)
h: —\3<—2 (verdadeira)

1. Légica e teoria dos conjuntos

4.9. r: A neve é branca (verdadeira)
s: Pitagoras era chinés (falsa, Pitagoras era grego)

r K r=s
\ F F

A proposicdo ¢ falsa.

4.10. : Camodes escreveu A4 Odisseia (falsa, Homero escreveu 4
Odisseia)
u: Madrid ¢ a capital de Italia (falsa, Madrid € a capital de

g

h

e=>f

\Y

\Y

A proposicdo ¢ verdadeira.

i:

J:

7 < 4 (verdadeira)

3% >4/5 (falsa, pois 3° =1 ¢ 1<+/5)

i J i=J

\ F F

A proposigéo ¢ falsa.

/: 10-2 =8 (verdadeira)

m: 3 =9 (falsa, pois 3° =27)
/ m lem
\Y F F

A proposigéo ¢ falsa.

n: 3% +4* =5 (verdadeira)

0: 3+4=%5 (verdadeira)
n o neso
\4 \ \4

A proposicdo ¢ verdadeira.

p: Lisboa ¢ capital de Portugal (verdadeira)

q: Paris é a capital de Espanha (falsa)

Espanha)
t u tou
F F \Y
A proposigéo ¢ verdadeira.
5.1.
P q pPNg
\4 \Y \4
\4 F F
F \Y F
F F F
A proposigéo p ¢ falsa.
5.2.
P q A
\Y \Y \Y
\Y F \Y
F \Y% \Y
F F F
A proposigéo p ¢ falsa.
5.3.
P q P=q
\Y \Y \Y
\Y F F
F \4 \Y
F F v
A proposigao p ¢ verdadeira.
5.4.
P q pP=4q
\Y \4 \Y
v F F
F )\ \Y
F F v
A proposicdo p ¢ falsa.
5.5.
P q P=9q
\Y \Y \Y
\Y F F
F \ F
F F \Y

4

q

pPvyq

\Y

F

\Y

A proposicdo ¢ verdadeira.

A proposigéo p ¢ falsa.
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5.6. g: 3" =3 (falsa, pois 3°=1)
» 7 peg A proposicao pode ser traduzida por e = (/' A g).
\ \ \ e| f| g| frg| e=>(fnrg)
\4 F F VI F|F| F F
F A4 F A proposigao ¢ falsa.
F F \
.93 3
A proposicio p & falsa, 14. h: 2°#8 (falsa, 2°=8)
i: 2+2=4 (verdadeira)
6. Como p < g ¢ falsa, temos as duas situacdes que se seguem j: 2% =4 (verdadeira)
para o valor légico de p e de g. A proposi¢do pode ser traduzida por & < (i A j)
hli| | ini| he(ing)
p q pP=q
v F F F : \~/ 'V \ F
F v F A proposigao ¢ falsa.
Por outro lado, sabemos, ainda, que ~ p v g ¢ verdadeira, dai
2.1.
que
~ A = ~ A~

pl a| ~p| ~pva pla| ~a| Pr=d| ~(rr=d)

vl F| F F V| V| F F \%

Fl v | v v V| F| V v F
Observando as duas tabelas, conclui-se, que p ¢ falsa e g € F| V| F F \
verdadeira. FI|F| V F \

2.2.
7.  p a menos que g pode ser traduzida, simbolicamente, por pl gl pra| ~(Pra) gep| ~lasp)| ~(Pra)v-(a=p)
~g=p. viv] v F v F F
Por outro lado, tem-se que: VI F| F \Y F \Y4 Vv
p é uma proposigdo verdadeira, pois 4° =16 e 16> 8. F|V| F \Y F \Y \Y
q ¢ uma proposigao falsa, pois 3 = 1 e 1 > 1 . FF| F v v F L/
6 2 23 2.3.
Assim: plgl | ~r pyv-~r gn-—r PV ~Tr=>gAn-~r

Pl 4| ~49] ~9=P V| V| V| F \% F F

VIF] V A V| V| F| V \ \ \4
A proposi¢do ~g = p ¢ verdadeira. vl Fl v| F v F F

VI F| F| V \4 F F
Ficha para praticar 3 Pags. 8¢9 F|l V| V| F F F AY4
1.1. a: 3% =6 (falsa, pois 3> =9) Flvl |l v v v v
b: 3x3=9 (verdadeira) Fl EFl vl F F F AV
A proposi¢do pode ser traduzida por ~ (a = b). F| F| F| V vV F F
Assim, temos:
al b| a=b ~(a:>b) 24.
F|V \ F
i¢do ¢ fal (~gvr)ap P
~ =q|~qv ~
A proposigdo ¢ falsa. pla|r|~a|p=a|~avr o[(~avr)rn]
12. c: J1=1 (verdadeira) vivivl F | v vV vV Y
d: 1> =2 (falsa, pois 1> =1) VIVIF|F | V F F F
A proposi¢do pode ser traduzida por ~ (¢ < d). VIF|[V| V| F \Y \Y F
Assim, temos: VIFIFI V F v v -
. E cod | ~(cod) FIVIVIF| Vv | Vv F F
F|V|F| F N F F F

\ F F \

— - FlIF[v|Vv | v v F F
A proposigdo ¢ verdadeira
F|F|F| V \ \ F B

1.3. e: 4°#12 (verdadeira)
[ 5x0=5(falsa, pois 5 x 0=0)
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4.2.

Pl 49| r| ~49| PN~4q (p/\~q)vr Pl q| r| PAT| QAT | PAT=qAF
ViVv| V] V \ \ ViV]|V \ \ A\
Proposigdo verdadeira FIV]|V F \ \%
FIF|V F F \
V| V|F F F \Y
plal sl ~p| ~r| gr~7r| ~pv(grn~7r) F|V|F| F F \Y
VIF|V| F| F| F F FIFIF] F 1 F v

A proposicdo ¢ verdadeira.

Proposigdo falsa

5.1. Os dias da semana sdo 2.*-feira, 3.*-feira, 4.>-feira, 5.%-feira,

~(pv-q)n 6.>-feira, sdbado e domingo.
plal s ~p| ~a|pv~q|~(pPv-9)] ~pvr ) O Mindquio mente a 5.%feira, 6.*-feira e sabado.
vVE Fl v v F v F Vejamos os valores 16gicos nos dias da semana
- 2 .2-feira, F=F (verdade) — possivel
Proposicdo falsa 3.2-feira, F=F (verdade) — possivel
4 *-feira, F=V (verdade) — possivel
“rra)e 5.2-feira, F=V (verdade) — impossivel
plal | prga| ~(pra) | pv~r| ~(pv~7) o (pvor) 6.*feira, V=V (verdade) — impossivel
sabado, V=F (falso) —  possivel
Y FIM F Vv Fl V F F domingo, V=F (falso) —  impossivel
Proposigdo falsa Logo, o Mindquio ndo pode ter feito a afirmacéo na 5.>-feira,
na 6.%-feira e no domingo.
plal A -l pval pvag=r|gv~r (p va= r) = 5.2. 2.’feira, F& F (verdade) — possivel
=qv-r 3.2-feira, F&F (verdade) — possivel
VIFfIV| F| V \Y F F 4 *-feira, FeVv (falso) —  impossivel
Proposigdo falsa 5.2-feira, FeVv (falso) —  possivel
6.%-feira, Ve v (verdade) — impossivel
sabado, V& F (falso) —  possivel
~pvrel (pv(g=~r)Aa domingo, V< F (falso) —  impossivel
o I T i I (s q| AN-pvre-q) Logo, 0 Mindquio néo pode ter feito a afirmagdo na
VIFlV F| V| F v Vv \Y4 \Y4 4 *-feira, na 6.%feira e no domingo.
Proposigdo verdadeira 6. - [~ pr(pv~ 4)] V~q=

<:>~[(~p/\p)v(~p/\~q)]v~q =
<:>~[Fv(~p/\~q)]v~q (=

S~ (~pr~q)v~-q &

Como p = ¢ ¢é uma proposicao verdadeira, entdo p e g
apenas podem tomar simultaneamente os seguintes
valores logicos.

» p Py <(pvg)v-q &
\Y \Y Vs epv(gv~q) &
F \ \ < pvV e
F F v <V
Assim, temos: A proposicdo ¢ verdadeira.
pl q| »| pvr| gvr| pvr=gqvr
Vi V|V \ \ \
Fl V|V \ \ \
F|F|V \ \ \
V| V]| F \Y \Y \Y
F| V|F F \ \
F|F|F F F \
A proposicdo ¢ verdadeira.



7.1.

7.2.

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

B

[a=(br~c)]e

~c | ba~c a=(br~c) | b=(~avc)

53

o
1

2

Tave <:>[11¢(~uvc)]

oo | < << <
o< [< [ [0 < <
o< 1< [0 < 1<
<|<|<|<|m|= ==

< |m|< =< |b|< T
o< |1 o | < |
<|l<|< < |m|< |7 (<
<|< << || |< |z
<< I I << |1 <
<|<|I<|<|™ |™ |3 |z

Nio ¢ possivel indicar o valor 16gico da proposi¢do, uma
vez que na ultima coluna aparecem verdadeiros e falsos e

ndo apenas so verdadeiros ou so falsos.

A proposic¢do dada e a proposi¢do ~ a sdo equivalentes (por

tabela construida em 7.1.,

correspondente & proposi¢do ~ a e a coluna correspondente

a proposicdo dada sao iguais).

A contrarreciprocade p=>¢q é ~g=>~p.
A contrarreciproca da contrarreciprocade p=g¢q ¢éa
contrarreciproca de ~ g =~ p, ou seja, €

~(~ p)=~(~¢) que éequivalentea p=g.

A reciprocade p=>qg é g=>p.
A contrarreciproca da reciprocade p=>gq éa
contrarreciprocade ¢ = p,ouseja, é ~p=~gq.

Ainversade p=>qg ¢ ~p=>~q.
A contrarreciproca da inversade p=g¢q éa
contrarreciproca de ~ p =~ ¢, ou seja, €

~(~gq)=~(~ p) que é equivalentea g = p.

A contrarreciproca de p=~g ¢ ~(~¢) =~ p, ouseja,

Eg=>~p.

A contrarreciprocade ~ p=¢q é ~g=~(~ p), ou seja,

¢ ~q=>p.

A contrarreciprocade p=>q é ~g=~p.
A reciproca da contrarreciproca de p = ¢ ¢é a reciproca de
~g=~p,ouseja, & ~p=>~q.

A contrarreciprocade~ p =>~¢q é ~ (~ q) =>~(~ p) , ou
seja,é g=>p.
A contraria da contrarreciproca de ~ p =~ ¢ ¢ a contraria

qg=p,ouseja, é ~qg=>~p.

1. Légica e teoria dos conjuntos

verifica-se que a coluna

Ficha de teste 1

1. (A

(B)

©

(D)

Pags. 10 e 11
ai: A Lua ndo ¢ um satélite da Terra (falsa)
az: A Terra ndo € um planeta (falsa)

A proposic¢do dada pode ser traduzida, simbolicamente,
por a, =>a,.

a, a, a, = a,

F F \Y

A proposicdo ¢ verdadeira.
b, : O niimero 7 é um niimero racional (falsa)

b, 1 —2 ¢ um numero natural (falsa)

A proposicdo dada pode ser traduzida, simbolicamente,
por b &b, .

Entao, temos:
b, b, b &b,
F F \

A proposicdo ¢ verdadeira.
¢, : o cubo ndo é um poliedro regular (falsa)

¢, os angulos agudos de um tridngulo retdngulo sdo

complementares (verdadeira)
A proposicéo dada pode ser traduzida, simbolicamente,
por ¢, v, .
Entao, temos:

@ c, Ve,

F \ \Y

A proposicdo ¢ verdadeira.
d, : O quadrado de qualquer nimero real ¢ um niimero

positivo (falsa)
d, : A Portuguesa ¢ o hino de Portugal (verdadeira)

A proposic¢do dada pode ser traduzida, simbolicamente,
por d, nd,.

Entao, temos:

d, d, d, nd,
F \4 F
A proposigio ¢ falsa.

Resposta: (D)

2. (A)

(p=4q) = (~ 9=~ p) (verdadeira)

Uma implicag@o e a sua contrarreciproca tém o mesmo valor

logico.

(B)

©

(p=4)=~(pr~q)
Como ~(pA~q) <~ pvq,aequivaléncia é

verdadeira (relagdo da implicagdo com a disjungio).

Plq ~pP~4q ~P=>"49 P=41
VIVl F| F \ \
VIF| F| V \ F
FI[V] V| F F \Y
FIFf V| V \ \




6.1.
6.2.

6.3.

Da observacdo da tabela verifica-se que as proposicdes

p=>q e ~ p=~q nio sio equivalentes.
(D)

(¢=r)=(~avp)erv~q
Resposta: (C)

Consideremos as proposi¢des seguintes:

s: Amanha vai estar sol

p: Vou apraia

A proposicdo dada pode ser traduzida simbolicamente por
s=>p.

A negacdo desta proposigao é:
~(s=>p)o~(-svp)esa-p
Assim, a negago da proposi¢ao dada é:
Amanha vai estar sol e ndo vou a praia.
Resposta: (C)

p = q significa que:
p ¢ uma condic8o suficiente para g;
q ¢ uma condig@o necessaria para p.
Resposta: (D)

(A) (a/\~b)v(a/\b)<:>
@aA(~bvb)®
SanV s
=a

B) (b:a)vb@
<:>(~bva)vb<:>
@av(b/\~b)<:>
SavV e
oV

©) (avb)A(av~b)<:>
@av(b/\~b)<:>
<avF <
=a

(D) (~a:b)/\(b:a)®
<:>(~(~a)vb)/\(~bva)<3
<:>(avb)/\(~bva)<:>
@av(b/\~b)<:>
<avF <

Sa
Resposta: (B)

~pv~q
pe—q
(~pva)=p

1. Légica e teoria dos conjuntos

7.
. p ( ) qv (p2(~qu))A
~ ~r | ~qvr =(~agvr S~r
pla|r P q P v(pe-r) A (p =)
V|VIV| F | F \% \% F v \%
VIVIF| F |V F F \% \% F
VIF|V|V | F \% \% F F F
VIFIFI V|V | V \% v \% \%
F|V|V| F | F \% \% \% \% v
FIVIF| F |V F \% F \% \%
F|FIV| V| F \% \% v v \%
FIFIF| V|V | V v F F F
8.1
pla|r|~a| pr~q| (pr~q)vr
VIV]|F]| F F F
A proposigao ¢ falsa.
8.2.
Pl rl| t| rat ~(r/\t) p:>~(r/\t)
V| F| F F \ \4
A proposicdo ¢ verdadeira.
8.3.
rleltla|r=p t:>q(r3P)V(f3q) ~((r:>p)\/(t:>q))
FIVIFV|] V| V N F
A proposicdo ¢ falsa.
8.4.
gl t| r| | rvp| g=t| (@=0)>rvp
V|IFl F| V| V \4 \4
A proposicdo ¢ verdadeira.
9.1. ¢: 0,3=0,9 (falsa)
s: m<3,14 (falsa)
t|s| ~t| ~s| ~tASs| tA~s (~f/\S)V(f/\~S)
FF V|V F F F
A proposicdo ¢ falsa.
9.2.
t|s|~t] ~s|t=s|(t=2s)A~t| (t=>s)A~t=~5s
FF V]|V \ \ \
A proposigdo ¢ verdadeira.
10. [a/\(~avb)]:>a<:>

<:>[(a/\~a)v(a/\b)]:a =
<:>[F v(a/\b)]:nz =
<:>(a/\b):a =
<:>(~(a/\b))va =S

o (~av~b)va &
<:>(~ava)v~b =

SVv~b &
<V




11. Vamos construir uma tabela de verdade da proposi¢@o dada.

blpls |~b |~p |~p=>s ~bv(~p=s) ~(~b\/(~p:>s))
vivlv| F | F v v E
vIV|F| F | F v v F
VIE|V| F | v v v F
Vv|F|F| F | v F F ,
Flvlv| v | F v v E
FIV|F| v | F v v F
FlE|v| v | v v v F
FIF|F| v | v F v E

A proposicio dada é verdadeira quando:
b ¢é verdadeira ; p € falsa e s ¢ falsa.

O Sport Lisboa e Benfica ganha a primeira liga.

Ficha para praticar 4 Pags. 12 e 13

1.1.3x* +2x =1 3x* +2x+1=0 <

—2+,/2° —4x(-3) 2+416
= S X = f=4
2x(-3) 6
24 244
SX=—"""VX=

<X

1
Sx=lvy=——

3
Em Z , o conjunto-solugéo ¢ {1}.

Em Q, o conjunto-solucéo ¢ {—é , 1} .

12, 4x=5x"=4x-5x" =0 x(4-5x)=0 <

S x=0v4-5x=0<x=0vx=

(NN

Em Z , o conjunto-solugdo ¢ {0}.
. 4
Em Q, o conjunto-solucéo ¢ {O , g} .
13. 2-¥=0ex=2cx=-2vx=12
—J2 ¢ /2 sdo niimeros irracionais, pelo que ndo pertencem

aZ,nema Q.
O conjunto-solugdo,em Z eem Q é{} ou J.

1.4. 6(x2—%xJ=1<36x2—x=1<:>6x2—x—1=0

1+1-4(6)(-1
<:>x=—( ) )<:>x=—lis<:>
2(6) 12
1+5 1-5 1 1
=V XYX=—&X=—VXX=—
12 12 2 3

Em Z, o conjunto-solugdo é { } .

. ., 11
Em @, o conjunto-solugéo ¢é {—g s 5} .

21. FxreN:x<+2. Proposigdo verdadeira (1 ¢ um ntimero

natural menor que V2 ).

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

1. Légica e teoria dos conjuntos

VxeQ,xeZ . Proposicio falsa (por exemplo, % ¢ um

numero racional e ndo ¢ um nimero inteiro).

Jx € R:x # x. Proposigdo falsa (todo o niimero real é igual a

ele proprio).

Vx € {niimeros impares}, x é primo. Proposi¢do falsa (por

exemplo, 9 ¢ um niimero impar e ndo ¢ um nimero primo).

. . 5
IreQ: x>43. Proposi¢do verdadeira (E ¢ um numero

racional e ¢ maior que NE) ) .

IxeRy: 2x<0
Proposicéo verdadeira (0eR; e 2x0<0)

. 1
VxeR*, x<x® . Proposi¢do falsa (E ¢ um numero real

| (1)3
positivoe —>| — .
2 2

VxeN, x>0 . Proposi¢do verdadeira (todos os numeros

naturais s30 maiores ou iguais a zero).

3.1.

3.2,

4.1.

4.2.

5.1.
5.2.

a: Qualquer que seja o numero natural n, a soma do

dobro de n com um € um nimero par.

b: Qualquer que seja o niimero real x, a soma do quadrado
de x com trés ¢ maior que zero.

c: Qualquer que seja o nimero real x, a soma de x com um ¢é
igual a x.

d: Existe pelo menos um numero racional x tal que a
diferenga entre o quadrado de x e trés ¢é igual a zero.

e: Existe pelo menos um numero inteiro x tal que o
produto entre a soma de x com trés e a diferenca do

dobro de x com um ¢ igual a zero.
As proposigdes b e e sdo verdadeiras. As restantes sdo falsas.

Condigdes universais: «x* =x*»,«x € R» e «x & D»
Condigdes possiveis: «x € N» e «x & Z»

Condigdes impossiveis: «x # x», «x € R» e «xe@»

a) Condicdo impossivel
b) Condigéo universal
¢) Condigao possivel
d) Condigédo universal
e) Condig¢do universal
f) Condigdo impossivel

Todos os portugueses trabalham.
Existe pelo menos um portugués no Norte de Portugal que
ndo gosta de trabalhar.



5.3.
54.

6.1.

6.2.

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

Todos os portugueses sdo ricos.

Existe pelo menos um portugués que ndo gosta de
gozar férias.

Condigdo

x*+1>0 - Condigio universal

x> >0 - Condigdo possivel (0 ndo é solugio)

x> <0 - Condigdo possivel (0 ¢ a tinica solucio)
x> <0 - Condigdo impossivel

a)  Condigio possivel

b)  Condigao possivel

c) Condigao possivel

d)  Condicdo impossivel

a(x x2—1=0<:>xe{—1, 1}

C

(x):
b(x): x-1>0<xe]l, +oof
(x):

x—1<0©xe]—oo, 1[
a(x)Ab(x) o xed

Condicéo impossivel
a(x)ne(x)e xe{-1}
Condigao possivel ndo universal
a(x) v b(x) v c(x) oxelR
Condig¢ao universal

b(x)v c(x) S xe R\{l}

Condicao possivel ndo universal

Ficha para praticar 5

1.1.

1.2.

2.1.

2.2.

Pags. 14 e 15
a) A proposicdo ¢ falsa.
Os numeros 5, 7,9 e 11 nao sdo divisores de 12.
b) A proposicdo ¢ verdadeira.
Ao conjunto 4, pertence pelo menos um niimero primo.
Os numeros 2,3 ,5,7 e 11 sdo primos.
a)  Existe pelo menos um elemento do conjunto 4 que ¢
divisor de 12.
A proposigdo ¢ verdadeira. Por exemplo, 2 ¢ divisor de
12 e pertence ao conjunto A.
b)  Todo o elemento do conjunto 4 ¢ um niimero primo.
A proposigdo ¢ falsa. Por exemplo, 4 ndo ¢ um niimero

primo e pertence ao conjunto 4.

a) A proposicao é verdadeira, pois todos os elementos do
conjunto B sdo numeros reais menores que 30.

b) A proposic¢do ¢ verdadeira, ja que existe pelo menos
um elementos do conjunto B que ndo ¢ um numero
quadrado perfeito (por exemplo, —1 ¢ um elemento do
conjunto B e ndo é um niimero quadrado perfeito).

¢) A proposico ¢ falsa, pois nem todos os elementos de B
sdo niimeros ndo primos (por exemplo, 3 ¢ um

elemento do conjunto B ¢ ¢ um numero primo).

Condigdes possiveis ndo universais:
p(x).q(x),~ p(x) e ~q(x)
Condigdo universal: 7(x)

Condigo impossivel: ~ r(x)

3.1.

3.2,

3.3.

4.1.

4.2,

4.3.

4.4.

4.5.

5.1.

5.2.

6.1.

6.2.

7.1.

7.2.

1. Légica e teoria dos conjuntos

~(Vxe]R+,—2x<03x>O)<3
SIxeR 1 -2x<0Ax<0

~(Ver’,x;tx/\x>0)<:>
<:>E|er’:~(x¢x/\x>O)<:>
SIxeZ :x=xvx=<0

~(Vxe]R,x—1¢0vx2S0)<:>
<:>EIxeR:~(x—1;t0vsz0)<:>

S IxeR:ix-1=0Ax*>0

O nimero 2 ¢ um numero primo e nao ¢ impar.
Os tridngulos escalenos ndo sdo isosceles.

Todos os niimeros quadrados perfeitos formados por dois
algarismos tém algarismos diferentes (16, 25, 36, 49, 64 ¢ o
81).

O losango ndo quadrado tem os quatro lados iguais e ndo
tem os quatro angulos iguais.

O namero natural 12 ¢ divisor de 24 e ndo é divisor de 8.

a: Proposigdo verdadeira
b: Proposigdo falsa. Por exemplo, para x=-3, temos que

(—3)2 >4 éverdadeirae —3>2 ¢é falsa.

~a: IxeR:x<2Ax>4

~b: IxeR:x*>4Ax<2

~c: EIxeN:‘x‘ >4Ax22

~d: xeZ: ¥ +1=0Ax>-10>0

¢ : Proposigdo falsa

d : Proposic¢do verdadeira

~p~(3neN:n émiltiplo de 15 A n ndo ¢ miltiplo de 5)
< VneN, n ndo é multiplo de 15 v n é multiplo de 5
< VrneN, némultiplo de 15 = »n é multiplo de 5

~q: ~ (Vx € R, x ¢ uma dizima infinita ndo periddica
= x ¢ um numero racional)

< dx e R : x é uma dizima infinita ndo periddica A x ndo é

um numero racional

~ p : verdadeira

Se n ¢ multiplo de 15, entdo n = 15k para algum ke N.

Se n = 15k, entdo n=5x(3k). Logo, se n ¢ miltiplo de 15
entdo n ¢ multiplo de 5 pelo que a proposicio ~p ¢

verdadeira.

: Proposigdo verdadeira

Qualquer nimero real que seja representado por uma dizima
infinita ndo periddica ¢ um numero irracional, isto é, ndo ¢
um numero racional, pelo que a proposicdo ~g ¢, também,

verdadeira.



Ficha para praticar 6

1.1.

1.2.

2.1.

2.2.

Pags. 16 e 17
C ={xeN:x édivisor de 24}

D:{er:—3SxS3}

a) A={xeZ: -2<x<5}={-2,-1,0,1,2,3,4}
b) Bz{xeN: 2x—13<0}={xeN: 2x<13}=
:{xeN: x<6,5}:{1,2,3,4,5,6}
¢) AnB={-2,-1,0,1,2,3,4}n
n{1,2,3,4,5,6}={1,2,3,4}
d AuD={-2,-1,0,1,2,3,4}u
u{-3,-2,-1,0,1,2,3} =
={-3,-2,-1,0,1,2,3,4}
e) C\B={1,2,3,4,6,8,12,24}\
\{1,2,3,4,5,6}={8,12,24}

f) AnNBNCND=
:{—2,—1,0,1,2,3,4}(\{1,2,3,4,5,6}(\

n{1,2,3,4,6,8,12,24} N
N{-3,-2,-1,0,1,2,3} =
={1,2,3,4)n{1,2,3,4,6,8,12,24} N
n{-3,-2,-1,0,1,2,3} =
={1,2,3,4}n{-3,-2,-1,0,1,2,3} =

={1,2,3}

Az{er: 42—3x>0}=
:{er: —3x>42}:{xe,u: 3x<42}
={er: x<4—32}={xe,u: x<14}=
:{1,2,3,4,5,6,7,8,10}
{xeU: x éprimo}={2,3,5,7}
{xeU: x é&divisor de 20} ={1,2,4,5,10,20}
={xeU: (x-1)(2x-10)(x-12)=0} =
:{er: x—1:0v2x—10:0vx—12:0}
={er: x=1vx=5vx=12}={1,5}

B
C
D

a)  A={14,18,20}
b) BnC=1{1,4,68,10,14,18,20} N
n{1,2,4,5,10,20}={1,4,10, 20}
¢ U\D={1,2,3,4,6,7,8,10,14,18,20}\{1,5} =
={2,3,4,6,7,8,10,14,18,20}
d AuC={14,18,20}U{3,6,7,8,14,18} =
={3,6,7,8,14,18,20}
U\(AuC)={1,2,3,4,5,6,7,8,10,14,18,20} \

\(3,6,7,8,14,18,20} = {1,2,4, 5,10}
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3.1.

3.2,

3.3.

3.4.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

5.1.

1. Légica e teoria dos conjuntos

R —1+ 1’ —4x1x(-6)
X +x-6=0=x= (==

2x1
—-1£+/25
x= 3 R

-1-5 -1+5
VX= f=4
2 2

<Sx=-3vx=2
A equagdo tem, em R, duas solugdes, —3 ¢ 2. Como 2 € 4,
a proposi¢do Ixe 4: x> +x—6=0 ¢ verdadeira.

Apenas o elemento 1 do conjunto 4 verifica a condigdo
x> —1<0, pois:

1> =1<0 (verdade) ; 2° —1<0 (falso) e 3*—1<0 (falso).
Assim, a proposi¢do Vxe 4, x* —1<0 ¢ falsa.

Todos os elementos do conjunto A4 sdo divisores de 6, pelo
que a proposicdo Vx e A, x é divisor de 6 é verdadeira.

O elemento 3 do conjunto A verifica a condigdo x+2>5,
pois3 +2=5.

Assim a proposi¢do dxe A: x+2>5 ¢ verdadeira.

A={n: a(n)nd(n)}={2,3,5,7,11,13}

O elementos de A4 sdo os nimeros primos inferiores a 15.

B :{n: a(n) /\b(n)} :{2 s 3}
Os elementos de B sdo os niumeros primos que sdo divisores
de 24.

C= {n: b(n)/\ ~ d(n)} = {24}
Os elementos de C sdo os divisores de 24 ndo inferiores a
15.

D={n: ~a(n)rd(n)}={1,4,6,8,9,10,12,14}

Os elementos de D sdo os niimeros ndo primos inferiores a
15.

Bz{xe]R+ : 1—2_

{xeR* : 3—(2—x Z6x}:

{xeR* 1 3-2+x>26x{=

{xeR* :1>5x

={xeR+ c5x<1

=xeRj : x>—8},peloque C=]—8,0]



5.3.

54.

5.5.

5.6.

7.1.

7.2.

Az{xe]R : —3x<6}=
:{xeR : 3x>—6}:
={xeR : x>-2},peloque 4=]-2,+0 .

Por conseguinte, A =]-0,-2].

A\B:]—2,+m[\}0,é}:

:]—Z,O]UE,HD[
5UB:(]—OO,—8]U]O,+oo[)u}0,é}:
~J0, 8]0 4]
B\A:(]—oo,o]uﬁ,+ooD\]_z,+oo[:
=} 2]

~ n .
= Para ne N, a expressdo (—1) apenas toma dois valores

distintos, a saber:

(-

Assim, Az{—l,l}.
Bz{xeNO: X =13x—22}

se n ¢impar

se (n éparoun=0)

, 1324/(~13)" —4x1x22
X —13x+22=0& x= 2 =

+
xz%@lelvx:Z

peloque B={2,11}.
xz—x:O<:>x(x—l):O<:>x:va:1

Assim, C ={0 s 1} .

Se pelo menos um passageiro ndo ficar doente entdo, neste
avido, ndo existe qualquer passageiro doente.

Qualquer pessoa presente nesta sala que ndo sabe ler néo

tem um livro.

A proposic¢io dada pode ser traduzida por:
n e m sdo numeros naturais para os quais n + m ¢ par =
—> n e m tém a mesma paridade
A sua contrarreciproca é:
n e m sdo numeros naturais para os quais n e m tém
paridades diferentes = n + m ¢ impar.
Um dos ntimeros ¢ par e o outro ¢ impar.
Seja, por exemplo, n par e m impar (o caso n impar e n par
pode ser obtido apenas trocando-se n por m), logo
n=2k,paraalgum keN em=2p+1, paraalgum peN,
pelo que
n+m=2k+(2p+1)=2k+2p+1=2(k+p)+1.
k + p ¢ um nimero natural (soma de dois nimeros
naturais). Seja, por exemplo, k+p =¢q, ¢ € N. Temos,
n+m:2(k+p)+1:2q+l.

1. Légica e teoria dos conjuntos

Logo, n + m ¢ um nimero impar.
Fica entdo provado por contrarreciproco que:
Se n e m sdo niimeros naturais para os quais n + m €

par, entdo n e m tém a mesma paridade.

Ficha de teste 2
1.

Pags. 18 e 19
(A) Proposigdo verdadeira
Para x =—64, 3/x =4, pelo que ¢ verdade que
eZ: Yx=—4.

(B) Proposicao verdadeira
Para x=0, x> =0, pelo que é verdade que

IxeZ: x*<0.

(C) Proposicao falsa
A proposigéo apenas ¢ verdadeira, quando x > 0.

(D) Proposigdo verdadeira

Qualquer que seja o numero natural 7, (—1)" apenas

assume dois valores (—1 quando n ¢ impar e quando n

¢ par), pelo que VaeN, (-1)" <I.
Resposta: (C)

P={neN: 2n-3<14An éimpar}

{neN: 2n<17An éirnpar}

{neN: n<85an ¢éimpar}

1,3,5,7)

Q:{er: x:(—l)"+n/\neN/\n<5}

Paran=1: (—1) +1=-1+1=0
Paran=2: (-1) +2=1+2=3
Paran=3: (-1) +3=-1+3=2
Paran=4: (-1) +4=1+4=5
Logo:
0={0,2,3,5)

P\Q:{1,3,5,7}\{0,2,3,5}:{1,7}
Resposta: (D)

M:{xeR: —1<x—2£3}

={xeR: —1+2<x£3+2}
M={xeR: 1<x<5},peloque =]1,5] e, por
conseguinte, M:]—oo,l]u]S,-i—oo[.

Resposta: (B)

~(EIer: x>—2/\x2<4)<:>
<:>Ver,~(x>—2/\x2<4) =
<:>Ver,~(x>—2)vx224 =
oSVreZ, x>2=x"24

Resposta: (D)



6.1.

6.2.

6.3.

7.1.
7.2.
7.3.

(A) E\G={1,3,4,51\{0,4,6,10}={1,3,5}
®B) (FNG)UE=({3,4,6.8/n{0,4,6,10})u
U{l,3,4,5) =
={4,6}U{1,3,4,5) =

={1,3,4,5,6)
(©) (EVUF)NG=
=({1.3,4,5} U{3,4,6,8})n{0,4,6,10} =
={1,3,4,5,6,8/n{0,4,6,10} =
={4.6)
(D) G\F=1{0,4,6,10}\{3,4,6,8} =

—~_~

0, 10}
Resposta: (C)

Para n = 1 tem-se que %: 1, pelo que ¢é falsa a proposi¢do

i<1.
n

Vn e IN,
1 .
Para x = -2, por exemplo, —2>—2, pelo que ¢é falsa a

proposicdo Vx e R, 1 <x.
x

Qualquer que seja o nimero natural @, —a® <0 pelo que é

falsa a proposigio JaeN : —a’ <0 é um namero real

positivo.

Podemos, por exemplo, construir um diagrama de Venn.

U

A B

4={1,2,3}
B={3,4)
B\A=1{4)

A soma do numero de elementos do conjunto 4 com o
nimero de elementos do conjunto B ¢ 12, pelo que o niimero
de elementos do conjunto ANB ¢é 2, pois 12 — 10 = 2
(repare que 10 ¢ o nimero de elementos do conjunto 4L B ).
Logo, o nimero de elementos do conjunto 4\B ¢5 (7 -2)
e o numero de elementos do conjunto B\ 4 ¢3 (5-2).

Como A\B e B\ A sdo dois conjuntos disjuntos, entdo

o numero de elementos do conjunto (4\B)U(B\4) ¢8

(5+3).
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10.1.

10.2.

11.1.

11.2.

1. Légica e teoria dos conjuntos

A proposicdo ¢é:
Se 7n+9 ¢ um numero par, entdo n ¢ um numero
impar.

A sua contrarreciproca é:
Se n é um nimero natural par, entdo 7n+9 ¢ um

nimero impar.
Se n ¢é par, entdo n = 2k, para algum k € N. Deste modo,

temos que:
Tn+9=Tx2k+9=14k+8+1=2(Tk+4)+1=2;+1

sendo j=7k+4, ou seja 7n+9 ¢ um numero impar, dado
quese ke N, entdo 7k+4eN.

Todas as pessoas inteligentes sabem ler ou escrever.

Ha pelo menos uma pessoa feliz que ndo é pobre.
Repare que a proposicdo dada pode ser vista do modo
seguinte:

Qualquer que seja a pessoa, se ¢ feliz, entdo é pobre.

~(EIxeA:x2+3x+1:0)<:>VxeA,x2+3x+1¢0

—Si\/32—4><1><1<:>

X 4+3x+1=0x= 5
—3-45 3+4/5
= vV X=
2 2

Logo, a proposi¢do ¢ verdadeira.

~(VxeA, x2+x:6)<:>3|xeA: X +x#6

X+x=6=x"+x-6=0=

—1%,/1-4x1x(-6)
S Xx= > =

Sx=-3vx=2

Logo, a proposigdo ¢ verdadeira.



2 Algebra

Ficha para praticar 7 Pags. 20 e 21 38. Yoda' =R20a" =%20 x¥fat =250 W aH =
1.1. —3<\/§<:>(—3)7<(\/§)7 =V2x3/a
4 4 3.9. 243a™b"° =x/3a°b" =3/(3a’b 5=3a8bz
1.2. —11<—2<:>(—11) >(—2) 3/ b 3/5 B b’
13, \/E cde (\/Ef Pye 3.10. 7]_128a14b236105 _7 (_2)7 TP Z
] ! LY L _7 (—2a2b4615)7 — 20a2b% e
14, —<—¢& [——j > (—fj
2 5 L2 5 41, 7="Y7 =7 =yfi6807
1001
15, —n<8 e (-n)" <(8) Pelo que /7 = 110/16 807
3 -2 4 -2 3 -2 -3 4 -2 - 4-2. 3 5X\3/2— \/—
1.6. (Ej <[§J =4 [EJ > (gj Pelo que /2 = \/—
5 = . 43. Y6 =36 =6 = 7776 pelo que Y6 = J7776
2.1. (/——1—“3_2372—4%?1— e —4[%) =—1—%2—%= Y2 =732 =2 =5, pelo que 2 =178
51 6 4 33 s 4.4, \/—:73/7:14a7,peloquex/—=1(‘/a77
B 7‘87‘82_8 z/c?z“{/@z%,peloque (/;:1\4/;6
10
22 443+43+43+43_1°32°_44X43_10(32) _4/4—4_3i_ 4.5. 4/a73=3§4l(a3)3=1\2/y,peloque (‘/;3=1\2/079
2. W R =+ —= - —=
\ ( 2) =4§3/ 2a f =Rt =%6at pelo que J24 =164
:4_i:4+2:§+2:£
-2 2 2 2 2

o2 4
4.6. i/i — = 6—2,pelo quei/i —
oo {3 P
)3 /1416 Vs -9 W) a _ N o
T o666 646 Bl Yoxe 3 4 42 g0 Peod 4

s % S 51. 2= =
= {)/g _T:Z_g: 4 :3><\4/57:1\2/E
4 2 3 =33 =129
T 3 Assim, temos que /2 <5 <+/3 .
24, a2 2T s2. {5-¥5 =405
4 6 2 Y2 =92 =fea
INREE 3x3 3 %:W:Sxﬁ:@:lﬁmmm
V4 6 2 Assim, temos que 3/§<i/5<3/§
= 3 B3 62, BN */7—67\/'
IR BoRE
g, 3 6.3. 3/5—25/5+J«2/378:4X«3/9—4—22X6812+1¥/3—8 =
2
s T T + L2 L -
3.1 \/ﬁ:\/@ilg EEl ‘/T 1123 1\/—8 I £
2 2

3.2. /2500 =+/50% =50

33, Y=6a =34y =4 \/37 5 i/; \f

34. 31343 =3 =3 =K% =32 =32 =9 o4 2 434 NyrRYyr
_15[55 _155[455 _ 3 4. - = , = = =

35 =N = =0 SRR TR CO TR lf/g

9

3.6. 20/a40b2 — 2,0 ><2\0/b—2 _ zo’(lf)zo <2222 _ 2 %

4 3 3 8 3
3 : 4 e 1</(22)4 9 _\/2 x9' _
x° (xz) X2 X2 12 ﬁ 8 23 bE
3.7. 3T:3:3W23 75 :—5 93
y y y y

=925 x9* =¥32x 729 =2/23328
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2. Algebra

i/&%“*é/?“:“ﬂ?%"/ﬁﬂﬁ 75, Jaxia xila a7
4 5xx4/8_5 20/gs S _ Gx%/a7x4x3’(a2)4 ><3X4,(a5)3 xlxz/a—7 _
82 \/131072 e (@) (o) <9 =

4 4 8 :W:u(as)” -

—W:@—W:Q—ZW:@;— 1o 2x¥i6 318 xR 3Fx2_

3 2 3 2
:@,i/zzﬁfzs,izs/—zsng:@: _2x07 3x3a ax2? o2
V2 2’ T3 > 3 2
N R o N 9 B o
o T a5 3 2 3 2 3 2
J2 4450 /98 + VI8 = i_¥ 256ﬁ
V21452 %2 TP x2 #4327 %2 =
34543 8.1. 34 =V4x3 =ax3 =422 x3* = {108
=242 8.2. x2\1x3\/—=x2,’ x x3 ’ =xzx/\/x><x6 =x2\/\/7=
V20 -5 + 245 - 80 - 2 - zw Al = e Al =
:\/ZZXS—\/32x5+2\/§—%\/22x22x = =t ol =Y
2
1 Ja'va \/\/ax(as) Waxa® d'
25— 2 - 8.3. = = = =
25 =35 + 245 2><4\/§ 5 > 5 )
=25 -3J5+2J5-25 = :Zxxz/a—7:(‘/L177:\4/L14><a3 :(‘/;“x(‘/;:ax“a3
=5 2 2 2 2 2

N

2\/ﬁ+%\/2_—%\/%—2f: ” N;—ﬁj[m}{ﬂ]

=222 %22 %3 +%\/32x3—é\/52x3—2\/— -

RN R N NN -[E] ‘(\@‘(\E] (zl)

=83+ i_i_Z\/’_ =N2* =Xl6
6 fis i_i ﬂ i_ﬂ 8.5. #aﬂ/&:,/\/ax(f)z:&‘/\/axalzzi/\/aT:“xe/aT:
i 6 66 e = e Y e =l =l
5 9 o 9
8.6. ({/azi/?j =(3‘\‘/a2><(a2)4J =(3/\4/a2><a8) =
\/— £—£—m= 9 9 9 9
/73 \/326 5 2W7Px5 22 xF x5 :(W) :(3XW) :(W) :(IZW) -
= 22><22><5 x - x - x x = o 9 6] 45 7\6 3
o i - ({a ] =) =4l =i <a
3 2x7 2x3 <
=45+ 7_7_ 6 :ﬂ(a7) xg/c?:tfxﬁ/ai} :a76:\3/a?: !
N i_ﬂ_i
3 6 Ficha para praticar 8 Pags. 22 e 23
PR PRy R
3; 6 6 6 " ﬁ_(ﬁ)z_ 3
:—? 1.2 X \/i\/_ x\/_ X\/_ X\/_ i/;
- \/— \/x xx  Ax x
13, 2 2x4/3% 2><\/7 2><\/72 2><\/72 2\/5

T \/§><\/—2 \/3><32_ 3} 3 3
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1.4.

1.5.

1.6.

2.1.

2.2.

2.3.

24.

11 11(5+\/§)

5=V3 (5-B)(5+43)
554113 554113 _
52_(@)2 25-3
554113 5443

22 2

(VBT )

V7443
V1= (JT-B) (V7 +43)
( ) fﬁ+(f)z
() -(a)
_ 7422143 _10+221 _5+421
7-3 4 2
NG \/5(2\/5-4-\/3)
225 (22 -45)(2v2+45)

B 26 +415 :2\/€+\/E:
PEEG
_2J6+15
3
2 25
\/gx—2—0<:>x/§x—2<:>x—\/g<:>x—(\/_5)2<:>
25
5
ﬁx:1+2x©ﬁx—2x:1@x(ﬁ—2):1@
e ) 1(J§+2)
TR T BBy
_ \/§+2 <:>x:\/§+2<:>
N
<:>x:\/§+2<:>x:—\/§—2
5\/5X+x=3<:>x(5\/5+1)=3<:>x=ﬁ<:>
o x= 3(5\/5_1) o x= 15V2-3 =
(5\/5-0— 1)(5\5 —1) (5\/5)2 _12
o, IsV2-3 1523

s0-1 T 49
\/§x=\/5(1—x)<:>\/§x=x/§—x/§x<:>
S Bx+2+2x=2 &

m(@ﬁ):ﬁm:ﬁfﬁ o
B(V3-2) .
(E ) A=)
& x= J—_ & x= \/€_2<:>x:\/g—2

1

3-2

> X =

15

2. Algebra

3.1. Sabe-se que
I A*+ AB+B® A+ 4B+ B’
A-B (4-B)(4£+4B+B’) A-F

Consequentemente:

2 2
C _Cx 1 :CxA + AB+ B
A-B

A -B A -B
Na fragdo seJaC:4;A=%/§eB=i/5.
o
Assim, temos que:

4 1

(¥3) +3B3x32+(42)

_4X3/§+%/E+Q/Z:4X3/§+36+Q/Z:
3-2 1
:4(%/§+3/€+3/Z)

a —ax 1 =
Perdly Vx=(=ly)
) ) ()
(V) ()
R Ak L L oAk
x_(_y) X+y
o i i)

xX+y

3.2.

1 A+ A°B+ AB’ + B’ B
A-B (A-B)(4’+ 4B+ 4B’ +B’)
A +A'B+ 4B+ B’

3.3. Sabe-se que

A*-B*
Consequentemente:
3 2 3
C _Cx 1 —Cx A+A€+Af+8
A-B A-B A" -B

2
Na fragdo ——, seja C=2 ; A=%2 ¢ B=-1.
(‘/§+1 !

Assim, temos que:
2 () () () () ()
P2+1 (4/5)4_(_1)4
2-1
2 BB 5 ) -
—2(B 427 +42-1) =2 (B -2 42 1) =

=2(¥8 -2 +42-1)

s 2 2(av/b - ) B
o b+C\/E_(2x/E+c\/E)(a\/Z)(a b—cﬁ) -
2m/Z - 2c\/§ _ 2a¢3 - 2c\/§

a’b-c*d

(5] (o]



3.5.

3.6.

4.1.

4.2.

Sabe-se que:
1 A+ A’B+ AB*+ B’ _
A-B (A-B)(4’+ 4B+ 4B +B’)
A+ A+ AB* + B’
4o
C 1

=(Cx =C
A-B A-B

€, consequentemente,

A+ A*B+ AB* + B®
* A*-B*

Na fragdo LI,C:6,A:{‘/§ e B=1.

3

Assim, temos que:
6 ((‘/5)3+(‘\‘/§)2x1+(‘/§x12+13
=6x =
-1 (%)4_14
4 4 4
:6XM:3(@+4@+43+1)

3-1

Sabe-se que
L A +AB+ B’ _
A-B (A4-B)(4’+A4B+B’)

A* + AB+ B?
A -B
1 A*+ AB+ B?
X =Cx S >
A-B A - B

Consequentemente: =
A-B

2
Na fragdio —————, temos que C:Z,A:i/z e B:—i/g,
OB d

/4
pelo que:
s ) () ()
N

() -(-5)
98 (e [ PR CRIPYS FEPES PR

4-(3) 7
zzxw:%(zgﬁ_@+g§)

20-124/5=20-2x3x2J/5+9 =

:(@)2—2x3x2ﬁ+32 -
:(zﬁ)z_zxsxzﬁ+32 =
(s

Como 2\/5 -3>0, temos:

J29-1245 =,/(2\/§—3)2 =2J5-3
V52-16\3 =2-43

521683 =48—-2x2x4/3+4 =

:(M)Z—zxzx4d§+22:
=(43) ~2x2x 43 42" =
(s

Como 4\/5 —2>0, temos:

16

5.2.

6.1.

6.2.

2. Algebra

V4412472 =436 +8+ 2442 =36 + 242 + 8
:\/62 £242+(242) =\/(6+2ﬁ)2 _

=6+2\2 dado que 6+242>0

Logo, a4+ 28042 =6+ 23
N N SR
/ﬂ_f 30 J’

1——3 , COMo 1——>O , vem que:
2 2

(1—\/25] —1——,peloque4ff—\/——1——.

O perimetro do triangulo equilatero é +/180 , pelo que o

comprimento do seu lado ¢é:

V180 /22 %375 _2x3\/§_2\/§
3 3 3 '

Determinemos, agora, a altura do tridngulo.

Pelo Teorema de Pitagoras, temos que:

(25 = +(5]

=20=h+5 25, 25
< hr=15

Como />0, h=+/15. -

omo 5 \/— H\]g_*\jg_)

Assim, a area do tridngulo ¢ dada por
Area = @:ﬁx&:ﬁxﬁ&d =5 x3=5/3

O perimetro do tridngulo equilatero é Y243 , pelo que o
comprimento do seu lado é:
243 Y3*x3 343 4

3 3 3

Determinemos, agora, a altura do tridngulo.

Pelo Teorema de Pitagoras, temos que:

(4‘/5)2 = +[4/2§]2 =

i
VP = +—
4
@hz—ﬁ—?c
hz_ﬂ_ﬁ hzzﬂ
4 4 4’
Como h > 0:
ENENRE NEEE I £
4 J4 2
Area do tridngulo:
%Xﬁ 1 Y31 3
Azizzfx(‘/gx—:fx“fa“:f
2 2 2 4 4



71, V45-2045 —\/84-3245 =
=\25+20-20v5 —\/64+20-325 =
=25 2045 + 20 — /64— 3245 + 20 =

=[5~ 2045 +(245) - [(8-245) =
—(5-245) - [(8-245) =
“[5-25)(3-2F)-
=5-2J5-8+2J5=-3

(5—2x/§>068—2«/§>0)

72, J37-2043 —\61-28V3 =2
V25412203 /49412283 =

25-2043 +12 —\/49—28x/§+(2\/§)2 =

:\/25—20\/§+(2\/§)2 —\/49—28J§+(2J§)2 -
—((5-248) —|(7-243) =
=(5-2v3)-(7-243)=
=5-23-7+243==2

(5-23>0e7-243>0)

73. 71223242 —J114-8042 =332
=J64+8 3272 —/64 +50 - 8042 =

=64 -3242 +8 — /64 —807/2 + 50 =

:\/82 —32J§+(2\/§)2 —\/82 —80\/§+(5\/E)2
—(8-242) - [(8-5v2) =
= (8-2v2)-(8-5V2) =
=8-22-8+5/2=32

(8—2«/§>0e8—5ﬁ>0)

8. O soélido gerado pelo trapézio [ABOE] quando da uma volta
completa em torno da reta AD ¢ um tronco do cone, cuja base

¢ o circulo de centro 4, raio igual a AB ealtura AE .

O volume deste tronco de cone pode ser determinado do

modo seguinte:
Volume do tronco de cone = ¥, -V, , sendo

e V. o volume do cone de vértice D e raio da base igual a

1

4B

eV, o volume do cone de vértice D e raio da base igual a

EO.
Assim, vem que:
2
nx({‘/f) x32 nxi? N
= 3 =

. Vl:

3
waxdn AR

3 3

10.

17

2. Algebra

47\ 4
nx( ZJ » 2 ihr 4
2 2 TX— 7%
v 2 2

: 3 3
44 42 48
_nX7X7_nX?_nx<‘/§
3 3 24

Logo, o volume do tronco do cone ¢ dado por
nX{‘/g_nx{‘/g _ 8Tt><{‘/§_ﬂ:><(‘/§ _ 71r><(‘/§ _ 7{‘/§n

(33) 24 24 24 24 24

O cubo tem aresta igual a a unidades, pelo que o raio da

. . , a . . .
esfera inscrita no cubo ¢é 5 ¢ o raio da esfera circunscrita ao

cubo ¢ # (metade do comprimento da diagonal espacial

do cubo).

Sejam V; e ¥, o volume da esfera circunscrita ao cubo e o
volume da esfera inscrita no cubo, respetivamente.

Assim, vem que:

e

3 2 3 2}
7ﬂna3x3\/§74na3\/§ 7na3\/§
3 8 8 2
4 P45
° szfn g :71[%:
3 (2 32
4@ e _ne
3 8 24 6

o B2 A6 6B g
v, na” 2 na 2
6

A éarea de cada face do cubo

mede b cm?, pelo que a aresta do /i

cubo mede \/E cm.

Seja @ a medida da aresta do

octaedro, em centimetros.
Observando a figura ao lado e

pelo Teorema de Pitagoras,

temosque:
2 2
, (b)) (b , b b, 20 L, b
a=|l—| +—| od="+-cd="cd=—
2 2 4 4 4 2

b . Vb 2b
Comoa>0, a=,/—,ouseja,a=—==——.
2 22

Volume = 2xV,, sendo ¥, o volume de uma das duas

1
piramides nos quais o octaedro pode ser decomposto.
—\2

2
Volume = 2x

(A base da piramide ¢ um quadrado de lado igual a aresta do
octaedro e a altura ¢ igual a metade da aresta do cubo.)



b bbb
Volume = 2x 22 x4 _
3 3
b 1 20\b b
=2X——Xx—= =—
4 3 12 6

Ficha de teste 3
1

1. A = 1 B
Yas232 xYa-22 g/(4+2ﬁ)(4—2 2)
_ 1 _ 1 _ 1
#42_(2\5)2 de-8 s
:l—> Verdadeira
2
l><£3 3\/5]3 —x[3 3><3)
3
B) = B

e e}

+2><\/E><2+22

8(6+442)

:6+4\/5:(6+4x/5)(6—4x/5):

_48-322 _48-322_48-32V2 _

62(4\/—)

36-32

=12-8J2 — Falsa

\/13+\/7+ 2+\/— \/l3+ 7+ 2+

V13447444 =13+7+2 =
=13+~/9 =+/13+3 =+/16 = 4 > Verdadeira

Resposta: (C)

Logo, o inverso de

3 3
R
X X i/; 3
y

Resposta: (B)

18
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2. Algebra

a a><(/a—2 _ a><</c72 7a><</a—27
nlan-z_n/an—zxw_dan-zxaz_ ol -
:axg/?:da—z
a

Resposta: (B)
1 1

V2+a-2-a _\/2+a +V2-a -
_ V2+a+2-a-2+a+2-a _
(\/2+a—\/2—a)(\/2+a +\/2—a)

_ 2\2—-a _
(V2va) ~(V2-a)
_ 2\2-a _ 2N2-a
_(2+a)—(2—a)_2+a—2+a -
:2\/2—11 :\/2—a

2a a

Resposta: (C)
Resposta: (C)

Vi PEBeal)
5V3-25  (5V3-245)(5v3+245)

~ sJ6+2410 5642410 5Y6+2410
(5\/5)2_(2\/5)2 75-20 55
22— V2x' —6=02(x) V2 ~6=0

{5t

2 2
=2@—ﬁ@—6:
:2x§—\/§x\/g—6:

—9 VI 6=9-3-6=0

2

e Para x:—?/i:
2x(-4B) -2 x(-48) o
:2><§/§+\/5><3/2>3—6:

=2x2+2xV2-6=4+2-6=0

A base do prisma ¢ um hexagono regular cujo perimetro ¢é
62
62 , pelo que o lado do hexdgono mede T\/— =2

A altura da piramide ¢, também,
igual a V2.

Seja ap o apdétema do hexagono,
determinemos o seu
comprimento.

Pelo Teorema de Pitagoras:




2
(ﬁ)zzapz+(fJ &
2 2
< ap —2—Z<:>
@ap2:§—g<:>
4 4
sa =2,
4

Como ap >0, ap:76.

. Perimetro
Area do hexagono regular = ————

_6V2 V6 612 _6v2'x3

2 2 4 4

:6xi\/§:12;/§:3\/§'

x apOtema=

Area do hexagono regular _
2

Area da base da pirAmide =

= % = Area [ABCD]

A Area [ABCD]X altura
Volume da piramide = =

3
N3 5 36
_2 _ 2 36 1 36 Ve
3 3 2 3 6 2 10.

e Area da superficie do cubo = 6 x area da uma face =
=6x1’=6

e Area da superficie do cuboctaedro = 6 x 4rea de um
quadrado + 8 x area de um tridngulo

Determinemos o comprimento do lado do quadrado (¢ igual

ao comprimento do lado do tridngulo).

Seja / esse valor.

*
1
2
v
—1
2
Pelo Teorema de Pitagoras:
2 2
lzz(lJ +[1J or=tilop 2
2 2 4 4 4

NG

Como [>0, [=—.
2

Determinagdo da altura do tridngulo:
Pelo Teorema de Pitagoras:

2. Algebra

2 2
V2, (2
— | =+ —| &
2 4
olipilop2_2 4
4 16 4 16
w2 2op-b
16 16 16
Comoh>0,h:§.
Area de um tridngulo:
N
2 4 s _N2_2B 3
2 2 16 16 8

e Area da superficie do cuboctaedro:

! 8 £:§+%:3+\/§

6x—+8x
2 8 2 8
e  Quociente pedido:
6 6(3-v3)  13-6/3

343 - (3+\/§)(3—\/§) - 32_(\/§)2

_18-63_18-6V3 . g

3
9-3 6
Vamos fazer um esquema do trapézio.

L
NG

=sin60°<

X
——==co0s60°< x =

NE

Perimetro do trapézio:
P=A4AB+BC+CD+ AD =

:2x+\/§+3\/§:2§+4\/§:5\/§

P=5\/§ cm

Area do trapézio:

S

3><l<3x:
2

- 3
1B+ DC 2><7+ 3443 3
A= xh= X — =
2 2 2
C3W3x3 93
4 4

A 4rea é # cm?.

e Areade um quadrado = /* :%

e Area de um triangulo:

19

1.2.

Ficha para praticar 9

!
11, 5°=35" =325
1

1

N———
& |
Il
S

N |

Pags. 26 e 27



1.4.

1.5.

1.6.

2.1.

2.2.

2.3.

24.

3.1.

3.2

3.3.

34.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

V5 N5 [s
2 J4 N4
B_B_[3
-2 3-8 8
1
33 NE) 3

,3 }
(%} =2 =22
1 1 -1
B0 1
50°
3 1
5é:e?13:$/5*3 —56=52

] 3] r
4rr 12

140 5 131

35 35 35 35
1

1
1 3 1
64° +(0,01)2 —16%% =(4° — | —16% =
(00 16 = (4] + 155
—4+ L_(z“)i_
B 100 B
1 20 1 21

:4+i—2: +—=—Ft—=—
10 10 10 10 10

2
243% 416" -27° =

2
3

2 3 2
=(243)5 +(16)1 —(27)s =(3°)°
=342 -3 =2 =38

11 5
22x37 .(g)’l
3x(=2) 3

1
W3 =4 =30
3\/I:§/I:{)/F:3_%
\j 3 3
WF =5 = =3 =3
4 2
VBT =48I =43 =30 =3

)0 -

20

4.6.

4.7.

4.8.

5.1.

5.2.

2. Algebra

V22 x3* %3 _
2
1 3

=3x32=32

\/1208: 2x§ﬁ:3J—:

1
(R S S B

1
- - =——=—=—r=
Ny s iﬁ ERE I
27 27 \3
-3 5
1 1
) ) ¥ ¥

Y3 +3 By B

4 5
:33_5235
Lo !
43><82><\/32:( )3><( )X\/2—5=
2 3 5 235 14
—23x22x27=2322=23

5
Nota: 2° =163/4 =3/2"* =322 x2* =

=W =232* =16¥4

I
w
[N
X
1
N\
W N
~—
S
T
S
(=
VY
wn |
e
| SR
I

> 3
Nota: 3 V3 _33
4 4
1 IRy
—+4x| - | +—5+1
«/025+4x054+83+(\/§)0 \f [2] g
1

(\/ﬁ )4 {21 :2;]

11 11 1
—+4x—+ e
) 16 3z _2+4+4+1
= 5 = =
3X(22} 3x22
2 242 2
W2 6 3

1 1 1 3
22x5)2 —| 3x3? 202 —| 32
(2x3) [ J_ [ ] N20-3
/250 J[lj‘ Pixst 0 2457 13
+ —
9

Y R )

_2J§+3_(2J§+3)(2J§—3)_

_20-12J5+9 _29-12J5 _29-12\5
(2\/5)2_32 20-9 11




1 2

63:63

12 1N 12 3y
: X(3X32] 6 3 3x[32] 7-1.
5.5. = =

A
9

1
6'x3 6X27 9
B2 B2 B J_

) 9(23+2V2) )

(23+242)(243-242)

_18V3418V2 _18V3+418V2 _
BRI

_18V2+18V2 _9V3+9\2

4 )

9

5.6. - - —
2344 2342 2326
24 4 4

i = 2 1 = [

2
23:23

2l
=2 =2'=y2"=332
1

1 3.1
242 _

ad=a’’xa’:a

3

6.1. a’>xadxa”
u L P | _i_[_i) 1
=aSxa2:a’=a’ :a’=a°'Y=4a"=Ya

-1 ><aZzH—l Xba — a—a—l+2a+l Xba —

=a‘xb" :(axb)a

6.2. a“

1\?
1 2 2
3. Via x {)/? e

m—
e
I/
INY
|
N
&
|-
IN)
ENI
I
0w
I
-
=

— . — 4 |- —

= ——F—=|a*x—|:a =

a 3

a
7.5 1 1

a4xa66 a4xa3 :a2:

1 1 71 1

1,1
_a4 3:a2:a12 a? = g 2_a12_12/a

64, C_ W_fb s T6ab -

b3

1 1 1.1
- - Jriy

6 6 6
XD f6ab = 2 < i6ab =

b’ b’

1
3 12
b—zx\3/16ab = b3 3x316ab =

b3

1

L 1 1) 1
b3 ><(16ab)3 = (;) ><(16ab)3 =

1
ey 1
:meab)} =(16a)s = 2*x2a =232a

21

= 7.2.
23-242

) -2
2 1
33 1 2 2 4

4 ><\/16><(2j _43><3,24><22_4 3523 %22 _ 7.3.

2. Algebra

3 3 = (3) 433 =(37) 4 (37) 53

Como 37" =2, substituindo na expressdo, temos que:

2’2+2"><3:i2+i><3:i+§:z
22 4 2 4

3x97 443 =3x(3)" 430 =3x(3) +(3') =

3 @ (37) =3 (33")2 L) =

3
Como 37" =2, substituindo na expressio, temos:
-2
274_2*2 :ﬂxzﬂ :ﬂxlzl
3 3 3 4 3

RO RCIRUR

= (3”‘)’% =(3"x 3)’% = (3-*)’% 3o (3*-*)% ‘32

Como 37*
22 1% 1% 2% 2
22x32:22x(7J :(2%] :(,] _ (,] _
3 3 3 3
_[2x2 2 2 2 V2x3_2 V6 _2V6
3*x3  3\3 3 (ﬁ)z 3773 9

- 1 [ I
Sabemos que_ AD =3x2* e AE:CF:éAD.

=2, substituindo na expressdo, temos que

Logo:
1 1

E:CiF:%><3><2Z =2%¢
- 1 1 1
EB=BF =3x2%-24=2x2*
Area A[DEF] = Area do quadrado [4BCD] -
— Area A{CDF] — Area A[BEF)]

. Area do quadrado [ABCD] =

12 12 1
(3x24] —32x(24] =9x22 =9x~2 =9\2

Area A[ADE]

1 1

- 1 1 1.1
| 4 4 474
. AreaA[ADE]:AEXADzz x3x2 :2 ><3:
2 2 2
1
2
_2 x3:ﬁx3:§ﬁ
2 2 2
BExBF

o Area A[BEF] =

Assim, area A[DEF] =

= V2-2V2-2Z -2 =42



Ficha para praticar 10

'
L1, 0,52-|0,2°-017x 0,25*0’5—@}2 _

CREEEE
]

_(375_.5004 _, (_125) _12 125 137
33 3 33 3
1
3 Y16 x4 3 \/—x43
1.2. 1>< ; 1 =
8 ) 82 8 ) g2
3 3
7 3
i) z
21 2,1
3 x4 3 45
= X E p— =
16y e 9 @
9 16
3 4 12 4 4
= x—lz—xiz _—
3 g2 3748 22
4
,i,i:@:m
N2 N2 2
/ x016x75x106 0’1)0_

\/ 1 ><106><75 5x3/;

7/ x1x75 _J375 337
4
1/ 10 _104_10000

ﬁ

Pags. 28 e 29

22

3.1.

3.3.

4.1.

4.2,

5.1.

2. Algebra

1
N2 =42 =2
5 1 5
\N{‘/E x\/ﬁzx“/{‘/zxﬁzl(’ZxZE:ZRxZE
1 5 41
:2R+§:2R
1 1 1 1 1

x+1
4—2)( X(i] — 472,« ><47,«71 _ 4—2x+(—x—1) _ 473#1 —

— 44 = (4*)’3 x 47!
Como 4" =5, substituindo na expressdo, temos que:
G L 1L
125 4 500
6 (€))7 (¢)° e
4 .

Como 4" =5, substituindo na expressdo, temos que:

7 29 2 3
s5_sii_g 5 _N2S
5 125

¥ x 3\ 3
8" =(Vod) =(JF) =(42J —(4)
Como 4" =5, substituindo na expressdo, temos que

3
52 =5 =52 x5 =55

O tetraedro ndo ¢ regular, uma vez que, por exemplo,
EG # EF .

Seja a a medida da aresta do cubo.

Volume do cubo = o’

1,
Volume do tetraedro = 3 x area da base x altura=

=%xéreaA[EFG]xﬁ=
1 axa a
=—X Xa=—-
3 2 6
a 6
A razfio pedida ¢ iguala — =a’x— =6
a a
6

Volume do cilindro = area da base x altura =
1\? 1
—nx[3x22] ><4><[3><22] =
1y 1
—nx3zx(22] x12x22 =

1
=9 x2x12x22=

1
=2l6nx2%=

21672



Area total do cilindro =2 x Area da base + Area lateral =

Y 1 1
—2xnx[3x22] +2nx(3x22]x4x[3x22] =

1

2 1 1
:2><ﬂ;><32><(22j +6mx22x12x2% =

=18nx2+72mx 2%% =36m+144n =180n
Volume do cilindro: 21673/2 cm?
Area total do cilindro: 1807 cm?
Sejam V4 o volume do cone de vértice P e cujo ponto 4 € o
centro da sua base ¢ Vg o volume do cone de vértice P e cujo

5.2.

ponto B ¢ o centro da sua base.

0
x| 3x2% | x AP
[ ] _18mx+/32
3 3

:18n><34\/5:721;/5:24m/5

2
nx[SxZ;] XE’
ey
BP = AB - AP :4><3><2%—\/§ =122 -4/2 =82
18mx82 _ 144;n/5 _ 483

3
Designando por «a a altura de um dos cones, a altura do outro

V,=

V, =
5.3.

1
cone ¢ 4x3x22 —qa,ouseja, 1242 -a.

Tem-se:
1 N
V1:3><n><(3><zzj xazgxnx18xa=6na

1

Vz=;><n><[3><zzjzx(12\/5—a):
:%xnx18x(12—\5—a):6n(12\/5—a):
:72n\/§—6na

A soma dos volumes dos dois cones ¢ igual a:
Vi+V, = 6ma+(72m2 — 6ma) = 72m2

O comprimento da caixa ¢ igual a 107 (didmetro da base x 5)
¢ a altura da caixa ¢ quadrupla do didmetro da base, pelo que

6.1.

¢ igual a 8r.
Determinemos, agora, a medida da largura da caixa.

Efetuando o esquema seguinte:

A B
\'V’" NN T
\C/, e N NC
verificamos que o tridngulo [ABC] é AT B
equilatero, de lado igual a 2r.
Pelo Teorema de Pitagoras, temos que: 5

(2r)Y =r v o4t =r +1* o =3

23
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Como 4 >0, h=~/3r , ou seja hzx/gl".

Assim, a largura da caixa ¢ igual a J3r+2r

Volume da caixa = comprimento x largura X altura =

:lOrx(\/§r+2r)x8r:8O(x/§+2)r3

6.2. Substituindo » por 9 na expressdo do volume da caixa,
tem-se
3
Volume da caixa = 80(\/5 + 2)(%/5) =
80(v/3+2)x9=720(\/3+2) =
=720/3 +1440
Ficha de teste 4 Pag. 30 e 31
1. O inverso de a ¢ ! , pelo que
a
1 a 1 1
a_x—z_y—z_i_i_yz_xz -
xl yZ x2y2
x2y2
= s =
_ x2y2
(y=x)(y+x)
Resposta: (D)
l 512 2 2><3 512
2. 3 2] . 3
25 0,2 [ 1 J
5
4/522 “512 i/_ 5 =
— 5% . i — ng . 52*(*3) _
= :
4 4 19
=53:5°=53 =53
Resposta: (A)
2 2
3. (VB+V2+1) =(22442+1) =
2 2
=(3vV2+1) =(3V2) +2x3V2+1=
=18+6vV2+1=19+6V2
Assim, a=19 ¢ b=6.
Resposta: (C)
1 2
4 agx(%) ( 1)2 a*xla? 1 _a®xa’ 1
) R ! —a’ Y e
a—2
1 2
_ xa? = a9 =Y =Y a7
-a’ -1

Resposta: (C)



I 1 1 1
5. AB=6x4%=6x(2")" =6x27 =632

cD=348=3¢2" =32

. Area do retangulo = ABx AD =632 %32 =
=18%x2=36

. Perimetro do retdngulo =2x AB+2x AD =

=2x6J2 +2x342 =18V2

. Pelo Teorema de Pitagoras, temos que:
AC =4B +4D <
J— 2 2
& AC =(6v2) +(3x42) &
S AC =72+18 AC =90 <

& AC =90 & AC =310

. AB=632=2x32=2x 4D
Resposta: (B)

6.1. Substituindo, na equagdo, x por

(1+x/§]21+\/§
= +1

2

6+2x/§ 3+\/§
= = =

1+v5
>

142J5+5 1+/5+2
= 4 = > =

4 2
3+245  3+45
T T

Logo, o niimero de ouro é solucio da equagio x* = x +1

6.2. a) ¢ =3¢ +2, substituindo ¢ por

[1+J§]4_3[1+J§]+2
2 2

KH\/— 12:3+3\/§

1445
o

+2 &

0

2

0

2

1+2J§+5] 3435 4
+E<:>

0

2

-

E
(6+2\/—J T35
.

] 7+3\/§©

2

9+6\/§+5 7+3\/§
=

2
14+6J§ 7+3J5
S —= =
2 2
7+3\/§ 7+3\/§

Ty T

b) §=¢"+¢
Ja vimos em 6.1. que ¢* =g +1.
Multiplicando os dois membros da equagdo por

¢ temos:

PP =4 (¢p+1) = ¢ =¢"+¢’

24
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¢) ¢:;+1 , substituindo ¢ por It , tem-se:
1 1 2
p=—+1= +1= +1=
¢ 1445 1++/5
2

2(1-5) . 2-25

= +1 = +1=
(B ()
2-2V5 2-25
= +1= +1=
1-5 -4
145 2
= + ==
2 2
14542
2
1445 )
2
. Volume do cubo = (aresta)?, pelo que:
(aresta)’ =2 < aresta =2
. Volume da pirdmide = %x area da base x altura =

= %x area [ABCD]x altura
ACx BD
2
([4BCD], sendo um quadrado, é um losango)
xidz_Va
2 2

e Area[4BCD] =

Area [ABCD] =

Seja 4 a altura da piramide.

1 4 5 3Ya 5 5 6
—Xx—Xh==" —xh==—S h=-x—F—&
302 6 6 6 34
2
< h= > @h:%@h—5x23
322 il
23

Area do trapézio = ABLZDC x altura

_ 1
o AB=4Y12=4Y2x3 =4x(2’x3*)0 =
1 1 1o
:4><(23)6 ><(32)5 =4x22x33 =
[ IR
=2"%x22x33 =4x22x33
3 1 1 1 1 1

. DC=22x33=2 2x33 =2x22x3}

_ 1 1 1
° AD:2><52><%/§:2><52><33



. Determinemos a altura, 4, do trapézio.

EF=DC e E:ﬁ,logo

AB - EF . 1
AB;EF—;[4><22><33 —4><22><33]—

AE =

1 1 1 1

:%><2><23><3§:2E><35

Pelo Teorema de Pitagoras:
1 1

ADZ:h2+AEZ<:>[2x52x33

2 2
S 4x5x33 =P +2%x3% &

2 2
< 20x33 =k +2x33 &
2 2 2

SR =20x3%-2x33 o 2 =18x3’ &
2 1
@h:\/ﬁx\/;c»h:wixy PN
1 1

& h=3x22x33

Area do trapézio =
1 1 1 1

213 2013 I
:4><22><33;—2><22><33 X 3% 22 %33 =

1 1

233 S
X2 X3 i3

11N 2
—[3x22x33] =9x2x33 =189

Ficha para praticar 11

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2.

2.3.

Pags. 32 e 33
A(x)+B(x)+C(x)=
=X +2x7 —342x —x+4x° —x* +1=
=6x°+x +x*—x-2
O polinémio tem grau 5 e é incompleto.
A(x)xC(x):(x3 +2x° —3)><(4x5 —x’ +1)=
=4x°° + x> +8x7 = 2x* +2x7 —12x° +3x* - 3=
=4x* +8x7 —13x° —2x* + x> +5x* -3
O polinémio tem grau 8.
O polinémio R(x)xS(x) tem grau n +m.

O grau do polinomio R(x)x S(x) ¢ igual & soma do grau do

polinomio R(x) com o grau do polinomio S(x).

A(x)xB(x):(xz+6x+8)><(2x2—74+3):
=2x* —74x% +3x* +12x° —42x7 +
+18x +16x* —56x+24 =
=2x*+5x* - 23x* -38x+24
A(x)+C(x):2x—1<:>C(x):2x—l—A(x)<:>
e C(x)=2x-1-(x"+6x+8) =
o C(x)=2x-1-x"-6x-8 <
< C(x =—x"—4x-9
B(x)=C(x)x(x-3)< C(x)=B(x):(x-3)
@C(x):(2x2—7x+3):(x—3)

3.1.

3.2,

3.3.

34.

3.5.

25
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Pela regra de Ruffini, tem-se:

2 -7 3
3 6 -3
[2 -1]o0

2x2+7x+3:(x—3)(2x—1)<:>
e (207 = Tx+3):(x=3)=2x-1
Donde C(x)=2x-1.

X 43x7—2x+1| x-2
—x* +2x7 X2 +5x+8
5x% —2x+1
—5x* +10x

8x + 1

—8x+16

17

Polinémio-quociente: x* +5x +8

Polinémio-resto: 17

=332 +8x+0| x+1

—x—x° x> —4x+12
—4x* +8x+0
4x* + 4x
12x+0
—12x-12
-12
Polinémio-quociente: x* —4x +12

Polinémio-resto: —12

XX +3
X +3x7=3x-11

X 4+3x" +0x° —2x7 +0x +1

-x° -3x°
3x* =3x° = 2x* + Ox +1
—3x* —9x?
“3x —11x* +0x +1
3x° +9x

—11x* +9x +1

11x? +33

9x+34

Polinémio-quociente: x° +3x*> —3x—11

Polindémio-resto: 9x + 34

—x* +0x* —4x’ + 0x* +0x+1| x* -6

X —-6x° —x* —10x

—10x* + 0x* + Ox +1
10x° —60x
—60x +1

Polinémio-quociente: —x* —10x

Polindmio-resto: —60x +1

2x8 + 0 +x* +0x° +0x* —x+0 | xX*+x
—2x° —2x* 2x° —x

—x'+ 0 +0x*—x+0

x* +x?

X —-x+0

Polinémio-quociente: 2x° — x

Polinémio-resto: x* —x



3.6.

3.7.

3.8.

¥ +0x"—x+1 | 3x-1

e x,x_ 8
3 3 9 27
2
——-x+1
X Lx
39
ﬁﬂ
9
88
9 27
19
27
X x 8
Polinémio-quociente: — +—=——
9 27

Polinémio-resto: 19
27

2% —ﬂx2 Ex2 —lx+i
3 3 9 27
—lx2 +0x-2
3
1o2p
9
EX—Z
9
2 4
Lt
9 27
58
27
2 1 2
Polinémio-quociente: —x* ——x +—
3 9 27

. . 58
Polinémio-resto: —2—

4 2
1 +x-3
L0 — X+ Ox+— v
3 2
x 1

X, X’
————+x — 4=
3 3 3
3
——+0x" +0x +—
x3 2
—+——x
3 3
? 1
X s
3 2
2
X ox
3 3
_Ax 3
3 2
2
Quociente: L_£+1
3 3 3
Resto: —ﬂ+é
3 2

26

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

2x3+4x2+5x+107x

4.5.

4.6.

5.1.

2. Algebra

20 -30 1
8 32 116 464
\2 8 29 116 | 465
Polinémio-quociente: 2x* +8x”> +29x +116

Polindmio-resto: 465

20 30 1
-6 18 —45 135
|2 6 15 45 [ 136
Polinémio-quociente: 2x* —6x> +15x —45

-3

Polindmio-resto: 136

20 301
00 00

\20730|_

Polinémio-quociente: 2x* —3x

Polindmio-resto: 1
B(x):4x—8:4(x—2)
20 30 1

4 8 10 20
245 1021

Polindomio-quociente:

o, 5 5
=—+x +=x+=

4 2 4 2

Polinémio-resto: 21

B(x):2x+1:2(x+%)

2

20 -3 0 1
L O A
2 2 4 8
21 5 53
2 4 8
262y >
S . 4 5 x5 5
Polinémio-quociente; ————~4—=F = x’ - — — =y +=
2 2 4 8
s 3
Polindmio-resto: 3
20 30 1
1 22 -1 -1

22 1 1 ]o
Polinémio-quociente: 2x” +2x* —x—1

Polinémio-resto: 0

1 -1 2 6
-2 -2 6 -16
|1 3 8|10
2 2
Polindmio-quociente: % = % - %x +4

Polindémio-resto:— 10



5.2.
10 50 4
2 2 2 32 -6
|1 2 3 2] 2

Polinémio-quociente: x° —~/2x* —3x +3v/2
Polindmio-resto: —2

5.3.

-1 08 0 -10 0
3 93 -9 57

|13 -1 3 -19] 57

B(x)=3x+9 < B(x)=3(x+3)

-3

Polinémio-quociente:

—x'43x° —x* +3x-19 xt X 19
=—— X ——+x——
3 3 3 3
Polindémio-resto: 57
54.
20 -1 2
1 2 2 7
3] 3 9 21
2 2 61
392
Polinémio-quociente: 2x” — %x - g
Polinémio-resto: o
27
5.5.
1 0 -1 0
2
1 1 3 3 13
2 4 8 16 32
1 3 3 13 13
2 4 8 16| R
Polinémio-quociente: L33, 8
2 4 8 16
Polinémio-resto: _B
32
5.6.
1 1-242 2-22 2
V2 2 V2-2 =2
112 2 |0

Polinémio-quociente: x* + (1 - ﬁ)x -2

Polinémio-resto: 0
6.  Sabemos que P(x+1)=x’—7x+6, dai que

P((x-D+1)=(x-1)" -7(x-1)+6 =
<:>P(x):x2—2x+l—7x+7+6<3
<:>P(x)=x2—9x+14

P(x)=x"-9x+14

7.  E imediato que b = 3.

Por outro lado, tem-se que —4+ab =-10 e,

como b=3, vem que

—4+3a=-10=3a=-6a=-2.
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Tem-se, também, que 5—10a=c e, como a =-2, vem que
5-10x(-2)=ce5+20=ce<c=25.

Consequentemente, tem-se que d +ac=24 e a=-2 ¢
¢ =25. Assim vem que:
d+(-2)x25=24<d=24+50>d =T74.

Finalmente, tem-se que e+24a =40 ¢ a=-2, pelo que
e+24(—2):40<:>e:40+48<:>r:88

Logo, P(x)=3x"—4x" +5x +74x+88.
8. Ospolindmios A(x) e B(x) sdo iguais se os termos
semelhantes tiverem coeficientes iguais.
8.1. A(x)=B(x)<5x"-3x"+8x—4=
=5x*—2(2x-1)' ~(k+2)x¥’ - p-3 &
& 5xt-3x* +8x—4=
=5x' = 2(4x’ —dx+1) - (k+2)x" = p-3
& 5xt-3x* +8x—4=
=5x"-8x’+8x-2—(k+2)x’ - p-3 &
& 5xt-3x* +8x—4=
=5x4—8x2—(k+2)x2+8x—2—p—3 =
< 5x" -3x* +8x—4=
=5x"—(8+k+2)x* +8x+(2-p-3) &
< 5x' -3x* +8x—4=
:5x4—(10+k)x2+8x+(—5—p)
Atendendo a defini¢@o de polindmios iguais, tem-se que:
10+k=3A-5-p=-~4 <k=-TArp=-1
8.2. A(x)zB(x)@
= (x+p)2+x+3=(x—2)2—x+5—x/5kx3 =
<3xz+2xp+pz+x+x3:xz—4)6-4—4—)6-4—5—\/§kx3 =
S +xP+2xp+x+p =2 kX +x-5x+9 &
<:>x3+x2+(2p+1)x+p2=—x/5kx3+x2—5x+9
Atendendo a defini¢@o de polindmios iguais, tem-se que:
—x/zkzl/\2p+1=—5/\p2=9 =
1
Sk=—F7=A2p=-5-1A(p=-3vp=3) <
5 (p p=3)

V2

<:>k=—7/\p=—3/\(p=—3vp=3) =
S k= —Q Ap=-3
2
9.  Aplicando a regra de Ruffini, tem-se que:
-1 2a 224 -324°
—a a 2d*-d* 32 +d
‘ -1 2a+a -32d°-4 a’

Logo, o resto da divisdo do polinomio A4 (x) pelo polindmio

B(x) Giguala a’.

Ficha para praticar 12
1.1. O resto da divisdo de A(x) por B(x) ¢éigual a A(—Z).

Psg. 34 e 35

A(2)=(-2)' =2(2) +(2) ~(-2)+3=
=16+16+4+2+3=41



1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

O resto da divisdo de A(x) por B(x) éiguala A(3).
A(3)=2><(3)3—3><(3)2+%+1:
=2(27)—3(9)+%+1:

:54—27+§+1:2
2 2

O resto da divisdo de A(x) por B(x) éigual a A(—%] )

Repare que 2x+1:Oc>x:—%.

Assim:

S RCRC

=-2x 1+l+l+l +1= 3
8) 4 2 4 4
s . 2
O resto da divisdo de A(x) por B(x) éiguala A4 - |
Repare que \/5+2x=0<:>2x=—\/5<:>x=—%.

Assim,

()

Al — |=—| — | +2%x|—| —-| ——| =
2 2 2 2

[ JEJ 4 (2&} (2]7 1 V2 2
=l -— =42 —— || = | === ==
2 )16 8 ) \4) 4 2 4

O resto da divisdo de A(x) por B(x) éiguala A(1).
A()=2x1"+4x1"2+1"* +2=
=2x1+4x1+1+2=9
O resto da divisdo de A(x) por B(x) éiguala A(-1).
Assim.
A(=1)=(=1)" =2x(=1)"+ (-1)" =
(1) x(=1) =2 (=1)" + (=1) % (1) =
~(=1) =2 (=1)" = (1) = —Ax(=1)’

{—4 se n & par

A(-1)=-4x(-1)"=
( ) ( ) 4 se n ¢ impar
Conclui-se que o resto da divisdo do polinomio A(x) pelo

polinomio B(x) é—4 se n é par e 4 se n & impar.

O polinémio P(x) ¢ do quarto grau ¢ admite os zeros

simples —3, —2,% e 1, pelo que:

P(x) = a(x +3)(x+ 2)(x—i}(x—l) ,com ae R\{O} .
Por outro lado, sabe-se que o resto da divisao de P(x) por

x+1 ¢10.
Logo, P(-1)=10 pelo que:
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10:ax(—1+3)x(—1+2)x[—1—%)x(—1—1)<:>
5
<:>10:ax2xlx(—zjx(—2)<:>
<10=5a < a=2
Portanto, P(x)=2(x+3)(x+2)[x—i}(x—l):
N N 1 1
:2(x +2x+3x+6)(x —x—fx+fj:
4 4
=2(x2+5x+6)(x2—§x+lJ=
4 4
:(x4—§x3+1x2+5x3—§x2+
4 4 4
+§x+6x2—Ex+§j=
4 2 2

= 2():4 —%)f +5x° +ix2 —275):2 +

5 15 3}
+6x7 += x——x
4 2
:2[ +1—5 3—— X+ J

=2x4+Ex3—§x+3
2 2

O polinémio P(x) =6x’ —74* —8x+5 ¢é divisivel por
3x-5.

Temos que 3x—5= S[x - gj e pela regra de Ruffini, vem

que

P(x):[ gj(6x +3x-3) &
< P(x)= 3(x—§j(2x +x-1) &

I P(x) = (3x—5)(2x2 +x—1)

As outras raizes de P(x) , a existirem, sdo as raizes de

2x% +x—1.
) —111[1—4><2><(—1)
2x"+x-1=0=x= [=4
2x2
-1+£3 —-1+3 -1-3
S x= S x= vi=——m &

4

Sx=—vx=-1
2

1
As outras raizes de P(x) sdo—1e 5 pelo que

P(x)= 6(x—§J(x+ 1)(x -%j .



O polinémio P(x)=x"—kx* —2x+4 édivisivel por x +% ,

1 .
Logo, pelo teorema do Resto tem-se que P[_EJ =0. Assim,

vem que:

e

@i—ik+l+4:0 =
16

@lk:i+5<:>4k:1+80<3
4 16

@kzg
4

O polinémio P(x) ¢é divisivel pelo polinomio B(x), o que

significa que o resto da divisdo do polindmio P(x) pelo

polinomio B(x) ¢é igual a zero.

Aplicando o teorema do Resto, tem-se que

P(\3)=05 ~3(V3) +243(\3)+ p-k(3) =0 &
@—ﬁ(3ﬁ)+2x3+p—3k=0 o

& -3x3+6+p-3k=0 &
& -9+6+p-3k=0
& 3+p-3k=03+p=3k &

SDIP ok 340 o
3 3 3

sk=-1+2

3
O polindémio P(x) =3x" +ax’ —bx+1 & divisivel por x—1,
pelo que P(1)=0 e o resto da divisdo de P(x) por x+2 ¢
igual a 6. Logo, P(-2)=—6 .
Assim, temos
P(1)=0
{P(—Z) =-6
3xx’ +a><12—b><1+1—0
-2 +a>< ) —b><(—2)+1:—6<:>

II

II

0

a-b=—-4 a=b-4

=
da+26=17" 4(b-4)+2b=17
a=b-4
4b-16+26=17 ~

0

3+a-b+1=0
—24+4a+2b+1=-6

2. Algebra

Sabemos que a ¢ raiz de P(x), pelo que P(a)=0.
Assim, vem que:
P(x)=0=a°—(a+1)a’+32)=0 <
<:>a6—(a6+a5)+32:0 N
sSd-d-a’+32=0
S-a+32=0ad =32
@a:@ Sa=2

Substituindo a por 2 em P(x), vem que:
P(x) =x° —(2+ l)x5 +32 &

= P(x) =x®—3x" +32
O resto da divisdo de P(x) por x—1 ¢ P(1).
P(1)=1°=3x1° +32 & P(1) =30

Pela regra de Ruffini, tem-se
1 -a b -b 2 -1
1 l-a l-a+b 1-a 3—-a

1

‘1 l-a l-a+b l-a 3—-a 2—a

2-a=0=a=2.
Continuando, a aplicar a regra de Ruffini:
1 l-a l-a+b l-a 3-a
1 1 2—a 3-2a+b 4-3a+b

‘ 1 2—a 3-2a+b 4-3a+b 7—4a+b

7T-4a+b=0na=2T7-4x24+b=0ra=2
b=1rna=2
Novamente, pela regra de Ruffini, tem-se:
1 2—-a 3-2a+b 4-3a+b
1 1 3-a 6-3a+b

‘1 3—a 6-3a+b 10—6a +2b

10-6a+2b=0na=2rb=1 &
<10-6x2+2x1=0na=2Ab=1
< 0=0na=2Ab=1 (verdade)
Aplicando, de novo, a regra de Ruffini, tem-se
1 3-a 6-3a+b
1 1 4—qa

‘ 1 4-—a 10—4a+b

10-4a+b=0na=2Ab=1.
&10-4x2+1=0na=2Ab=1
=S3=0Aa=2Ab=1 (falso)

Donde, podemos concluir que n=3,b=1¢ a=2.

P(a)+P(-a)=
=a""' a7 —a+l+ (—a)zn_1 —(—a)zn_2 —(-a)+1=
=a""' a7 —a+l -a"' - +a+l=
=2-24"" =2(1-2"")=




9.2.

10.

11.

12.1.

Sabemos que n =3, logo P(x)=x"—x"-x+1.

. 1
Determinemos, agora, o valor exato de ———.
P(+2)

1 1

P(2) (V2) -(v2) —2e1
1 1 -
NN T RN RN
R 32 +3 W2+43
323 (32-3)(32+3)

(3\/5)2—32
_3W2+3 3243 2+l

18-9 9 3

Como (x+1)(x—2) tem grau 2, o grau de R(x), resto da
divisdo de P(x) por (x+ 1)(x—2) , ¢ ndo superior a 1.
Logo, R(x)=ax+b e P(x)=(x+1)(x-2)xQ(x)+ax+b
Sabemos que P(-1)=7 ¢ P(2)=3. Entdo

—-1+1)x(-1-2 —1)—a-b=7
{( (-1-2)x0(-1)-a-b=T _

(2+1)x(2-2)x0(2)+2a+b=3

{—a+b=7 {b=7+a {b=7+a
o P= P=

=
2a+b=3 2a+7+a=3 3a=-4
p=7-2 |p=L
= o 3
4 4
a=—— a=——
3 3
4 17
Logo, R(x)=——x+—.
£ (*) 3 3
O resto da divisdo de P(x) por (x+1)(x—2) éiguala
4 17
—X+—.
3 3
Utilizando o algoritmo da divisdo inteira de polindmios,
tem-se que:
¥+ rax+bh | X +1
—x* —x’ X +x

X+ 0x? + ax+b

—X —X

ax—x+b
O resto da divisdo ¢ ax—x+b , ouseja, é (a—1)x+b.

Como sabemos que o resto ¢ igual a 3, tem-se que:
(a—l)x+b:3<:>a—1:0/\b:3<3

Sa=1Ab=3
Logo, a+b=1+3=4

P(a)+P(-a)=a"+a+1+(-a) +(-a)+1=
=a"+(-a) +2

Se n & par, tem-se que (—a )" =a" e, se n ¢ impar, tem-se

que(—a)’ =—a":

Paranpar: P(a)+P(-a)=a"+a"+2=2a"+2

Para n impar: P(a)+P(—a) =a"-a"+2=2

30
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12.2. Para n = 6, tem-se que P(x) =x"+x+1.

Utilizando o algoritmo da divisdo inteira de polinomios:

40 +0x +0x° +0x +x+1] x* -1

—x* +x* X +xt+1
x40’ +0x7 +x+1
—x* +x

X +x+1
—x’ +1
x+2

Polinémio-quociente: x* +x* +1

Polinémio-resto: x + 2
Ficha de teste 5 Pags.36 e 37

1.

O resto da divisdo de P(x)=3x*—2x’+2x> —x+1 por

B(x)=x—2 & pelo teorema do Resto, igual a P(2).

P(2)=3x2"—2x2’ +2x2% —241=
=48-16+8-2+1=39

O ntmero 39 nao € primo, nem par nem multiplo de 6, mas ¢

multiplo de 3.

Resposta: (C)

O polinomio P(x)=ax" —2x+36 ¢édivisivel por x+2,

pelo que P(—Z) =0 . Assim, vem que:

a><(—2)4 -2(-2)+36=0<16a+4+36=0< 16a =—40
40 5
Sa=-——Sa=——
16 2
Resposta: (B)
O polinémio P(x) tem grau 3 quando a#1.
Resposta: (C)
Temos que R(x)=aP(x)+b0(x) e
P(x) =x?, Q(x) =x"+x" e R(x) =5x* +3x?
pelo que:
5x* +3x7 = ax’ -i—b(x4 + xz) =
oSxt 43 =ax +bhx* + b’ &
< 5x* +3x7 =bx' +(a +b)x2
Logo b=5Aa+b=3 ©ob=5ra+5=-3 &
Sb=5Ara=-2
Resposta: (D)
Sabemos que Vx € R, P(x)+xP(2—x)=x"+3.
Substituindo x por 1, tem-se que:
P()+1xP(2-1)=1"+3 < P(1)+P(1)=4

©2P(1)=4 @P(l):g & P(1)=2

Resposta: (B)
P(x)=(6x> —4x +1) =(6x> — dx +1)(6x> ~4x +1) =
=36x" —24x° +6x° —24x +16x" —4x+6x" —4x+1=
=36x" —48x +28x> —8x+1
Soma dos coeficientes do polinémio: 36 — 48 +28 — 8 + 1=9
[Jutro processo:
Soma dos coeficientes de P(x)=P(1)=(6-4+ 1)2 =3=9



2. Algebra

10.1. Sabemos que P(1)=0.

5 4 3 2 2
207407+ —xT 0| 4xT -2 Prax®+bxl+c=01+a+b+c=0

2" —x* _Xi _xi x 3 Por outro lado, também, sabemos que P(—x)+P(x)=0.
2 4 8 16
Y —rxt0 (—x)3+a(x)2+b(—x)+c+x3+ax2+bx+c=0 =
. X o +ax’ —bx+c+x’ +ax’ +bx+c=0 &
x—? < 2ax* +2c=0 @ ax* +c=0
<, Pela igualdade de dois polindomios, tem-se que:
?—X +x+0 a=0Ac=0
PER E, substituindo a =0 Ac¢=0naequagdo 1+a+b+c=0,
_?‘FI tem-se que b=-1.
3 Assim, P(x)=x’—x.
—+x+0 1
4 10.2. Determinemos o valor exato de ————.
3 3 P(¥2)-2
——=x
4 8 1 ~ 1 ~
240 PR2)-2 |(42) -4z -2
3 2
Polinémio-quociente: —x——x—+f—i = ! = ! = L
2 4 8 16 [%/?_3/5}_2 2-2-2
5
Polinémio-resto: —
olinémio-resto 8x :_lxi/;z :%:_ﬂ
Nx P2
1 6 13 24 36 11.1. P(x) édivisivel por x+1, significa que, pelo teorema do
3 3 9 _12 -36 resto, P(—1)=0. Assim:
13 4 12/ 0 p(_l):o©(2a+1)(-1)3+G—aJ(—1)2—1:0 =
-3 -3 0 -12 7
P @(2a+1)(—1)+(5—aJ(1)—1:0 o

Polinémio- iente: x* +4
O?HOIHIO quociente: x <:>—2a—1+z—a—1:0<:>
Polinémio-resto: 0 2
S _ 4 3 2
Pretende-se que o polinomio P(x)=x"+ax’ +b” +8x+4 o 3a+ 7 220 & 3a+ 3_ 0o
. . , 2 2
seja um quadrado perfeito, pelo que:

1
x4+ax3+bx2+8x+4:(x2+cx+d)2,p0isoquadradode <:>—6a=—3<:>a:E

um polindmio de grau 2 & um polinémio de grau 4. 11.2. Substituindo a por 1 na expresso de P(x), tem-se que:
Assim, vem que: 2

x4+ax3+bx2+8x+4=(x2+cx+d)(x2+cx+d) p=% P(x)=(2xl+le3+[z—lsz—l N -
Sxtvad +hx* +8x+4=x"+ox +d’ + 2 22
+ex’ + e x +edx+dx +edy+d’ < Por outro lado:
oxt+ax’ +bx’ +8x+4= T(x):2(x+1)2(x—ij:2(x2+2x+1)(x—ij=
:)64+ZCJC3+(2a’+c2)xz-4—2calx+d2 2 2
Donde: :Z[x—%J(x2+2x+l) =(2x-1)(x¥" +2x+1)=
2c=a 2c=a 2e=a 2e=a =20+ Ax? 4 22 —2x—1 =200 +327 — 1
2d+02=b© 2d+c*=b - —4+c2:bv 4+c*=b Logo, T'(x) = P(x)
2¢cd =8 2cd =8 ~4c=8 4c =8 ’ '
d* =4 d=-2vd=2 d=-2 d=2
a=-4 [(a=4 Ficha para praticar 13 Pags. 38 e 39
b=0 |p=3 L1 4%’ -25=(2x-5)(2x+5)
Tle==2"]c=2 1.2, 18-2x"=2(9-x")=2(3-x)(3+x)
d=-2 |d=2

13, ¥ —10x+25=(x-5) =(x-5)(x-5)

Sed=-2,b-a=0+4=4.
¢ “ 1.4. xz—xS:xz(l—x)

Sed=-2,b-a=8-4=4.
Em qualquer dos casos, tem-se que b—a=4<a=b—4.
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2
15, ~_x_xf 1
2 8 207 4

L6 —liqll—4><2><(—1)

4

-1-3
Xx=——x==vx=-1
4 2

233 +x-1=0=x= &

—-1£3
= v
4

2x2+x—1:2(x—%J(x+l)
—5i1/25—4x(—3)x2

-6

<X

1.7. 3x*+5x+2=0=x=

=

-5+7
= \4
-6

-5-17 1
X=——Sx=—-vx=2
—6 3

<X

“3x?4+5x+2= —3(x+%](x— 2)

—16i,/256—4><(—6)><6
-12
-16+20 -16+20 -16-20
x=—— & x= VvV Xx= &
-12 -12 -12

1.8. 16x+6-6x"=0x= =

<:>x=—lvx=3
3

16x+ 6 — 6x* =—6[x+%j(x—3)

1.9. —2x°-8x*+10x= —2x(x2 + 4x—5)

—4iJl6—4><(—5)
2
-4+6 —4-6
x= VX=
2 2
—2x° —8x? +10)c:—2x(x2 +4x—5):—2x(x—1)(x+5)

X 4+4x-5=0x= [=4

446

S x= < x=1lvx=-5

1.10. 237 +5x° +4x* = x2(2 +5x +4x2)

5+ [25-4(4)(2)
2(4)

- impossivel em R

45 +5x+2=0 x=

5447
8

p=4

<X

Assim, 2x% +5x° +4x* = %7 (2 +5x+ 4x2)
2. O polinomio P(x) ¢ do segundo grau e tem dois zeros
simples, pelo que P(x)=a(x—b)(x—c), onde b e ¢ sdo

0s seus zeros e a ¢ um nimero real. Assim, tem-se que:

P(x)= a(x+éJ(x—3), onde a é um numero real diferente

1 25
de zero. Por outro lado, temos que P(Ej = 7 dai que:

1 1)1 25 5 5) 25
al=+—||=-3|=—<a|l=- || = |=—¢&
[2 3J(2 J 4 [6)[ 2) 4
25 25 25 [ 12J
S-——a=—a=—X|—— | &
12 4 4 25

12
@a:—ZQa:—:;

Logo, P(x) = —3[)5 + %j(x - 3) = (—3x - 1)(x - 3)

=-3x"+9x—x+3=-3x"+8x+3

2. Algebra

3. O polindomio P(x) ¢ de quarto grau e admite os zeros
simples —3 ¢ —1 ¢ 0 1 como zero de multiplicidade dois, pelo
que P(x)=a(x+3)(x+1)(x- 1)2 , onde a é um niimero real

diferente de zero.
Por outro lado, sabemos que o resto da divisdo de P(x) por

x+2 éigual a9, isto &, P(~2)=-9 . Assim, tem-se que:
a(-2+3)(2+1)(2-1) =9

<a()(-1)(9)=-9=-9a=-9=a=1
P(x)=(x+3)(x+1)(x-1)°

4.1. O polindmio x’ —2x* —x+2 admite a raiz 1.

Pela regra de Ruffini, tem-se:

‘1 -1 21 0

Determinemos os zeros do polinémio-quociente x* —x—2.
1+ 1-4x%x(-2
EECI

1+3 1-
=—vx=—=— o
2

X¥-x-2=0=x=

1£3 3
Sx=——ox
2 2
Sx=2vx=-1
=20 —x+2=(x-1)(x-2)(x+1)
4.2. O polinémio —x* +3x* +3x> —11x + 6 admite 1 com zero de

multiplicidade dois. Pela regra de Ruftfini, tem-se:

Determinemos os zeros do polindmio-quociente:

x> +x+6
—li1ll—4><(—l)><6
-2
-1£5 -1+5 -1-5
Sx=——— S xX=———VX=—
-2 -2 -2
Sx=-2vx=3

—x* 4307 4307 1+ 6= —(x—1)" (x +2)(x—3)

X +x+6=0x=

=

=

4.3. O polinémio x° +3x* +4x’ +4x> +3x+1 admite —1 como
zero de multiplicidade 3.

Pela regra de Ruffini, tem-se:

13 4 4 31
-1 12 2 2 -
12 2 2 [ o
-1 o1 1 -1
11 1 1o
-1 10 -1
10 1|0
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4.4.

4.5.

Determinemos, caso existam, os zeros do polinomio- 6.1.

-quociente x* +1.

x> +1=0< x> =—1 é impossivel em R .

X 43x +4x° +4x° +3x+1=(x+1)3(x2 +1)
2x° +2x* +20x+16 &
x —4. Pela regra de Ruffini, tem-se:

-2 2 20 16

O polindémio divisivel por

4 -8 24 -16

‘72 -6 4| 0 6.2.

Determinemos os zeros do polindmio-quociente:

2x2—6x-4
6+,/36-4x(-2)x(—4
2x*—6x-4=0x= 4( )( )c>
612 6+2 6-2
S x= X = VX= =
-4 -4 —4

Sx=-2vx=-1
—2x7 +2x" +20x+16 =-2(x —4)(x+2)(x +1)

O polinémio —x* + x> +5x +3 ¢é divisivel por x—3 . Pela
regra de Ruffini, tem-se que:
-1 1 5 3
3 -3 -6 -3
‘ -1 2 -1, 0

Determinemos os zeros do polindmio-quociente:
—x*=2x-1

—x2—2x—1:Oc>—(x2+2x+1):O PN

S +2x+1=0 <

S(x+1)=0 @x+1=0 & x=-1 6.3.

—1 € um zero de multiplicidade dois do polinémio:
—x*—2x-1

Assim:

X +x+5x+3 =—(x—3)(x+1)2

Sabemos que o polinémio P(x)=2x’—x*-25x—12 ¢ 71

.. 1 .
divisivel por 2x +1, pelo que uma das suas raizes ¢ 2 ja

que 2x+1:0©x:—%.

Utilizando a regra de Ruffini, tem-se:

2 2 24 0

Determinemos, agora, as raizes do polinomio-quociente,
2x* —2x—24.

2+./4-4x2x(-24
23 -2x-24=0 x= 2 ( )@ 7.2.
2+14 2+14 2-14
= @x: vV = C>
4 4 4

S x=4vx=-3

2x —x?—25x-12= 2[x+%}(x —4)(x+ 3)
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—/2 ¢ uma das raizes do polindomio.

P(x)=x3—2\/5x2—2x+4\/§ se P(—\/E)zo.
P(2)=(~2) ~242(~2) ~2(~2)+ 42 -

= 22-22(2)+ 22 +4/2 =

= 22-42+2V2+42=

=0, pelo que —/2 ¢ uma raiz das raizes de P(x).

Sabemos que —v/2 é uma das raizes de P(x). Pela regra de

Ruffini tem-se que:

1 242 2 42
2 6 -4

‘1—3«/540

Determinemos as raizes do polindémio-quociente:

N

x3—3x/5x+4
2
W2 +,(3v2) - 4x4
x2—3\/5x+4=0<:>x= > [=
W2 +2
X=———7—7—-
2
32 +42 32 -2
X= VX= =
2 2
<:>x=2x/5vx=x/5

As outras raizes de P(x) sao 2\/5 e \/5

Assim, P(x):(x+x/§)(x—x/§)(x—2\/§).

lal+]bo]+[c][+3 _ V2+242+2+3 _
a+b+c-3 — 2+2\/§+\/5—3

(42+3)(2V2+3) 16412v2 464249
Tps)avae) T 80

=182 -25
Sabemos que P(x)=(x-2)’ (—x2 +x+ 2)

Vamos fatorizar o polinémio —x* +x+2 .

1+ J1-4x(-1

><( )><2 -
-2

_—1-3

X’ +x+2=0x=

—-1+3 —-1+3
Sx=———x vx= =
-2 -2 -2
Sx=2vx=-1.
Assim, P(x):(x—Z)s(—(x—Z)(x-i-l)) , ou seja:
P(x) = —(x—2)4(x+1)

A afirmagio ¢é falsa, ja que 2 é um zero de multiplicidade

quatro.

Temos que P(x)= —(x—2)4(x +1) e x> =1(x-1)(x+1),
pelo que:

T(x)=P(x)x(x’ -1)=

:—(x—2)4(x+1)><(x—1)(x+1)=

= —(x— 2)4(x +1)2(x—1)



9.1.

9.2.

9.3.

=(6v2 -8~ 12+8\/_)(\/_)
= (14v2-20)(v2) =
=28-2012
O polindmio P(x) ¢ de quarto grau ¢ admite os zeros duplos
3 e -1, pelo que P(x)=a(x-3)"(x+1)", onde a é um

numero real diferente de zero.
Por outro lado, sabemos que o resto da divisdo de P(x) por

x—2 éigual a 18, dai que P(2)=18. Assim, tem-se que:
a(2-3)'(2+1) =18 ax1x9=18 =% =18 = a=2
Logo, P(x)= 2(x—3)2(x+ 1)2 .
Sabemos que P(x) ¢ divisivel por x -2, pelo que P(2)=0
e sabemos, também, que —3 ¢ um zero de P(x), pelo que
P(-3)=0.
Assim, tem-se que:
P(2)=0 2’ +2b+c=0
<:> 3

P(-3)=0 |(-3) -3b+c=0

{8+2b+c 0 {c——8—2b
& &
27-3b+c=0 c=3b+27

3b+27=-8- 2b<::> 3b+2b=-8-27
c=3b+27 c=3b+27

II

0

0

5b=-35 b=—
=
c—3b+27 c=3x(-7)+17

{d

Sabemos que b=-7 e ¢=6,pelo que P(x)=x’—7x+6.

1 0 -7 6

-3 -3 3

1 -1 0

Logo, P(x) = (x - 2)(x + 3)(x - 1) .

Sabe-se, por 9.1., que P(x)=x"—7x+6. Assim:
P(x)=6<:>x3—7x+6=6 oxX-Tx=0 o
<:>x(x2—7)=0 Sx=0vx*-7=0

Sx=0vx’=7 ©x=0vx=— 7vx:x/7

={-7,0,47)

2. Algebra

Ficha para praticar 14
1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

2.1.

2.2.

3.1.

34

B(-2)=(-2)' - (-2)" -

pelo que -2 ¢ uma raiz de B(x).

4(-2)+4 =-8-4+8+4=0,

Utilizando a regra de Ruffini, tem-se:

1 -1 4 4
2 2 6 4

1 3 2] o
Determinemos, agora, as raizes do polindmio-quociente:
X =3x+2
3+£,/9-4(1)(2
x2—3x+2—0<:>x—2(1)()()<:>

3+1
Sx="
2

Sx=2vx=1

3+1 3-1
SX=——VX="TTC
2 2

As outras raizes de B(x) sdo 1 e 2, pelo que
B(x)=(x+2)(x-2)(x-1).
B(x)<0<:>(x+2)(x—2)(x—l)<0

Vamos construir um quadro de sinais.

X |- -2 +o

x+2 - 0 + + +

x—2 - — _ _ _

x-1 - - - 0 +

o |+ o+ &
+ |+ |+ |+

B(x)|  — o + o] -

Assim, tem-se que B(x) <0< xe]-0,-2[U]l,2[
A(x) =—x -2x"—x= —x(xz +2x+ 1) = —x(x + 1)2

Vamos construir um quadro de sinais.

X —o0 -1 +od

—x + + + 0 _

(x+1) |+ 0 + + +

AX) |+ o] + o] -

Assim, tem-se que: A4(x) >0 xe]-,0]
1002 +9=0 & () ~10x* +9=0
Substituindo x* por y, vem que
10+\/100 4x1x9
RSN
2x1
_10%8 1048
2 Y 2 7 2
S y=9vy=1

12 —10y+9=0< y

Sabemos que y=9v y=1 ecomo x’ =y, vem que

X¥=9vx’=lex=-3vx=3vx=—lvx=1

x4—x2—6:O<:>(x2)2—x2—6:O

Substituindo x* por y, vem que:

1i1/1—4><1><(—6)

—yp-6=0cp=— ¥
y -y y %1
15 1+5

Sy=—-<
Y > y= 5 vy=

1-5

Sy=3vy-2

Pags. 40 e 41



3.2.

3.3.

34.

3.5.

Voltando a variavel x::
X=3vxt=22ox=-— 3vx=\/§
(x* =-2 éimpossivel em R , pois VxeR,x*>0)

22t 4687 +8=0 2(*) +6x° +8=0

Substituindo x* por y, vem que:
2y’ +6y+8=0=

—6iJ36—4><(—2)><8 —6+10
Sy= S y= &
-4 —4
o _—6+10V _—6—10<:>
I

Sy=-lvy=4
Voltando a variavel x:
X=-lvx'=d4o x==2vx=2

(x* =—1¢éimpossivel em R , pois VxeR,x*>0)

W =T -2 3 TP 42202 3(x) 7 +2=0

Substituindo x* por y, vem que:

7149 —-4x3x%x2
= =

3" +7y+2=0y= c

7+5 7-5
Sy= Y
6 5 6

1
<:>y=2\/y=§

Voltando a variavel x:

—1<:>x:— 2vx:\/§vx:—\/va:\/I<:>
3 3 3

X =2vxi=
S x=— 2vx=\/5vx=—£vx=£
3 3
2x4+(2x—1)2:x(x—4)<32x4+4x2—4x+1:x2—4x<:>
S +4x - —dx+4x+1=0
o2 4322 11205 2(x) +3x* +1=0

Substituindo x* por y:

-3+49-4x2 o

2)*+3y+1=0c y=

4
P £ T IS SO o O
I

=4 ——l\/ =-1
y 2 y

Voltando a variavel x:

1
¥ =-=vx=-1

Estas equagdes sdo impossiveis dado que Vxe R, x* >0 .

Vamos fatorizar o polinémio 3x* —6x” +6x—12 . Para tal,

experimentam-se, como possiveis raizes, os divisores inteiros
do termo independente, que sdo —12, -6, -4, -3, -2, -1,

1,2, 3,4,6e12.

Como para x =2 o polinémio tem o valor numérico zero, 2 é

raiz do polindémio, pelo que:

3 6 6 -12
2 6 0 12
| 3 0 6 0
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3.6.

4.1.

4.2,

2. Algebra

O polindmio-quociente 3x*+6 ndo tem raizes, ja que
VxeR,3x*+6%0.

Assim, tem-se que:

350 60" +6x-12=0 (x-2)(3x* +6) =0 < x=2
Vamos fatorizar o polindmio x° —x* —4x+4 .

Para tal, experimentam-se, como possiveis raizes, os divisores

inteiros do termo independente que sdo —4,-2,-1, 1,2 e 4.
Como para x=1 o valor numérico do polindémio ¢ zero, 1 ¢

raiz do polindomio, pelo que:

Assim, x3—x2—4x+4:(x—1)(x2—4).

Resolvendo, agora, a equagdo, tem-se:

(x3—2x)(x3—x2—4x+4):0<3
<:>x(x2—2)(x—1)(x2—4)20<:>
Sx=0vx’-2=0vx-1=0vx’-4=0 <
Sx=0vx=-— 2vx=\/5vx=1vx=—2vx=2

O polinomio A(x)=-2x"+2x> +14x* + kx—12 & divisivel

por x+1, pelo que 4(—1)=0. Assim, vem que:

A(—l):0<:>
& -2x(-1)" +2x(-1) +14x(-1)’ —k-12=0 &
o 2-2414-k-12=0 &
S—k-2=0=k=-2

Sabemos que £ = -2, pelo que
A(x) =2x*+2x° +14x7 —2x—12.

Pela regra de Ruffini, temos que:

2 2 14 2 -12
-1 2 4 -10 12
| 2 4 10 -12] 0

O polindmio-quociente Q(x), & igual a
Q(x) =-2x +4x* +10x-12.

Para fatorizar este polindmio, experimentam-se, como
possiveis raizes, os divisores inteiros do termo independente
quesio-12,-6,-4,-3,-2,-1,2,3,4,6¢12.

Como Q(1)=0, 1 éraizde O(x), pelo que:

2 4 10 -12
1 2 2 12
| 2 2 12] 0

Determinemos, agora, as raizes de —2x” +2x+12.
2 +2x+12=0&

2+ J4-4x(-1)x12 —2+10
Sx= S x= o
4 4
-2+10 -2-10
X = VX= =
4 4

Sx=-2vx=3
Assim, temos que A(x)=-2(x—1)(x+2)(x+1)(x-3).
Vamos, agora, resolver a inequagio A(x) >(0 com recurso a

num quadro de sinais.



X |- =2 =1 1 3 +q
) — — — — — — — — —
x—1 - |- - |- - 0 + |+ +
x+2 - 0 S I I S O S S
x+1 - |- - 10 + |+ + |+ O+
x-3 o e e e e e 0 +
Ax)| - | o] + o] - ]o] + |0 -

A(x)>0<3xe]—2,—l[u]1,3[
5.1. Determinemos as raizes do polinémio 4x—21.
4x-21=0=x= 2
4
Vamos, agora, resolver a condigdo (4x—21)B(x)<0

recorrendo a um quadro de sinais.

X —00 5 g +oq
4
4x-21 - - - 0
B(x) — 0 + +
(4x—21)-B(x) + 0 _ 0 +
(4x—21)B(x)SO<:>xe[5 ,%

5.2. O polindmio —x* —3 ndo tem raizes reais, pois
VxeR,—x*>-3<0. Para resolver a condicao

(—xz - 3)B(x) >0 vamos recorrer a um quadro de sinais.

X —00 5 +og
—x2-3 _ _ _
B(x) — 0 +
(—x2 —3)B(x) + 0 -

(—x2 —3)B(x)>0<:>xe]—oo 5[

5.3. Determinemos as raizes do polinémio x”—6x+5 .

_62\36-4x5

X -6x+5=0x=

2
6+4 6+4 6-4
x= < x= VXx= <Sx=5vx=1
2 2 2

Dai que x* —6x+5=(x—5)(x—1)
Vamos, agora, resolver a condigdo (x2 —6x+ S)B(x) <0

recorrendo a um quadro de sinais.

X —00 1 5 +og
x-5 - - - 0 +
x—1 - 0 + +
B(x) — — — 0
(x2—6x+5)B(x) — 0 + 0 +

(x2—6x+5)-B(x)SO<:> xe]—oo,l]u{S}

2
6.1. Considerando x* = (x“) e substituindo na equagio x* por

¥, temos:
+ —
y2—17y+16=0<:>y=17_\/289 4><1><16©
2x1
1715 17-15 17+15
= = 2 vy= 2 =

S y=lvy=16
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6.2.

8.1.

8.2

2. Algebra

Voltando a variavel x, tem-se que:
x*=16vx* =1<:>x=i(‘/ﬁvx=i(‘ﬁ<:>
Sx=-2vx=2vx=-lvx=1
As raizes de P(x) sdo—2,-1,1¢e2.
P(x) = (x4 - 16)()64 - 1) =
= (x2 —4)(x2 + 4)()62 —1)(x2 +1) =
= (x - 2)(x + 2)(x - 1)(x + 1)()62 + 4)()62 + 1)
P(x) = (x - 2)(x + 2)(x - 1)(x + 1)()62 + 4)()62 + 1)
Vamos recorrer a um quadro de sinais para resolver a
inequagdo P(x)<0 . Para tal, temos que:

P(x) = (x - 2)(x + 2)(x - 1)(x + 1)()62 + 4)()62 + 1)

X |- =2 -1 1 2 +o
x+2 - 0 S o I S I R S A
x+1 - |- - 0 + |+ o+ |+ O+
x—1 - |- - |- - 0 + |+ +
x—2 - |- - 1-1 - 1-1 - 10 +
X+4l + |+ |+ O+ |+ O+ ]+
X4+l + |+ |+ O+ |+ |+
P(x)| + [0l - o] + o] - [0 +

P(x)SO@xe[—Z,—l]u[l,Z]
Sabemos que -3 ¢ uma das raizes do polinomio

P(x)=2x"+3x> —3x—2. Pela regra de Ruffini, tem-se que:
2 3 3 =2

1
— -1 -1 2
2
| 2 2 4 0
Determine, agora, as raizes do polindémio-quociente:
2% +2x—4
) —2+\4-4x2x(-4)
2x°+2x-4=0=x= 2 =
-2%6 246 -2-6
SxX=—— S X=——VX=—— &
4 4 4

Sx=lvx=-2

Como a>b,a=1 e b=-2,entio a”zl'zzlizzl.

X2xeox-x20

X —x:x(x2 —1):x(x—l)(x+1)

Recorrendo a um quadro de sinais, vamos resolver a
inequagdo x’ —x>0.

X —00 -2 -1 2 +og

% - - - 0 + + +
x—1 - - - - - 0 +
x+1 — 0 + + + + +
x—x - 0 + 0 - 0 +

¥2rxoxX-x20exe[-1,0]U[l, +o

X -Tx<6=x-Tx-6<0

Para fatorizar o polinémio X =7x-6, experimentam-se,
como possiveis raizes, os divisores inteiros do termo
independente, que sdo —6,-3,-2,-1,1,2,3 ¢6.



8.3.

8.4.

Para x =3, o polinémio tem o valor numérico zero, logo 3 é
uma das raizes do polinémio.

Pela regra de Ruffini, tem-se:
1 0 -7 -6
3 3 9 6
| 1 3 2[ 0

Determinemos, agora, as raizes de x* +3x+2 .

_3+49-4x1x2 -3+1

X 43x+2=0x= < x= =
2x1 2
x:_3+1vx:ﬂ<:>x:—lvx:—2
2 2

x2+3x+2:(x+1)(x+2)

Recorrendo a um quadro de sinais, vamos resolver a
inequacio x’ —7x<6.

X —o0 -2 -1 3 +oq
x-3 - - - - - 0 +
x+1 - - - 0 + + +
x+2 - 0 + + + + +

x=Tx-6 - 0 + 0 - 0 +

Assim, ¥’ —7x<6< ¥ -Tx-6<0
@e]—oo,—Z[u]—l,3[
X —=2x*=5x+320

Vamos fatorizar o polinomio P(x)=x"—2x*-5x+6,

experimentando, como possiveis raizes, os divisores inteiros
do termo independente que sdo —6, -3, -2,-1,1,2,3 ¢ 6.
Para x =1, o polindmio tem o valor numérico zero, logo 1 é
uma das raizes do polindémio.

Pela regra de Ruffini, tem-se:
1 2 =5 6
1 1 -1 -6
| 1 6 -6 0

Determinemos, agora, as raizes de x> —x—6.

1i1/1—4><1><(—6)
_— s
2x1
1+5 1+5 1-5
SxX=—SSx=—-VI=— &
2 2 2
Sx=3vx=-2.

xz—x—6:(x—3)(x+2)

¥ -x-6=0=x=

Recorrendo a um quadro de sinais, vamos resolver a
inequacio x’ —2x> —5x+6>0.

X —o0 -2 1 3 +oq
x—1 — - — 0 + + +
x-3 - =7 = =1 = o] +
x+2 - 0 + + + + +
P(x) | - |o] + |o] - o] =+

X' =2x"-5x+620= xe[-2,-1]U[3, +o]

X430 <48 @ x¥+3x° -4x° <0 &
<:>x3(x3 +3x7 —4)SO
Para fatorizar o polindmio X +3x2 -4, experimentam-se,

como possiveis raizes, os divisores inteiros do termo
independente que sdo -4 ,-2,-1,1,2,4.
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8.5.

8.6.

2. Algebra

Para x =1, o valor numérico do polindémio ¢ zero, logo 1 ¢
uma das raizes do polinomio.
Pela regra de Ruffini, tem-se:

1 3 0 —4
1 1 4 4
|1 4 4] 0

)63-4—3962—4:()6—1)(962+4x-4—4):(x—1)(x+2)2

Recorrendo, agora, a um quadro de sinais, vamos resolver a
inequacdo:

x® +3x° <4x’, tendo em conta que:

W43 <4’ x5 +3x° -4’ <0 &

<:>x3(x3+3x2—4)30 ©x3(x—1)(x+2)2S0

X —0 -2 0 1 +0g
x - - — 0 + + +
x—1 - =1 = -1 = o] +
(x+2)° + 0 + + + +
P(x) + 10 + 10 - |0 +

X438 <4x’ & x* +3x° -4x* <0 @xe{—Z}u[O,l]
Determinemos as raizes do polinémio x* —2x* -9,
experimentando, como possiveis raizes, os divisores inteiros
do termo independente que sdo -9, -3,-1, 1,3 ¢ 9.

Para x =3, o polindmio tem o valor numérico zero, logo 3 é

uma das raizes do polindomio. Pela regra de Ruffini, tem-se:
1 -2 0 -9
3 3 3 9
[ 1 1 3] 0
Determinemos, agora, as raizes de X +x+3.

—1+4/1-4x3 -1£+-11

XH+x+3=0x= & x=
2 2

impossivel em R , pelo que o polinémio x* —2x* —9 ndo

tem mais raizes.

Para resolver a inequagdo (x + 1)(x3 -2x" - 9) <0, vamos

recorrer a um quadro de sinais.

x —o0 =1 3 +oq
x+1 - 0 + + +
x=3 - - - 0 +
x+x+3 + + + + +
(x+1)(x3—2x2 —9) + 0 - 0 +

(x+1)(x’ -24" -9)<0 = xe[-1,3].
—x3+6x2—9x20<:>—x(x2—6x+9)20<:>—x(x—3)220

Recorrendo a um quadro de sinais, tem-se que:

X —o0 0 3 +og
—x 0 _ — _
(x-3)° + + + 0 +
—x’ +6x> —9x + 0 - 0 -

—x3+6x2—9x20<:>xe]—oo,0]u{3}



8.7.

8.8.

9.1.

21542 = xt-2x7 1520

Vamos fatorizar o polinémio x* —2x>—15.
¥ -2 1520 (&) ~2x2 -15=0

Substituindo x* por y :

2+,/4-4x1x(-15)

-2y-15=0=y= =
v v 20
o, 258 248 2o
YT ST,

S y=5vy=-3

Voltando a variavel x:

2. Algebra

Pela regra de Ruffini:
1 -5 3 9
-1 -1 6 -9
[1 -6 9 0

Determinemos as raizes do polindmio-quociente x*> —6x +9 .
X —6x+9=0(x-3)=0=x-3=0 & x=3
(3 é uma raiz dupla.)
B(x)=(x+1)(x—=3)(x-3).
* Fatorizagdo do polinomio C(x) .

C(x):4x3—12x2—x+3

X¥=5vxi=-3cx==5vx=5
(A equacio x* =-3 ¢ impossivel em R porque
VxeR,x*>0))

x4—2x2—1520<:>(x—\/5)(x+\/§)(x2+3)ZO

Construindo um quadro de sinais, tem-se:

Para fatorizar este polindmio, experimentam-se, como
possiveis raizes, os divisores inteiros do termo independente
que sao —3,-1,1e3.

Como C(3)=0, entio 3 ¢ uma das raizes do polinomio
C(x) . Pela regra de Ruffini:

4 -12 -1 3

x o0 5 J5 +od 3‘ 2 0 -3

W

k| -] - o = 70 T 0
x+5 - 0 + + + Determinemos as raizes do polinémio-quociente 4x° —1.
2
x +3 * * * * 4)62—1:0<34xz:1<:>xz:1<:>x:—lvx:1
x*-2x-15 0 - 0 + 4 2 2

x4—2x2—1520<:>er—

oo,—\/g:|U|:\/§,+°0[ C(x):4(x—3)(x+%](x—%J

Temos que: = Fatorizag@o do polinomio D(x) :

3 3
(x—%} (2x+4)220c>(x—%} =0v(2x+4) =0

Vamos determinar as raizes do polinomio D(x).

Comecemos por determinar as raizes

x*=10x*+9, e posteriormente, determinemos as raizes do

1 1 do polinémio
<:>x—5=0v2x+4=0<:>x=5vx=—2

polinémio 4x* 1.

Construindo um quadro de sinais, tem-se: )
«x' =102’ +9=0(x7) —10x*+9=0

1
x —o0 2 2 +od Substituindo x> por y, tem-se que:
3 10+\/100 4%x9 10£8
1 Y =10y +9=0<y S y= =4
X—E - - - 0 + 2 2
; 10-8 10+8
(2x+4) + 0 + + + Sy=—Vvry= <y=lvy=9
2 ) Voltando a variavel x, tem-se:
5 (2x+4) - 0 - 0 * X=lvx*=9ox=-Ilvx=lvx=-3vx=3

453 —1—0<:>x——%vx—%

Assim, D(x) = (x~1)(x+1)(x— )(x+3)(x+%j[x—%j.
9.1.2) A(x)xC(x)=0 < A(x)=0v C(x)=0
« Fatorizagio do polinomio A(x):

A(x)=(2x=1)(x* =1) = (2x=1)(x=1)(x +1)
= Fatorizag@o do polinomio B(x)

B(x)=x’-5x"+3x+9

@x:—lvx:—%vlevlevx:3

by P(x)<0 e B(x)xC(x) <0 &
<:>(x+1)(x—3)(x—3)><4(x—3)(x+%j[x—%}<0 o
<:>4(x+1)(x—3)3(x+%](x—%]<0 &

@(x+1)(x-3)3[x+3(x-%j<o

Para fatorizar este polindmio, experimentam-se, como
possiveis raizes, os divisores inteiros do termo independente
que sdo—9,-3,-1,1,3¢e9.

Como B(—l) =0, -1 ¢ uma das raizes do polindmio B(x) .
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9.2.

Construindo um quadro de sinais, tem-se:

1 1
X —00 -1 *E 5 3 +oq
x+1 —lo| + |+ + |+ + |+ +
(x73)3 - =1 = 1-1 - |- - 0
x+% — = =10 + |+ + [+ +
1
X—— - - - - - 0 + + +
2
P(x)| + |0 - o] + [of — |0 +

¢) —V2D(x)2 0 D(x) < —2— & D(x) <

B(x)xC()<0<:>xe} [ E [
" 0

o (x—l)(x+1)(x—3)(x+3)[x+%}(x -%j <0

Construindo um quadro de sinais, tem-se que:

1
x| |3 -1 LD = 1 3+
2 2

D e M It e M A Mt A0 Ml e s M

x+l| — | = = |0 + |+ + |+ +|+H + |+ +

x=3 — |- = |- = |- =1|- = |- =10 +

x+3 — |0 4|+ |+ F|H | H |+ O+

I — | = == =10 + [+ + [+ + |+ -+
X+—=
2

JOO e e I Bt B et Il V) Nl B e
2

D(x)) + |0 -0 +]0 —|0 +|0f —]0] +

—\/ED(x) >0< D(x)<0, pelo que

—ﬁD(x)ZO@xe[

a)

-1l -3 3]

= Sejam as proposicdes elementares:
p,: 1 éaraiz do polinomio A(x)
p,: 1 ¢éaraiz do polinomio B(x)
p, ¢ verdade e p, ¢ falsa.

A proposicdo p pode ser traduzida, simbolicamente, por
P, = p,,pelo que p é falsa.

= Sejam as proposicdes elementares:

q,: —% ¢ raiz do polinomio A(x)

q,: —% ¢ raiz do polinomio D(x)
g, ¢falsae g, ¢ verdadeira.

A proposicdo g pode ser traduzida simbolicamente por
q, < ¢, , pelo que g ¢ falsa.

= Sejam as proposi¢des elementares:
1, 3 é raiz do polinémio B(x)
r, 1 3 é raiz do polinomio C(x)
r, ¢ verdadeira, assim como 7, .

A proposicdo  pode ser traduzida, simbolicamente, por
n AT, , pelo que r ¢ verdadeira.
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9.3.

b)

2. Algebra

= Finalmente, consideremos as proposigdes
elementares:
t,: —1 é raiz do polinomio D(x)
t, : —1 é raiz do polinémio B(x)
t, e t, sdo ambas verdadeiras.
A proposicgdo ¢ pode ser traduzida simbolicamente por
t, v t,, pelo que ¢ é verdadeira.
Sabemos que:
e péfalsa;
e g éfalsa;
o r¢éverdadeira;
e ¢ verdadeira.
Assim, tem-se que:

~(p/\r)3
pla|rlt|par| ~(par)~q|tv~q

=>(tv~q)
F/F[VV F v V| V v

A proposi¢do ~(p Ar)=(tv ~gq) ¢ verdadeira.
As raizes do polinomio B(x) sdo -3, -1 e 3, pelo que

¢ verdadeira a proposi¢do dx € A: x éraiz do
polinomio B(x) ja que todas as raizes de B(x)

pertencem ao conjunto A.

As raizes do polinomio C(x) sdo —%,% e 3, pelo
que ndo ¢ verdade que todo o elemento do conjunto A
seja raiz do polindmio C(x).

A proposi¢do Vxe A, x é raiz do polindmio C(x) ¢é
falsa.

As raizes do polinomio D(x) 530

-3,-1,—-—,—,1 ¢ 3 pelo que todo o elemento do

conjunto 4 ¢ raiz do polinémio D(x) . Assim, a

proposicdo Vxe 4, x ¢é raiz do polinomio D(x) ¢é

verdadeira.

Vamos resolver a equacdo —B(x) =0.

—B(x)zO@ B(x):0<:>(x+1)(x—3)(x+3)20<:>
Sx=-1lvx=3vx=-3

E verdade que existe pelo menos um elemento do

conjunto A4 que ¢ solugdo da equagdo —B(x)=0.

A proposi¢do Ix € 4: x é solucdo da equacdo
-B(x)=0 ¢ verdadeira.

Vamos resolver a equagdo A(x)x B(x)xC(x)=
A(x)xB(x)xC(x)=0<

@A(x)zOvB(x):OvC(x):O I

@[xz—lvxz%vlejv (xz—lvx=3)v

(e
vix=3vx=-—vx=—| &
2 2

<:>x=—1vx=—lvx=lvx=1vx=3
2 2



As solugdes da equagdo A(x)xB(x)xC(x)=0 sdo

-2-Les,
22

Assim, a proposicdo Vx € 4, x é solucdo da equagio
A(x)xB(x)xC(x)=0 ¢ falsa dado que -3 ndo ¢ solugo.

Ficha de teste 6
1.

2.

3.

Pags. 42 e 43
x? >9<:>x2—9>0<:>(x—3)(x+3)>0

Construindo um quadro de sinais, tem-se que:

X —0 -3 3 +og
x-3 - - - 0 +
x+3 - 0 + + +
X' =9 + 0 - 0 +

X >9oxelo,-3[U3,+o
Resposta: (C)
Vamos construir um quadro de sinais.

X |- -3 -1 2 4 +oq
P(x)| = |ol + [+ + o + |+ +
T(x)| + | +| + ol + o - o +
PxT| - |0 0] — |0

Assim, P(x)T(x)<0< xel-o,-3]u{-1}U[2,4]
Resposta: (B)

Vamos fatorizar o polindmio P(x)=2x’—5x* —4x+3 . Para

tal, experimentam-se, como possiveis raizes, os divisores
inteiros do termo independente: -3, -1, 1 e 3.
Como P(-1)=0,-1 é uma das raizes do polinémio P(x).

Pela regra de Ruffini, tem-se:
2 -5 4 3

—1 —2 7 -3
| 2 7 3]0
Determinemos, agora, as raizes do polindmio-quociente:
2% —Tx+3
+./49 —
2x2—7x+3:O<:>x:W<3
7£5 745 7-5
Sx= S x= vXx= =S

4 4 4

@xz?ﬁvle
2

Assim, P(x)=2(x+1)(x- 3)(x —%J , ou seja,
P(x)=(x=3)(2x-1)(x+1).
Resposta: (C)
72==22x"+10x" ©2x* -10x* + 12 =0 =
=2(x*) ~10x* - 72=0
Substituindo x> por y, tem-se:
2" -10y+712=0<
10£+100—4x2x%x72 10++/-476
y= Sy=——
4 4
A equagdo ¢ impossivel
Assim, o conjunto-solugdo da equagdo ¢ & .
Resposta: (C)
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6.1.

6.2.

2. Algebra

Sabemos que 2 ¢ uma raiz do polindmio P(x), pelo que,

utilizando a regra de Ruffini, tem-se:

9 0 -31 -10
2 18 36 10
[ 9 18 5[ 0

-18+£+/324-4x9x5
<~

9x* +18+5=0=x=

18
-18+12 -18+12 -18-12
= X = vVX=
18 18 18
1 5
SxX=——VX=—"
3 3
2 2
Assim, p>+q° = 1 + 3 :1+§:é'
3 2 9 9 9

Resposta: (C)
Vamos utilizar a regra de Ruffini para determinar o grau de
multiplicidade da raiz 1.

1 1 -5 -1 8 —4
1 1 2 3 4 4
1 2 3 4 4 0
1 1 3 0o 4
1 3 0o 4 0
1 1 4 4
1 4 4 0
1 1 5
1 5 9

Como as trés primeiras divisdes sdo exatas (resto igual a zero)
e a quarta divisdo tem resto igual a 9, podemos afirmar que 1
¢ uma raiz de multiplicidade trés do polinomio P(x).

Ja sabemos que P(x)= (x—l)s(x2 +dx+ 4) e por outro
lado, temos que x* +4x +4=(x+2)". Assim:

P(x)=(x-1) (x+2)

Para resolver a inequagdo P(x) >0, vamos construir um

quadro de sinais.

X —0 -2 1 +og
(x-1) - - - 0 +
(x+2)° + 0 - - -

P(x) — 0 - 0 +

Assim, P(x)>0< xe {2} U[l,+o]
Sabemos que o polinémio P(x) tem grau seis e que admite o

zero triplo —1, o zero duplo 2 e o zero simples 0, pelo que
P(x):a(x+l)3(x—2)2x , onde ¢ & um nGmero real

diferente de zero. Por outro lado, sabemos que o resto da
divisdo de P(x) por x—1 ¢ igual a -12, dai que

P(1)=-12.
P(l)=-12=a(1+1)(1-2)(1)=-12 &

S ax8xIxl=-12 < 8a=-12 @a:—% p==

3
Sa=-=
2



8.1.

8.2.

8.3.

9.1.

9.2.

- ]l=—- = ——==
27 9 3 9
:_E-{-ﬂ__ﬂ_q-ﬂ:o
9 3 3

Como T(éj =0, % ¢ uma das raizes do polinomio 7(x).

Pela regra de Ruffini, tem-se:

3 13 7 -1

1 10.
— 1 4 1
3
| 3 -12 3 0
J144 -
3x2—12x+3:0©x:12i 144 4><3><3<:>
2x3
12 ++/108 12463
x= S x= =
6 6
<:>x=2+x/§vx=2—\/§
As dimensdes do paralelepipedo sdo é,Z—\E e 2+4/3.
A maior das raizes do polindmio T'(x) ¢é 2++/3, pelo que
C=2+3.
Assim, tem-se que:
7
Lo 1A (3-5)(-)
2443 243 (2+\/§)(2—\/§) B
E—z\/?—zﬁu
_3 3 _
2
2-(\3)
_?_?ﬁ_é_ﬁﬁ
4-3 3 3
Sabemos que 2 ¢ uma raiz dupla do polinémio A(x) .
Sendo assim, 4(2)=0.
4(2)=0=4(2)' -19(2)" +28(2)+k =0 <
S 4x8-19%x4+56+k=0 <
S k=-12
k=-12, pelo que A(x)=4x’—-19x*+28x—12 ¢2 éuma b

raiz dupla do polindmio A(x).

Pela regra de Ruffini, tem-se:

4 -19 28 -12
2 8§ 22 12
4 -11

6 0
2 8 6
4 3 0

A(x)=(x—-2)"(4x-3)
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2. Algebra

Para resolver a inequagdo A(x) <0, vamos construir um

quadro de sinais.

X —©0 % 2 +00
(x-2)’ + + + 0 +
(4x-3) — 0 + + +

A(x) - 0 + 0 +

Inicialmente, vamos determinar as solugdes da equagdo:
=347 464 =00 () ~34x* +64=0

Substituindo x> por y, tem-se:

+./ _
y2—34y+64:0<:> y:34_ 1156 —4x1x 64 o

2x1
34+30
S y= =
2
34+ 30 34-30
S y= > vy= 2 =

& y=32vy=2

Voltando a variavel x, tem-se:

¥=Rvy'=2s
SSx=— 32vx=\/§vx=— 2vx=\/5
ox=-42vi=42vi=-V2vx=2

As solugdes positivas da equagio sdo V2 e 42,

O retangulo tem &rea igual a 8 e largura quadrupla do

comprimento.

Seja x a medida da largura do retangulo. Logo, % sera a

medida do comprimento e, como a area ¢ igual a 8, tem-se
que:
X X
xx= =8 —=8cx"=32
4 4
Como x > 0, entdo x = V32 ,ouseja, x = NGNS
Assim:
. largura: 42

. comprimento: ¥ =2

Portanto, concluimos que as dimensdes do retdngulo sdo as
solugdes positivas da equagdo x* — 34x% + 64 = 0.



3

Geometria analitica no plano

Ficha para praticar 15 Pags. 44 e 45
1.
y
Bl 1
o 1 |2 X
=1
-3 A

Seja C o ponto de intersegdo da reta ¢ com a reta s, onde:
e ¢ ¢ a reta vertical que contém o ponto B;

e 5 ¢ a reta horizontal que contém o ponto 4.
B

c 3 A

Pelo Teorema de Pitagoras:

AB =AC’ +BC < AB =3 +4> < AB =25
Como AB>0, ﬁzS,peloque d(A,B)zS.

2.1.a) d(A,B):\/[—;+:JZ+(2+3)2 &
& d(4,B)=V1"+5" <d(4,B)=+26

b) d(C,D)z\/(«/E+2—x/E)Z +(1—;j2 =

&d(C,D)= /22+[;j2 ©d(C,D)= /4+i
@d(C,D):\/g @d(C,D):g
) d(E,F):\/(\/g—\/E)Z-F(\/E—l-H)Z &
S d(E,F)=y3-2J6+2+2 & d(E,F)=y7-2J6

2

©d(E,F)=\1-26+6 < d(E,F)=,/(1-6)

Como 1-+/6 <0, d(E, F)=[1-6| =/6-1.

d) d(D,F)z\/(\/E+2—\/E)Z+(1+1)2 =
& d(D,F)=N2*+2* ©d(D,F)=\8 <
&d(D,F)=22

2.2. C[\E,%j e D(\E+2,1),pelo que:

1
V24242 EH

3
M| XA oo 222 2
2 2 2 2

@Mz(\/fﬂ,%j

2.3. a) Sendo P(x,y) um ponto da mediatriz do segmento de reta

2.4.

2.5.

42

[4B], tem-se que d (P, A)=d (P, B) . Logo:
2 2
[x-r%} +(y+3)2:£x+%j +(y-2) e
c>x2+§x+E+y2+6y+9:
3 9
AL S SN
3 9 y y
<:>§X+E+6y+9=2x+l—4y+4 =4
3 9 3 9
1 16

2 8
Sby+4y=—x——x+—+4-—-9 &
e 39 9

<:>10y=—2x—2—30 =1

20
ey 3 o, x 2
7 10 10 7 5 3

b)  Sendo P(x s y) um ponto da mediatriz do segmento de

reta [DF], tem-se que d (P, A)=d(
(x—(\/E-FZ))Z +(y-1) =(x—x/5)2 +(y+1) &

<:>x2—2(«/§+2)x(\/§+2)2+y2—2y+1:

P, B) . Logo:

:xz—Z\/Ex+(\/§)2+y2+2y+l =
-2 2x—4x+2+42+4+y  —2y+1=
:x2—2\/§x+2+y2+2y+1<:>
S Ax+2+42+4-2y+1=2+2y+1 &
o 2y-2y=4x+3-7-42 &

o -4y=4x-4-42 &
<:>y:—x+l+\/5

Vamos determinar o raio, », da circunferéncia.

r=d(C.F)=\(v2-2) +(_1_;J2 -

2
_Josf-3) - ﬁ _3
2 4 2
Assim, uma equagao da circunferéncia de centro
2
A —ﬂ,—3 e raio 3 é x+i +(y+3)2 :2 .
3 2 3 4

O centro da circunferéncia de didmetro [CD] é o ponto M,
ponto médio do segmento de reta [CD].

3
Por 2.2. sabe-se que M(\/E +1, Zj .

V17
d(C,D : N
O raio éigual a %,ou seja, %:%

Assim, a equagdo reduzida da circunferéncia de diametro

[CD] é (x—(ﬁﬂ))z +[y—ij2 :[*/ﬁjz N

4

o (e-E1) o(5-3] =2

16



3.1. A circunferéncia tem centro no ponto de coordenadas (-1, 1)
e raio igual a 2.
Determinemos a distdncia do ponto W ao centro da
circunferéncia e caso essa distancia seja superior a 2, o ponto
diz-se interior a circunferéncia; se for igual a 2, o ponto
pertence a circunferéncia e se for superior a 2, o ponto diz-se
exterior a circunferéncia.
2 2
5 3
(-2 +1) +(7—1) = /(-1 +(f) =
2 2
r \F NE
4
Como T <2, 0 ponto W ¢ interior a circunferéncia.
32, (x+1)+(y-1) =4
S +2x+1+y" -2y+1=4 &
S +2x+y"-2y+2=4 &
St +2x+1y"-2y-2=0
3.3. Determinemos as coordenadas dos pontos em que a

circunferéncia interseta os eixos coordenados.
¢ Interse¢do com o eixo Ox:

(x+1)2(y—1)2=4/\y=0 <
+1) +(0-1)" =4ry=0 &
) 3vx+1—x/§/\y:O<:>

:—\/_ lvx= \/— I)Ay:O

(x

o (x+1) +1=4Ay=0 & (x+1) =3Ay=0
(

o Intersegdo com o eixo Oy:

(x+1) (y—l) =4rx=0 &
S (0+1) +(y-1) =4rx=0 &
1+(y-1=4rx=0 & (y-1)'=3Ax=0

<:>(y—1=\/§vy—1=—\/§)/\x=0 P

<:>y=\/§+1vy=— 3+1Ax=0
Os pontos de intersegdo da circunferéncia com o eixo Oy tém
coordenadas: C(O R \/3 +1) e D(O N —\/3 +1)

Vamos representar, num referencial ortonormado, a

circunferéncia, bem como os pontos de interse¢do desta com
os eixos coordenados.

A

y

<

Area [ABCD] = Area [ABC] + Area [ABD]
B ABxOC+ ABxOD _
2 2

43

4.1.

4.2.

3. Geometria analitica no plano

_ D abcissa de A\ + abcissa de B] x ordenada de C
2
U abcissa e A‘ + abcissa de B] x ordenada de D
+ 5 =
55 )
- 2
5+ -e()
+ 5 =
(\/§+1+\/§—1)x(\/§+1)
- 2
(Vr1+43-1)x(~3+1)
2
2V3(V3+1) 243(1-43)
2 " 2
C6+2V346-243 12
- 2 2
A elipse tem focos F(-8,0) e

+

+

+

+

=6ua

F,(8,0), pelo que ¢ = 8.

Como os focos se situam sobre o eixo Ox, tem-se que
a’ :bz+cz(a >b).

O eixo menor tem comprimento igual a 2b, logo
2b=12b=6.

Assim, vem:

a’=6"+8 < a’ =36+64 < a> =100, pelo que a = 10.
Sendo P(x,y) um ponto qualquer da elipse. Por definigdo

de elipse, tem-se PTV1 + PTVZ =2a . Substituindo, vem:
JGr+8) +(y=0) +(x=8) +(y-0) =2x10

<:>\/(x+8)2 +y° +\/(x—8)2+y2 =20
\/(x+8)2 +y° +\/(x—8)2 +y° =20 &

& J(x+8) + 32 =20—/(x-8)" +»?

Elevando ambos os membros da equagdo ao quadrado, vem

que:
(x+8) +>=400-40/(x-8)" + 1> +(x-8)" +)* &
S x’ +16x+64+ )" =
=400 - 40y)(x—8)" + ) +x* ~16x+64+ )" =
& 40y(x—8)" + > =400-32x &
& 5(x-8)" +)* =50 —4x

Elevando, novamente, ambos os membros da equagdo ao
quadrado, tem-se:

25((x~8)"+ 1) =2500-400x +16x" &
& 25(x” —16x+ 64+ y*) =2500 - 400x + 16x” <
& 25x” —400x +1600 +25y” = 2500 — 400x +16x° <

& 9x7 +255% =900 o2 25y 900
900~ 900 900
2 2
PR
100 36



4.3. o Intersecdo da elipse com o eixo das abcissas:
2 2 2
x—-!—y—*l/\y O<:>x—+£*1/\y (UR=4
100 36 100 36
2
X
S—=1A 0 ©x*=100A 0=
00 T re

< (x=-100vx=10)Ay=0
4,(10,0) e 4,(~10,0)

o Intersegdo com o eixo das ordenadas:
2 2 2

X Y C1ax=0 ©L+y—:l/\x20 =
100 36 100 36

2

@%:IAx:O S’ =36Ax=0 &

<:>(y=—6vy=6)/\x=0
B,(0.-6) ¢ B,(0.6)

5. O ponto P ¢ equidistante dos pontos 4 e B, pelo que
d(A,P)=d(B,P).Assim, vem:

(3-4) =(x—4)"+

SxP+4x+4+1=x"-8x+16+36 <
S4x+5=-8x+52 ©4x+8x=52-5 &

(x+2)2+ (3+3)2 =

< 12x =47 <:>x=ﬂ
12

6.1. e Determinagdo do centro e do raio da circunferéncia C, :
¥ —4x+y’-6y+9=0 &
Sx—4x+4+)"—6y+9+9-4-9=0 &

o(x-2)+(y-3)"=4
Centro: (2, 3)
Raio: 2

e Determinagao do centro e do raio da circunferéncia C,:
¥+ +2x+4y-5=0 &
S +2x+y +4y-5=0 &
S+ 2x+1+y  +4y+4-5-1-4=0 &
o (x+1) +(y+2) =10
Centro: (-1 ,-2)
Raio: /10

6.2. o Determinagdo das coordenadas do ponto C. A equagdo da
2

elipse E, ¢ %-ﬂ—yz:l, pelo que a>=9 e h=1, donde

a=3 e b=1. Assim, os vértices da elipse tém coordenadas
(_3a0)=(350)a (0,—1)6(0, 1),p610 que C(—S,O)

e Determinagdo das medidas de comprimento de cada um
dos lados do triangulo [4BC].
o d(A4,B),sendo 4(2,3) e B(-1,-2)
+(-2-3)

a(4,8)=\(-1-2)
= (3 +(=5) =Vo+25 =

d(A4,C),sendo A(2,3) e C(-3
d(4,C)=y(-3-2) +(0-3)" =

= J(=5)+(-3) =+25+9 =34

o
W
vt‘
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6.3.

3. Geometria analitica no plano

d(B,C),sendo B(-1,-2) e C(-3,0)
d(B,C)=\(-3+1) +(0+2) =
=J(=2)+2* =V4+4 =8 =242

O tridngulo tem exatamente dois lados com o mesmo
comprimento, [4B] e [AC], pelo que é um tridngulo isésceles.
e Determinagdo das coordenadas do ponto médio do

segmento de reta que tem por extremos os centros das
circunferéncias C, e C,.

. 2-1 3-2 1 1
SejaMesseponto. M =| — ,—— |& M =| —,—
2 2 22

¢ Determinacdo das coordenadas dos focos da elipse:

Como a>b, a* =b>+c*,emque a°=9 e b’ =1.

Assim, 9=1+c> < > =8, pelo que c =22
Logo, 171(2\/5,0) € FZ(—Z\/E,O).

o Determinagdo de d (M , F)+d(M , F,).
d(M,F)+d(M,F)=

AP )

:\/8—2\/5+l+i+\/8+2\/5+1+i
4 4 4 4

=\/%—2\/§ +\/%+2\/§ ~5,747
Como d(M ,F)+d(M ,F,)<6, sendo 6 o comprimento do

eixo maior da elipse (2a), podemos concluir que M ¢ interior
aelipse E, .

Ficha para praticar 16
1.1.

1.2.

1.3.

Pags. 46 e 47

A(2,2) e C(5,2), pelo que as coordenadas do ponto

médio D do segmento de reta [AC] sdo:
D:(2+5 ’ 2+2J<:>D:[Z,2j
2 2 2
Sendo P(x,y) um ponto genérico da mediatriz do
segmento de reta [AC], tem-se que d (4, P)=d(C,P).

Como os pontos 4 e C tém a mesma ordenada e as

coordenadas do ponto médio do segmento de reta [4C] sdo

D[% s 2) , uma equacdo da mediatriz do segmento de reta

[4C] é, imediatamente, x =% .

A circunferéncia tem didmetro [4B], pelo que o seu centro ¢ o
ponto médio do segmento de reta [4B]. Determinemos as

suas coordenadas:

(2+5 2+7)7[1 g)
27 2 272

O raio da circunferéncia ¢ igual a distancia entre este ponto e
o ponto 4 (ou o ponto B), pelo que:

o 3] (3] )




2.1.

2.2.

3.1.

3.2

Assim, a equagdo reduzida da circunferéncia de didmetro

7Y 9\ 17
AB)é | x—=| +|y—=| =—.
Azl ( 2) [y 2) 2
Os focos da elipse sdo os pontos de coordenadas F (—2 s 0) e

F,(2,0), pelo que ¢ =2 e como se situam sobre o eixo Ox,

tem-se que a>bh e a> =b>+c>. Assim, o comprimento do
eixo maior ¢ igual a 2a, ou seja, 2a=6<a=3.
Logo, 3> =b*+22 < 9=b"+4<b> =5, pelo que b=A/5.

2 2

A equagdo reduzida da elipse ¢ % + y? =1.

Os focos da elipse sdo os pontos de coordenadas F (0 s —3) e
F (0, 3) , pelo que ¢ =3 e como se situam sobre o eixo Oy,

tem-se que b>a e b> =a’ +c*. Assim, o comprimento do
eixo menor ¢ igual a 2a, ou seja, 2a=8<a=4.
Logo, > =4*+3* < b*=16+9 < b> =25, peloque b=5 .

2 2

A equagdo reduzida da elipse é il

6 25
Uma equacdo da circunferéncia de centro na origem do
raio J10 é:

referencial e igual a

(x—O)z+(y—0)2 =(x/ﬁ)z S xP+y* =10

Os pontos 4 ¢ B sdo os pontos da circunferéncia com abcissa
igual a 22, pelo que determinemos as suas ordenadas.

X4y =10Ax=242 @(2\/5)2+y2=10/\x=2\/5<:>

<:>8+y2:10/\x:2\/§ ©y2:2/\x:2\/5 =

<:>(y=— 2\/y=\/5)/\x=2\/5

Como A pertence ao primeiro quadrante, tem abcissa e
ordenada positiva, pelo que A(Z\E s \/E) € B(Z\/— R —\/5) .

O ponto C ¢ o ponto da

'y
circunferéncia que pertence Y

ao semieixo negativo Ox,

pelo que as suas A
coordenadas sdo do tipo ! h
C(x,0),com x<0. c o -
Determinemos as

coordenadas dos pontos de B

intersec@o da circunferéncia
com o eixo Ox.
¥ +1y'=10Ay=0s

o x*=10Ay=0 <:>(x:— 10vx=ﬂ)Ay=0

Esses pontos tém coordenadas (—/10.,0) ¢ (V10,0 , logo,
¢(—i0,0).

Area A[ABC] :Mzaltura , onde

base = d(A,B)zZ\/E
altura = d(C,M):\/E+2\/§

2\/EX(\/B+2\/E) :2\/2—;”8 V20 +4_

Area A[ABC]= =2

2
=2/5+4

45
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4.1.

4.2,
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O ponto R tem coordenadas (\/g ,—25- 5) .

Vamos determinar uma equagdo da mediatriz do segmento de
reta [AC].
Seja P(x , y) um ponto genérico da mediatriz do segmento

de reta [AC], tem-se:
d(A,P)=d(C,P).Logo,

(x—Z\/E)Z+(y—\/§)2:(x+\/ﬁ)z+(y—0)2 =S
<:>xz—4\/5)6-0—8-0—y2—Z\Ey-i—Z:xZ-0—2\/5-0—10-0—y2 =S
& —42x =242y +10=210x+10 <
<:>—4\/Z—Zﬁy:2\/Ex <:>—4\/Ex—2\/Ex:2\/Ey =S
<:>—2\/Ex—\/ﬁx=\/5y @—Zx—\/gxzy

A equacdo reduzida da mediatriz do segmento de reta [AC] é

y=—2x—\/§x,0useja, y=(—2—x/§)x.

Substituindo as coordenadas do ponto R na equagdo

y:(—2—x/§)x:
2/5-5 =(—2—J§)J§© 2\J5-5=-25-5 (verdade)

O ponto R pertence a mediatriz do segmento de reta [4C].

A ordenada do ponto Q ¢ V2.

Por outro lado, sabemos que o quadrado da abcissa do ponto
QO ¢ igual ao quadruplo da sua ordenada, pelo que,
sendo x a sua abcissa, tem-se que x> =4 x V2 , ou seja:

=4 eox=42vr=VH2 &
Sx=-2 \/va:Z\/\/Ecwc:—Zi‘/va:%‘/E
0 pode ter coordenadas (—2(‘/5 N \/5) ou (2(‘/5 s JE) .

Seja 0,(-242,42) ¢ 0,(242,42).
a(0.P)=y(-242-0) +(v2-1) =
—J(242) +(V2-1) = 222 41=
=322 =A1e 22 42 = (1442)

Como 1++/2 >0, temos que d(Q ,P):1+x/§.
Facilmente, se verifica que aV(Q2 s P) = a’(Q1 s P) =1++2 s

pois d (0, ’P):\/(245—0)2+(\/§_1)2 _

A ordenada do ponto O é, agora, y, pelo que x> =4y, ou

seja:

xzim @xzi\/Zx\/;szi2x\/;<:>x=i2\/;
Sejam QI(Z\/E,y) e Qz(—Z\/;,y).
Determinemos d(P, Q)= \/(2\/; —0)2 +(y —1)2 =

=\/4y+y2—2y+1 =\/y2+2y+1= (1+y)2
Como 1+y >0, tem-se que d(P, Q)=1+y.
Obviamente d (P, Q,)=d(P, Q))=1+y.




5.1. A circunferéncia tem centro no ponto de coordenadas
A(—4,6) eraio igual a 5, pelo que:
(x+4)2 -0—(y—6)2 =5
Sx+8x+16+)" 12y +36=25 <
Sx+8x+) 12y +52-25=0 <
S x+8x+y —12y+27=0
5.2. Vamos determinar as coordenadas dos pontos de interse¢do
da circunferéncia com o eixo Oy.
¥ +8x+1"—12y+27=0Ax=0 &
&YV -12y+27=0Ax=0 &

124 J144-4(1)(27)

Sy= Ax=0 &

2(1)

12+6
Sy=—nrx=0
2
( 12+6 12—6)
S|ly= > vy= Ax=0 &

<:>(y:9vy:3)/\x:0
Os pontos de interse¢@o da circunferéncia com o eixo Oy tém
coordenadas (0, 9) e (0, 3). Como C tem maior ordenadas que
G, tem-se que C(0, 9).
Por outro lado, sabemos que a corda [CD] ¢ paralelo ao eixo
Ox, pelo que os pontos C e D tém a mesma ordenadas. Assim,
D(x, 9). Como o ponto D pertence a circunferéncia, tem-se:
X +8x+y —12y+27=0Ay=9 &
Sx+8x+9-12x9+27=0Ay=9 &
S +8x=0Ay=9 & x(x+8):0/\y:9 =
<:>(x=0vx+8=0)/\y=9 =
<:>(x:0vx:—8)/\y:9
O ponto D tem abcissa negativa, pelo que D(-8,9).
5.3. Sabemos que C(0,9) e G(0,3), logo
d(C,G)=[9-3|=6.
O comprimento da corda CG ¢ igual a 6.
5.4. Sendo P(x, y) um ponto genérico da mediatriz do segmento
de reta [4D], tem-se que d (4, P) = d(D R P) . Logo:
(x+4)2 -0—(y—6)2 :(x+8)2 +(y—9)2 =
S x+8x+16+y" 12y +36=
=x"+16x+64+ )" —18y +81 <
< 8x—12y+52=16x-18y +145 <
< -12y+18y=16x-8x+145-52 <
& 6y=8x+93 &

4 3
S y=—x+— S y=—x+—
6 6 3 2
5.5. = Area do trapézio [ABCD] = CD;ABxiz
B s —6x3 =18
AE x DF

= Area do losango [ADEF] = 2

A(~4,6) e D(-8,9)
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*= O ponto F tem a mesma abcissa que o ponto 4 e a sua
ordenada ¢ igual a diferenca entre a ordenada do ponto 4 e
o raio da circunferéncia. Assim, tem-se abcissa de F igual a

—4 e ordenada de F' iguala 6 —5 =1 pelo que F(—4 R 1) .

O ponto £ tem a mesma abcissa que o ponto D e a sua
ordenada ¢ igual a diferenca entre a ordenada do ponto D e
o raio da circunferéncia. Assim, tem-se abcissa de E igual a

-8 e ordenada de E igual a 9 — 5 = 4, pelo que

E=9-5=4

(4, E)=(-8+4) +(4=6)" =(~4) +(-2) =
=J16+4 =20 =25

d(D,F)=\(-4+8) +(1-9) = /4 +(-8) =
=16+64 = V80 =45

Wxa5 8x(V5)

Area do losango [ADEF] =

2 2
= 8x3 =20
2
A razdo entre a area do trapézio [ABCD] e o losango [ADEF]
¢igual a 13 = 2 .
20 10

Como B e C pertencem a uma circunferéncia de centro A4,

tem-sed(A4,B)=d(4,C).

. d(A,B):\/(5—3)2+(2—2—2\/§)2 :\/22+(—2\/§)2
=Ja+12=116 =4

Assim, d(4,C)=4, donde:

(5-2) +(2-y) =4 Q\/m:4
Elevando os membros da equagdo ao quadrado, tem-se:
F+(2-y) =4 ©9+(2-y) =16 = (2-y)" =7

<:>2—y—x/7v2—y:\/7<:>
Sy=2+Tvy=2-47
Logo, C(2,2++/7) ou €(2,2-47).

Assim, a ordenada do ponto C é 2+ J7 ou 2-47.

Ficha de teste 7
1.

Pags. 48 e 49
Seja M o ponto médio do segmento de reta [PQ], onde
P(Z,a) e Q(—a—Z,l).

M= 2—a—2’a+1 o M= ;a’a+1
2 2 2 2

— 1 . .
a<-1, pelo que —a >1<:>7a >E e, assim, a abcissa do

ponto M ¢ positiva.

Por outro lado, tem-se que:
a+1

a<-lea+l<0e <g<:>a+1<0

Logo, a ordenada do ponto M ¢é negativa. Assim, o ponto M
situa-se no 4.° quadrante.
Resposta: (D)



Sabemos que d(4,B)=d(4,C). Logo:
J(0-0) +(18-8) = J(0-x) +(8-0) =
107 =(=x)" +8 = 10=+x" +64

Elevando ambos os membros da equagio ao quadrado,
tem-se: 100=x"+64 < x* =36 ©x=-6vx=6

6.1.

Como a abcissa do ponto C é positiva, tem-se que C(6,0).

Area A[ 4B C] _ base x altura

, onde:
base= d(4,B)=10; altura=abcissade C=6

10x6

Assim, Area A[4BC]= 30.

Resposta: (C)

Vamos determinar a equagdo reduzida da mediatriz do
segmento de reta [AB]. Sendo P(x, y) um ponto genérico da
mediatriz do segmento de reta [4B], tem-se d(4, P) = d(B, P).

2 2
Logo, (x—\/z) +(y—1)2:(x—2\/§) +(y+1)2<:>
oxX-n2+2+y —2y+1=
:x2—4\/§x+8+y2+2y+1
& 2V2x -2y +3=—4V2x+2y+9
& -2\V2x+4V2x+3-9=2y+2y

o 2W2x-5=4y o2x-3=2y @yz%x—%

- 5
Substituindo as coordenadas do ponto C (k , EJ na equacio

NG

——x—é tem-se:
y 2’ :

2
3 V2 2 8

ézﬂk_§©§+7:7kc> 1= fok=—ro
22 2 2 NE)

2 2 2
@kz% Sk=42

Resposta: (D)
Equac@o reduzida da circunferéncia:
¥ —4x+1y +8y+17=0

6.2.

Sxt—4x+4+y*+8y+16+17-4-16=0 =
<:>(x—2)2 +(y+4)2 =3
A circunferéncia tem centro no ponto de coordenadas (2 , —4)
pelo que as coordenadas da imagem do ponto que é o
centro da circunferéncia pela reflexo de eixo Ox sdo (2, 4).
Resposta: (B)

2 2

+2 1 ,

259
a*=25 e b*>=9,ouseja, a>b.Assim, tem-se que:

A expressio da elipse ¢ logo

a*=b>+c*,donde 25=9+c> < ¢’ =16, pelo que c = 4.

As coordenadas dos focos da sdo

F (4,0) e F,(4,0).

elipse

Como os focos da elipse se situam sobre o eixo Ox, a base do
tridngulo serd igual a d(F,, F,)=8 eaalturado tridngulo

igual ao valor absoluto da ordenada do ponto P, ou seja,
|-6|=6.
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Assim, tem-se que:

. 8x6

Area A[PF,F,] :% =24

Resposta: (B)

O triangulo [4BC] ¢ equilatero e o seu perimetro ¢ igual a 3a,
pelo que cada um dos seus lados mede a unidades. Por outro
lado, o eixo Oy é a mediatriz do segmento de reta [CB], pelo

que a abcissa do ponto B é g e abcissa do ponto C é —g .

Determinemos, agora, a ordenada destes dois pontos.
Determinagdo da altura do triangulo [4BC].
Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se que:

—_2 —2 —2 y T2 az
AB =AM +MB < a =AM +|—| <

Como AM >0, tem-se que AM = 1 5

V3 V3

m:%+a©7a:%+7a f=—4

(Repare que a = ordenada do ponto 4.)

<:>M0=£a—£a @MOzﬁa—z—\/gaQ
2 3 6 6
@MOzga

3

Pelo que a ordenada do ponto M ¢é —?a .

Assim, conclui-se que a ordenada do ponto C, que ¢ igual a
ordenada do ponto B, ¢ igual a —?311 , a mesma que a
ordenada do ponto M.

Logo, B g,—\/ga e C —g,—ﬁa

2 2 6

Sendo P(x,y) um ponto genérico da mediatriz do segmento
de reta [AC], tem-se que d (A4, P)=d(C, P). Logo:

(x—0)2+(y—\/3§a] —(x+621)2+(y+\/6§a] =
23 1,

2 2
Sx +y ——ay+-a
4 3 4 3

a3,
=x"t+ax+—+y + ay+—a &
4 3 12

23 1 @

1

2 2

S -———ay+t-a =ax+—+—ay+—a &
3 i’ 4 i’ 12

3 3
—2\/§ \/5 a a d
P ay——ay=ax+—+-———
3 3 4 12 3

@—%ay:ax @—\/gay:ax =

B3

o By=x @y:_—fﬁ Sy=——rx

A equagio reduzida da mediatriz do segmento de reta [AC] é

E
' 3



7.1.

7.2.

7.3.

8.1.

Para verificar se o ponto B pertence a mediatriz do segmento
de reta [A4C], vamos substituir as suas coordenadas na

. V3 a 3
equagdo y=———x. B| —,——a |, pelo que:
3 2 6
V3 B(a V3B
—a=—"|—-|&-—a=—"a (verdade)
6 3.2 6 6

O ponto B pertence a mediatriz do segmento de reta [4C].

Para mostrar que o ponto A(2 , 1) pertence a circunferéncia
C,, vamos substituir as suas coordenadas na equagdo da

circunferéncia. Assim, tem-se:
22-6(2)+1°+4(1)+3=0 ©4-12+1+4+3=0 <

< 0=0 (verdade)
O ponto A4 pertence a circunferéncia C,

Vamos escrever a equagdo reduzida da circunferéncia C, .
¥ —6x+y +4y+3=0
S X —6x+9+y +4y+4+3-9-4=0 &
o (x-3) +(y+2)' =10
A circunferéncia C, tem centro no ponto B(3,-2) e raio

igual a V10 .

A circunferéncia C, tem centro no ponto de coordenadas
A(2,1) e passa pela origem, O, do referencial, pelo que
o seu raio é iguala d(4,0).

d(4,0)={(2-0) +(1-0)" =v2*+1* =45

O raio da circunferéncia C, ¢ igual a NG , logo:

(x=2)"+(y—1)" =5 éa sua equagio reduzida.
12
O ponto P tem coordenadas | 3, — <)

Substituindo as coordenadas do ponto P na equagdo da elipse,
9x” +25y° =225, tem-se que:

2
9x32+25x(—%] =225<:>9x9+25x%:225 =

& 81+144 =225 & 225=225

O ponto P pertence a elipse.
Vamos determinar a equagio reduzida da elipse.

(verdade)

2 2
O + 25y =225 e 2 2V 225
225 225 225
2 2
o+l o
25 9
x2 y2
A equagdo reduzida da elipse ¢ > +? =1, pelo que
a*=25 e b*=9.

Como a’ =25, tem-se que a =5, dai que sendo P(x, )

um ponto qualquer da elipse, por definigdo desta,
tem-se:
PF, + PF, =2a,sendo F, e F, os focos da elipse.

Assim, a distancia, d, pedida é igual a 2 x 5 = 10.
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8.2. Tem-se que a = 5 e a>b (pois b>=9, logo b = 3), pelo

que os vértices da elipse que pertencem ao eixo das
abcissas tém coordenadas R(-5,0) e O(5,0).

Assim, tem-se que:
base x altura

Area A[POR]= — onde
base= d(R,Q)=10
12] 12
altura = ‘ordenada do ponto P‘ = ‘—? = 35 dai que
, <2,
Area A[POR]= 75 = =12 ua

R(-5,0) e 0(5,0)

Ficha para praticar 17

Pags. 50 e 51

1.1. Identificacio: semiplano aberto a direita da reta de equagéo
x=-3
Defini¢do analitica: x > -3
1.2. Identificagiio: semiplano fechado inferior em relagéo a reta
de equagdo y=2
Defini¢io analitica: y <2
1.3. Identificacio: semiplano fechado superior em relagdo a reta
de equagdo y =—x
Defini¢do analitica: y > —x
21. 2.2.
E y . 'y
1o E” 0 i
; 5
23. 2.4.
] y y A
: S | S
=20 o[ 1 3 «x = —
: -1
1
2.5. x—2y<2<:>2y>x—2<3y>5x—1
Trata-se do semiplano aberto superior em relagdo a reta de
x 1 ¥
equagdo y = Ex -1
1 il
X y=—x- 1 0 "v‘ 2 x ”
-1 o]
0
2.6. 2.7.
y A y '
: i 1
—25 0 x aadl ‘ >
] 0 2 i




2.8.

2.9.

2.10.

4
: y
3y—x23Ax>-3A2-y20 . 2 .
S3y2x+3Ax>-3Ay<L2& S !
1 pe-="" ;
<:>y2§x+l/\x>—3/\ys2 ) 0 3 x

x—y<lv4-2x20 & -y<—x+lv-2x24 <
Sy>x-1v2x<d o y>x-1vx<2

4 2

y 2
) J

B

e

211, X’ -y’ =0 (x-y)(x+y)=0=

Sx-y=0vx+y=0&y=xvy=—x

2.12. X’ -9y>0& (x-3y)(x+3y)>0&

<:>(x—3y>O/\x+3y>0)v(x—3y<0/\x+3y<0)<:>
=3y>-xA3y> x) (—3y<—x/\3y<—x)<3

(x+1)’(y—1)" <2 - circulo de centro no ponto de ponto de
coordenadas (-1, 1) e raio igual a 2 unidades.
x2>0— semiplano fechado a direita da reta de equacdo

x=0.

A

y

Resposta: (C)

4.1.

4.2.

4.3.

3. Geometria analitica no plano
B(O,Z) e D(O,—S),pelo que d(B,D)le .

Como [BD] ¢ uma diagonal do quadrado [ABCD], tem-se que
d(C,A4)=10, pois [CA] ¢ outra diagonal deste quadrado.

Assim, 4(5,-3) e C(-5,-3).
Coordenadas do ponto E:
E= [§it12’ -3+ 2) = E‘::[Ei’ _41j
2 2 27 2
Coordenadas do ponto F:
F:[g,g)w:(_é,gj
2 2 2 2
Coordenadas do ponto G:
G:(_5+O ’ﬂbe:[_é’_Ej
2 2 22
Coordenadas do ponto H:

H:[5+0’—3—8j©H:[§’_g)
2 2 27 2

Equagio da reta FG: x = _%

Equagdo dareta C4A: y=-3
Equagdo dareta OB: x=0

Equacdo da reta FE: y = _%
Equagdo da reta CD:
C(-5,-3) ¢ D(0,-8)

_8-(3)

0-(-5) ="M=

Como D(O s 8) , a ordenada na origem da reta CD ¢é -8,

—-8+3

My, & mep, =—1

pelo que y =—x—8 ¢ aequagdo reduzida da reta CD.
Equacdo reduzida da reta 4B:

A reta AB ¢ paralela a reta CD, logo tem o mesmo
declive que esta e como B(0,2), a ordenada na

origem da reta AB é 2. Assim, y=—x+2 éa

equacdo reduzida da reta 4B.
Condig¢do pedida:

[yZ—x—SAxS—%AyS—SJV

v[yS—x-&—Z/\yZ—%/\xZOj

Sendo P(x,y) um ponto genérico da mediatriz do segmento

de reta [GB], tem-se que: d (P, G)=d (P, B) . Logo
2 2
(x-r%) +(y+1—21) =(x-0)+(y-2) =
c>x2+5x+27r5+y2+11y+%1:x2+y2—4y+4<:>

<:>5x+11y+%=—4y+4 =

<:>11y+4y——5x+4—%<:>
65 5 65
S1Sy=-"5x—— S y=—"x——
7 2 77T 30
1 13
S y=——x——

3 6



4.4. O circulo inscrito no quadrado [EFGH] tem centro no ponto

5.1.

5.2.

médio do segmento de reta [CA], cujas coordenadas sdo

d(F,F)
2

(0 , —3) e raio igual a, por exemplo, , Ou seja 3

unidades.

Assim, o circulo pode ser definido analiticamente pela
condigio x* +(y+3)’ < ? )

Equacgao da reta AB: y =x

Equagdo da circunferéncia de centro C(3
(x=3) +(y-2)=4

Condicéo pedida:

(x—3)2 +(y—2)2 SAAy<xAx<3Ay<L2

, 2) e raio 2:

A reta AB e a circunferéncia de centro C(3,2) e raio 2 tém
em comum, apenas o ponto 4 € o ponto B, pelo que:
(x—3)2+(y—2)2=4/\y=x<:>

<:>(x—3)2+(x—2)2=4/\y=x =

S X —6x+9+x —dx+d=4ry=x &

S 20" -10x+9=0Ay=x <

10+,/100-4(2)(9)

= =x &
X 2(2) AY=X
10++/28 10+£27
SX=—————AY=XSX=—T"TTAY=X &
4 4
5447
S x= 3 AYy=Xx &
547 5-7
P = VX= ANY=X &
2 2
547 ] { -7 ]
=<l x= 2 =X |V|X= /\y:x =
547 5«/7]
= = 2 /\y T \V4

Assim, tem-se que:

d(A’B)_\/£5+ﬁ_5—ﬁJ2+[5+ﬁ_5—ﬁ]2:

2 2 2 2

)] -

Ficha para praticar 18

1.1.

Pags. 52 e 53
yZO/\yS%x+6/\—4y—3x20 =

3
@yZOAySZx+6/\—4y23x =4

3
@yZOAySZx+6/\4yS—3x =1

3 3
@yZOAySZx+6/\yS—Zx =1

3. Geometria analitica no plano

= Determinemos as coordenadas de dois pontos da reta de

. 3
equagdo y = Zx+ 6.

3
X y=2x+6 (x,y)

0| y=6 (0.6)

_8| y=0

<—§x
=7

= Determinemos, agora, as coordenadas de dois pontos da reta

~ 3
de equagdo y = —Zx

3
X y=2x+6 (x,y)

0| y=6 (0,6)
3
—8| ¥»=0 y<-——x
4
~ ‘\" .
et 3
"“. 46 y= 4x+6
y=0_
/LS 0 ’\ 4: ’
e Seo 3
3f--C WY=L

A condigdo dada define o triangulo [OPQ].

base x altura  d (O, P)x ordenada de O
AA[OPQ] = 5 = 2

0(0,0) e P(~8.0). pelo que d(0, P)=8.

O ponto Q ¢ o ponto de intersecdo da reta de equagdo

3 N 3
y :Zx+ 6 com areta de equagdo y = —Zx , logo:

y=§x+6 y=§x+6 y=2x+6
4 E= 4 = 4 =
3 3 3
y=——Xx —x+6=——x —x+—x=-6
4 4 4 4 4
=—x+6 _3 +6 3
Y= y—4x y==x+6
= s ,® 4
—x=-6 x=—6><§ x=-4

Area A[0PQ] =223

=12 u.a
= Perimetro A[OPQ]:d(O,P)+d(P,Q)+d(Q,O)
-« d(0,P)=8
« d(P,0)=+/(-8+4)" +(0-3)" =
(4) +(-3)" =\16+9=5
(=4-0)"+(3-0)" =
=J(-4) +* =J16+9=5

Perimetro A[OPQ]=8+5+5=18



2.1.

2.2.

2.3.

24.

* Equagdo dareta O4: y=0

* Equagdo dareta 4B: x=4

= Equacdo dareta OC: x=0

= Equagéo da reta CB: o ponto 4 pertence ao eixo Ox ¢ a reta
AB, cuja equagdo é x =4, pelo que 4(4,0).

O ponto B pertence a reta AB ¢ a bissetriz dos quadrantes

impares, cuja equagdo ¢ y =x, pelo que B(4,4).

Os pontos B(4,4) ¢ E(—6,0) sdo pontos da reta CB, logo

m _0-4 42 Assim, tem-se que:
¢ _6-4 -10 5° ’ aue:
CB: y=§x+b

E(-6,0) pertence a reta CB, pelo que:

0=2(-6)4+b0=—21pep=12
5 5 5

Donde, CB: y=§x+%.

. . 2 12
Condicdo pedida: yZO/\OSxS4/\yS§x+?

Perimetro do trapézio [OABC] =
=d(0,A4)+d(4,B)+d(B,C)+d(C,0)

d(0,4)=4;d(4,B)=4 ¢ d(C,O):% (ordenada

do ponto

0).
B,C)z\/
464

= 42+§ = 16+@: —=
5 25 25

12 4«/—

Perimetro do trapézio [OABC] = 4+4+—+

52+429
5
O centro do circulo ¢ o ponto médio do segmento de reta
[EB]. Seja M esse ponto.
M(_6+4 ,MJQM(—I,Z)
2 2
O raio do circulo ¢ iguala d(M ,E).

raio = 1/(—1-#6)2+(2—0)2 =52 +22 = 2544 =29

Assim, o circulo de didmetro [EB] pode ser definido
(y-2)"<29.

—_
.b.
O

~

~
+
.b.

u. C.

analiticamente por (x+1)" +
Sendo P(x R y) um ponto qualquer da mediatriz do
segmento de reta [EB], tem-se que d(P,E)=d (P, B)

Logo:
(x+6) +(y—0) =(x—4) +(y-4) =
S +12x+36+y° =x" —8x+16+3)* -8y +16 &
S 12x+36=-8x-8y+32 &
& 8y=-8x-12x+32-36 &

5 1

20 4
S8y=-20x-4 S y=—x-—— S y=—"x——
Y YT TR T,
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2.5.

3.1.

3.2.

3.3.

4.1.

3. Geometria analitica no plano

A equagdo reduzida da mediatriz do segmento de reta [EB] é
1

_s 1
TETTY

O ponto P pertence ao eixo Ox pelo que as suas coordenadas
so do tipo (x,0),xeR.

_ [aar o 34 _29
25 25
s .- 29
A distancia do ponto P ao ponto B ¢ igual a 5

Determinemos a equagao reduzida da circunferéncia.

X4y —dx-4y+4=0 X —4x+) —4y+4=0c
S —dx+4+)y —dy+4+4-4-4=0 &
o(x-2)+(y-2)-4=0 &

o(x-2) +(y-2) =4
A circunferéncia tem centro no ponto C(2 , 2) e raio igual a 2.
Assim, 4(2,0),B(0,2) e C(2,2).

Equagdo da reta 4B:
w2270 2
#0-2 2

O ponto B(O R 2) pertence a reta AB, pelo que a ordenada na
origem desta reta ¢ igual a 2, dai que y=—-x+2 seja a
equacdo reduzida da reta 4AB.

Condigio pedida: (x—2)" +(y-2)" <4ny<—x+2

A circunferéncia tem raio .
. . y
igual a 2, pelo que a area do ’
circulo limitado por esta
circunferéncia ¢ igual a 47w .
O setor circular BCA tem
area igual a m , ja que

corresponde a um quarto do

circulo.
O triangulo [4BC] tem area

igual a:

base x altura _d(C,B)xd(C, 4)
2 - 2 S 2

pelo que a area da regido tracejada ¢ igual a m1—2 (diferenca

2x2

=2

entre a area de um quarto do circulo e a area do tridngulo
[4BC]).
Por outro lado, a area sombreada ¢ igual a diferenga entre a

area do semicirculo e a area tracejada, logo:

Area sombreada = i;—(n—Z):Zn—TH—Z:n-i—Z

Os ponto A(1,0) e B(0,3) pertencem a reta r, logo:
_3-0_3

my, =m =—=-3
AB r 0_1 _1



4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

Como B(O s 3) , a ordenada na origem da reta r ¢ 3.
Assim, r:y=-3x+3
Por outro lado, os pontos C(4,0) e D(0,2) pertencem a
reta ¢, pelo que m, =m, =ﬂ =i = L .
0-4 4 2
Como D(0,2), a ordenada na origem da reta & 2.

Assim, t:y:—%x+2.

O ponto / € a intersegdo das retas r e £

y=-3x+3 —lx+2=—3x+3 —x=1
! 2 1 < 1 <
y=——x+
=——x+2 =——x+2
2 y > y >
2 2 2
x== x== xX==
= 3 = 3 = >
BEI TPt TS U
’ 25 d 5 ’ 5
Assim, I[E,gJ
55
Condicéo pedida:

[xZOAy27%x+2/\yS73x+3)v

v(yZO/\yS—%x+2/\y2—3x+3j

Arca sombreada = Area A[BDI|+ Area A[ACI] =

_ base x altura base x altura _

2 2
_d(B,D)x abcissade1+d(A,C)>< ordenada de /
- 2 2
NERNC I R
-5, 5_.5 .5 2,212

= =— u.a.
2 2 2 2 10 10 10

O ponto 4 ¢ a mediatriz do segmento de reta [BC] quando e
apenas quando d(A4,B)=d(4,C).

Assim, tem-se que:
d(4,B)=(1-0) +(0-3)° =/1+9 =410
d(4,C)=\(1-4) +(0-0) =\(-3) =3

Como d(A,B);td(A,C), o ponto 4 ndo pertence a

mediatriz do segmento de reta [BC].
O circulo tem centro no ponto A(1,0) e raio igual a

d(4,C)=3, logo a inequagdo reduzida deste circulo &

(x—1)2+yzs9.
29 -
O ponto / tem coordenadas o ; substituindo as suas
coordenadas na inequagdo reduzida do circulo, vem que:
2 2 2
%—1 + 2 <9 3 +§S9<:>
5 5 5 25
9 81 90

& —+—<9—<93,6<9 (verdade)
25 25 25

Logo, o ponto / pertence ao circulo.
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3. Geometria analitica no plano

Ficha de teste 8

1.

5.1.

Pags. 54 e 55

O circulo ¢ definido analiticamente pela condi¢do

x*+y* <3,

Tem-se que: \
OB =MB +OM & &
o¥=MB +I' o
oS MB=9-1=
oS MB=22

AB=2xMB=2x2\2 =42

[AB] ¢ um segmento de reta vertical cuja medida de

comprimento é igual a 42 unidades.
Resposta: (C)

2 2
Equacdo reduzida da elipse: x—z + % =1
a
2 2

Neste caso, a = 6 ¢ b =3, pelo que %+% =1 ¢ a equagdo

reduzida da elipse da figura.

A circunferéncia tem centro na origem e raio igual a 3
unidades, logo a sua equacdo reduzida é x* + y*> =9.
Condicao que define a regido sombreada:

2 2
L+L51,\x2+y229/\y20/\xsﬂ v
36 9

2 2
V(x6+y9§x2+y229/\y30/\x20J

9%

2 2

y 2 2
<:>£+?S1/\x +y"29Ax<0
Resposta: (D)
O conjunto de pontos do plano que ndo distam do ponto
P(3,—4) mais de cinco unidades pode ser definido por

~[(x=3) 4 (v +4) > 25 ] (x=3) +(y+4)' <25

Resposta: (C)
Para que um ponto pertenca a condicdo dada tera de
verificar a condi¢do x-y<0 , pelo que ndo poderd ter

abcissa e ordenada com o mesmo sinal. Assim, ficam desde ja
excluidas as op¢des (A) ¢ (B).
Caso seja a opgdo (C), o ponto C(Z\/g ,— \/3) tera de

. . 2 2 .
verificar a condigdo x +(y+\/§) <27 . Vejamos, se tal

acontece.

(2x/§)2+(—\/§+J§2)sz7©12+osz7@12327

(verdade)

O ponto C pertence ao conjunto de pontos dado.

Todavia, vamos verificar que o ponto D nfo pertence a este
conjunto de pontos.

(-243) + (23 +43) <2712+ (343) <27

©12+27<27 ©39<27 (falso)

Resposta: (C)

A circunferéncia tem centro na origem do referencial e raio
igual a 5 unidades, pelo que a sua equagdo reduzida ¢

x*+y*=25.



Por outro lado, o ponto B tem abcissa 3 e pertence a

circunferéncia, pelo que:

¥+ =25Ax=3=3+1" =25 Ax=3
&9+’ =25Ax=3 )’ =16Ax=3 &
<:>(y:—4vy:4)/\x:3 =
<:>(y:—4/\x:3)v(y:4/\x:3)

Como o ponto B tem ordenada positiva, as suas coordenadas
sdo (3, 4), logo a sua ordenada ¢é igual a 4.
5.2. O ponto 4 pertence a circunferéncia e ao eixo das abcissas,
pelo que as suas coordenadas sdo (-5, 0).
A(-5,0)e B3, 4)
4-0
= QmAB:7<:>mAB:E

" T35S 8

y=%x+b . Como o ponto A pertence a reta 4B, entdo:
Ozi(—S)-i—lNDb:é
2 2

. . 1 5
Assim, a equagdo reduzida dareta 4B ¢ y = Ex + 5

5.3.
5.4.

Condigdo pedida: x>3Ay20Ax"+y* <25

A regido tracejada é um trapézio retangulo.
Base maior + Base menor

Area do trapézio = 3 x altura =
_ ordenada de B + ordenada na origem da reta AB “
2
x abcissa de B =
5 13
4+— —
=—2x3=-2 43 :EXS =£ua
2 2 4
3

d(C,A)=d(B,4) & (x-1) +@—2]2 =(-3-1)" +(5-2)’

-+ 21649 (x-1f =L
25 25
Sx-l== i6<:> le—ﬁvle-i—ﬁ@
5 5
19 29
SxX=——VIX=—
5 5

7.1. a) Uma reta perpendicular ao eixo Oy ¢ horizontal.
O ponto C tem coordenadas (5 , —2), entdo y =-2 ¢ uma
condigdo cartesiana que define a reta perpendicular ao eixo
Oy que passa pelo ponto C.

b) Trata-se da mediatriz do segmento de reta [BC]. Seja
P(x , y) um ponto genérico desta mediatriz, tem-se
d(P,B)=d(P,C).Logo:

(x+4) +(y-2) =(x-5) +(y+2) &
Sx+8x+16+y  —4y+4=
=x"—10x+25+)y* +4y+4 <
&S 8x—-4y+20=-10x+4y+29 <
& —4y—-4y=-10x—-8x+29-20
& —-8y=-18x+9
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3. Geometria analitica no plano

18 9

S8y=18x-9 < y=—x——

Yy y 3 3
L)
Y 4 8

Logo, uma condigdo cartesiana que define o conjunto de

pontos do plano que estdo a mesma distancia de B e de C ¢
2.2
Ty
¢) Trata-se do circulo de centro 4 e raio 3 unidades.
Assim, (x - 2)2 + (y + 3)2 <9 ¢ uma condi¢do cartesiana
que define o conjunto de pontos do plano que distam do
ponto A trés ou menos unidades.
7.2. O ponto A(Z , = 3) pertence ao quarto quadrante, pelo que

a proposicdo a ¢ falsa.

d(4,B)=\(2+4) +(-3-2)" =6’ +(-5) =61
d(B.C)=(5+4) +(-2-2) =97 +(-4) =7

Como d(A s B) < d(B s c) , a proposi¢do b ¢ verdadeira.

Assim:
al~a|b|~anb|lavb ~(avb) ~a/\b3~(avb)
FIV |Vl V \% F F

A proposicdo ¢ falsa.

Ficha para praticar 19 Pags. 56 e 57
1.

Regra do tridngulo Regra do paralelogramo

=7

| s

m
N
|

%/’ ~

L —
2.1. OB=-BO << OB=-0C < OB =-v
22. CD=0E<CD=7v
23. OD=0CxCD < OD=ii +OFE < OD =ii + v
24. AD=20D < AD=2(ii +V) < AD =2ii +2V
25. EF =-OD < EF ==(ii+V) < EF =—ii —v
2.6. CF=-FC < CD=-20C < CF =-2ii
3.1. a)A+ﬁ:A+ﬁ:N,peloque A+JH:

b) M+ﬁ:M+m:B,peloque +H—F:B
¢) m+E=L—N+N—E=ﬁ,peloque ﬁ\’+@=
d) E+@=E=M—B,peloque 1—G+:M—B
) AE + EF = AF = MG , pelo que ﬁ-k:ATG
f) LN-ON=LN+NO=LO=JH ,pelo que
LN -|oN|=JH
5.0 [£7]=2]8] = [E7] =24 ] -5
b) HWH =5, pois pelo Teorema de Pitagoras, tem-se que:

2 ‘

—_12 —2
[BM] =[am| +|4B| <



o[BM] =3 +4 o |BM[ =25

Como HWH >0, vem HWH =5.

c) HFH =145 , pois pelo Teorema de Pitagoras, tem-se:
4] =[ac] +[ce . [ac] =2Ja8] > fac] =5 <
fer| -] v -5

—2 —2

Assim, | AF| =82 +9* < 4F| =145.
Como HFH >0, vem HEH :\/E .

@ [£F|-[a| - [£F] + [he] - [ 6] Dai que
HWH =73 , pois pelo Teorema de Pitagoras tem-se
[at| =[pan] + [z o] = 2f 4] < 35 =
¢ |[ED| =[[43] = D] - 3.
Assim, HWHZ _8 Y o HWHZ ~73.

Como HWH >0, vem HWH =73, pelo que

Hﬁ—M—FH:Jﬁ.
st Loty lo 250853 15 L0355
3 273 6 3 6 3 6 3
4.2. —2(5—5)+215—(—a+5):—2‘+215+2E+a"—5=—a+3b
2 1 3 2 1
43. —Z(F-39)——=| 9%+ |J=-SF4274+3F—— =
3( ) 3[ sz E 2
f—gfc+ﬂ"+25c—l"fzfc+g"
3TN TR
4.4. 3(105—25)—3(—4%315):4a—ﬂ5+6a—15:
2 15 5 5
=10d - b
5 ﬁ:za—i(—65—a)+5 ci=litOh12i+h o
27 2 2 2
< ii=5G+10b
o (5. Y . 5. . 5
v:—b—Z(—fa—?abJ<:>v:—b+fa+6b <vV==—d+5b
4 2 2

. oAl I
Assim tem-se que u# =2V ou Vv :Eu , pelo que os vetores

i e v sdo colineares.

6. AB+BC+CD+DA=0
Por outro lado, e como M, N, P e Q sdo os pontos médios dos
lados do quadrilatero a que pertencem, tem-se que:
AB=2MB , BC=2BN , CD=2PD ¢ DA=2D0 , dai
AB+BC+CD+DA=0 < 2MB+2BN +2PD+2D0=0

c>2(MB+BN)+2(PD+DQ):0 < 2MN+2P0 =0

& 2(MN+ D) =0 « MN + PO -0

Ficha para praticar 20 Pags. 58 e 59
1.1. AB+BD=AD

1.2. AC+DC=AC+CB=AB, pelo que AC+DC = 4B

13. AK+ AN = AK + KH = AH , pelo que AK + AN = AH

54

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

3.1.

3.2,

3.3.

34.

3.5.

6.1.

6.2.

6.3.

3. Geometria analitica no plano

MO — NP = MO+ PN = MO + OF = ME , pelo que
MO-NP=ME ¢ ME = AC
ﬁ’+ﬁ+ﬁ:m+ﬁ:ﬁ,peloque
LP+PN+NF=LF e LF = AE
BL+BN+PB=BL+LP+PB=BP+PB=BP-BP=0,
pelo que BL+BN+PB=0 ¢ 0=44.

ECK BN+ AF =CM + NB+ AF =CM + MA+ AF =

=CA+ AF =CF = AP
_ L 1. - . .. 5=
w==2i+4V e u:—5a+3b e v=2a—5b,peloque:

= —2(—15 +313J+ 4(251 —25) =N
2 2

o Ww=3d—6b+8i-10b < Ww=9G—-16b
|pE + E¢| = |pc]

=

Pelo Teorema de Pitdgoras, tem-se que:

[pcl ~[oz[ +[c] = |oc] =3+ = oc] -2s
Como HR’H ¢ um nimero ndo negativo, HR’H =5.
|4C|+|[cD| = [4D] . como [4BCD] ¢ um losango, os seus

lados tém a mesma medida de comprimento, logo
19| ousen 515

|cB] + 5] =[] -

||+ || ~15cl +|cB| = |zc] -[5c] =[] -0
HE—E)H*HEJBH*HEH*HEH*S
;(RP+SQ) 2RP+ L6 R+ W0 -RO

6:217—3\7—5w<:>a:(2u—3v)—7

—13y —T1A W

\
\ a1
-2\ 22T

(@+Fc)+ﬁ=(c71+ﬂj)+ﬁ=c—0+ﬁ=c?
Zm—2C—E:2D—A+2E—C:2(E4+R'):2(ﬁ+ﬁ):
:255’:&3’
(3L
1. x=2[5u—vJ—u—2v SX=3U-2v-u-2v &
o ¥ =20 -4V
7= —8i —\2(-2V —ii) & =8 —2(-2v - i)
& 5 =-242ii + 2325 +2ii <



<:>?=—\/§ﬁ+2x/517

55



II.  Construcio auxiliar|| d|a|15 normas:
2|V

2|71

SN
sl

AN

— 4

xX=2u—4v

LY==\ U+ 2\2

: 227 Ny

L. x= —\/5)7 , pelo que os vetores X e y sdo colineares.

Ficha de teste 9 Pags. 60 e 61

1. ﬁ:—%ﬁ+@©ﬁzﬁ+a©

< ii=CE < ii=CE <ii=-EC

Resposta: (A)

2. BD =BE +ED < B :—§E+éﬁ’,peloque

a= —% e b= % .
Resposta: (B)
3. (A) Falsa, ja que o vetor @ tem o mesmo sentido que o vetor
b quando e apenas quando 4 >0.

(B) Falsa, pois VA eR, ||d|=|4| HEH

(C) Falsa, pois quando 0< A <1, tem-se que H&'H < HEH .

(D) Verdadeira
Resposta: (D)
4. (A) EI-CG=EF < EI +GC =EF

& El +IF = EF < EF = EF (verdade)
(B) HG — AH = GC < HG + HA= GC

< HI =GC < GC=GC (verdade)
© %E+FI=EQE+FI=E

< El+1H = Al < EH = Al (falsidade)
) %FB—@:BQ%EB#FG:B

< DI+ID=0 < DI-Di=0 (verdade)

Resposta: (C)
5. ﬁ:ﬁ(ﬁmzﬁz}')—{a—%éj@
< i=20+4b —4G+2b < ii=-2d+6b
4G -12b =-2(~2a+6b ), pelo que #=4a 125 e tem-se

que w=-2i .
Resposta: (D)
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7.1.

7.2.

9.1.

3. Geometria analitica no plano

AB=a,BC=b ¢ CA=c

Ww=2A4B+2BC+CA= 2(A73+FC)+CT4:
24C+CA=

=AC+AC+CA= AC+0= —CA=-¢
Por outro lado, tem-se que o perimetro do tridngulo [ABC] é
igual a 12 unidades, logo a medida do comprimento de cada

um dos seus lados ¢ igual a 4 unidades.
HVVH:H—EH e H—EH:HTC , sendo [AC] um dos lados do

triangulo [4BC], tem-se que Hv—vH =4.

Identificagdo: Circulo de centro no ponto C (4,—5) e raio
igual a 3 unidades

Defini¢io analitica: (x—4)"+(y+5)" <9

Identificagdo: Pontos de coordenadas (—4,0) e (0,-4)
Definigdo analitica: Sdo os pontos O(x, y) tais que

d(0,0)=d(0,P)A(x+4) +(y+4) =16

7 A ‘A
Ny=—x-1
L
73 R
/40 e
A* P :
\‘:Z\II/I 3 XI\B
’II ’szi N
y_2
=2x =2 3
y - y=2x - 3
y=—x-1 2x=—-x-1
xX=—
3
1
[4+3|x| 2+
. 3 49
Area =< =—1u.a.

[45C] 2 6
A bissetriz dos quadrantes pares pode ser definida pela

equagdo y=x.
Substituindo as coordenadas do ponto Q nesta equagdo, tem-
-se que:

kK =3=—(-1+3k) &k’ -3=1-3k <

3+ [37 - 4(1)(—4
Sk +3k-4=0 k= () )<:>
2(1)
k=D LB B0
2 2

Sk=1vk=-4



9.2.2) k=2, pelo que Q( 1+3V2, (J_) ) ou seja,
O(-1+3V2,-1) . Assim:
PO=0-P o PO=(-1+32,-1)-(-1,42-1) &
©PO=(-1+3V2+1,-1-V2 +1) & PO=(3V2,-2)

o] 7.2 - (T (5 -
=J18+2=y20=25
A norma do vetor P—Q ¢ 245,
b) O raio da circunferéncia ¢ igual a d(Pz’ Q) , ou seja, ¢ igual
P25
2 2

O centro da circunferéncia ¢ o ponto médio do segmento de
reta [PQ]. Seja C esse ponto.

(—1+3ﬁ—1 —1+J§—1J
C= > =

’ 2

1+i -1+ \/Ej

S C=
[ 2 2

Logo, uma equagéo da circunferéncia de didmetro [PQ] é:

( +1—N—J (y+1—\/25J =5

Ficha para praticar 21 Pags. 62 e 63

1.1, ii(-2,5) e ¥(3,-4), pelo que:
1.2. ii(-2,5) e ¥(3,-4), pelo que:

1.3.

1
j+-(3,-4) o
L3.-4)
(_3,Ej:z;+(1,_ij©
2 3
15 4 53
3,21, -2 =25 (4,2 =5 e
( zj ( 3) y[ 6J Y
1 53 53
-4, 2| =5o5=-2,2
2( 6] el ( lzJ

ii(-2,5) e v(3,-4), pelo que:

(2,-5)=7
<:>(2,—5)+(2,—§J:%t—<:> (4,—§J:%?®

*=2(4,—§J<:>
3

1.4.

—(—2,5):%?—%(3,—4)

3. Geometria analitica no plano

21. AB=B-A=(-4,-3)-(-1,2)=(-3,-5)

2.2. A[—2 ;j pelo que AC(2,

e aof )

17:A——B—C:[Z,—éj—(s,éjz(—S,—S)
2 2
2.3. AC(Z,—%] e A—B(—3,—5),pelo que 5(3,5) e
P 5
BC[ J dai que CB[ 5,—7)
2 2
Assim:

f:2R‘—3§4+@:2(2,—%)—3(3,5)+[—5,—§j:
:(4,-5)-(9,15)+(-5,-§]:

:(-5,—20)+(‘5’_§j: (_10’_i;J

24. BA(3.5) e CTB(—S - j,pelo que
w:l—A—fc—le(s,s)—g(—s,—éj
3 3 5 2
:(1,7}(-2-1) :(3,§J
3.1.
;VAA
1z
e,
! oz "1 2 X
B s
4.1. O quadrilatero [ABCD] é um paralelogramo, pelo que

A+AD=D ecomo BC = AD , tem-se que
D=A+BC . Assim:

BC=C-B=(-4,-2)-(-1,3)=(-3,-5)
D=A+BC=(5,-1)+(-3,-5)=(2,-6)

57



4.2.

4.3.

5.1.

5.2.

CA=A4-C=(5,-1)-(-4,-2)=(9.1)
DB=B-D=(-1,3)-(2,-6)=(-3,9)
CA-DB=(9,1)-(-3,9)=(12,-8)

w=CA-DB=(12,
[l =12+ (-8)" =44+ 64 = V208 =413

¥+ —x+3y-2=0=x"-x+)y"+3y-2=0

-8), pelo que

=3 —x+l+y2 +3y+2—2—l—2:0c>
4 4 4 4
1Y 3 9
Slx——=| +|y+=| ==.
2 2 2
1 3
A circunferéncia tem centro em 375 )
Seja M o ponto médio de [AC]:
M(—4+5 ’ -2- 1)<:>M(i ;3J
2 2 272
Donde, a circunferéncia  definida pela equacdo

¥’ +)y°—x+3y-2=0 tem centro no ponto médio do

segmento de reta [AC].
Seja v o vetor pedido.
Os vetores u e Vv sdo colineares se existe um numero real

A talque v=Au ,isto ¢, ILeR: v=71u .

V=il &V =A(-4,3) o v =(-41,32)

Por outro lado, pretende-se que v tenha norma igual a 10,

pelo que:

[F]=10 = [(-42.32)| =10 & /(-44)’ +(32)" =10 &
1647 +927 =10 2527 =10

Elevando ao quadrado ambos os membros da equagio, tem-se

que: 25/12:IOOQZZ:%©12:4<:>/1—2\//1:2

Assim, os vetores colineares a # de norma 10 sdo:
v=2(-4,3) ou v=-2(-4,3) ,
”:(—8,6) ou \7(8,—6) .

Deste, o que tem sentido contrario ao de u# ¢ v(8,-6).

isto é,

Seja w o vetor pedido. Os vetores # ¢ V sdo colineares se
existe um nimero real A4 tal que w=Au.
w=Ai o w=14(-4,3) = w=(-44,34)

Por outro lado, pretende-se que w tenha norma igual a 6,

pelo que:

[ =6 < |(-42,32)| =6 = \(-44) +(32) =6 <
2527 =6

Elevando ao quadrado ambos os membros da equagdo, tem-se

que: 254> =36 < A% = i—gvl:—g

Assim, os vetores colineares a # e de norma 6 sdo:

":2(—4,3) ou w——é( —4,3),isto ¢,

a( 24 18) {24 18)
W -—,— | ou w —,—|.
575 57 5
(24 18

Deste, o que tem o mesmo sentido de # ¢ w(—? s ?j .
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6.1.

6.2.

6.3.

7.1.

3. Geometria analitica no plano

O centro do quadrado [4BCD] tem coordenadas (0, —1).

Considerando M (0,—1) , tem-se que:
C=A+24AM ¢ D=B+2BM
AM =M - A< AM =(0,-1)~(4,-4) & AM =(—4,3)

BM=M-B< BM=(0,-1)—(-3,-5) < BM =(3,4)

Logo:
C:(4,—4)+2(—4,3)<:>C:(4,—4)+(—8,6) =
<:>C:(—4,2)
=(-3,-5)+2(3,4) = D=(-3,-5)+(6,8) =
<:>D:(3,3)

As coordenadas de C e de D sdo: C(—4,2) e D(3,3)

A circunferéncia inscrita no quadrado [ABCD] tem centro no
centro do quadrado e raio igual a metade do comprimento do

lado do quadrado.
Assim:
d(A4,B)=\(4+3)" +(-4+5)" & d(4,B)=NT"+I" &

©d(4,B)=V50 & d(4,B)=52
Pelo que o raio da circunferéncia ¢ igual a % . Assim, uma

equacdo da circunferéncia inscrita no quadrado [ABCD] ¢

‘\/— 2
x2+(y+1)2=[522J , ou seja, x2+(y+1)2:§.

AB=B- A< AB=(-3,-5)-(4,-4) & AB=(-7,-1)
AC=C-A AC=(-4,2)—(4,-4) & AC=(-8,6)
Assim, vem que:
AB-2ii=2A4C < -2ii=24C - AB <

o 20 =2(-8,6)-(-7,-1)

& 21 =(-16,12)-(-7,-1) &

& 20 =(-9,13) @ﬁ:—%(—9,13) =

@ﬁ:(g —EJ

27 2

-F:A+2E©F=(1,2)+2(\/§,0)©

=(1,2)+(22,0) = F=(1+242.,2).

-M:A+W©M:A+(ﬁ+m)<:>
<:>M:A+(ﬁ+ﬁ)<:>M:A+(2ﬂ“+E)<:>
=02 (22.0)+(0.47)) =
=025 ((2.0)4(0.47)) =

oM =(1,2)+(202,V2) & M =(1+2v2,2V2)
Finalmente:
1:A+TIC>I:A+( +f]) = 1:A+(E+2Z])
2)+((v2,0)+2(0,+2))
+((\/— 0 2\/—))
=(1,2)+(V2,242) & 1= (1442, 2+ 242)



Logo, J(1,2v2), F(1+2v2,2), M (1+2V2,2+2) ¢
1(1+x/5,2+2x/§).

72 FM =M -F < FM =(1+242,2+42)-(1+ 242 ,2)
& FM =(1+2V2-1-2J2,2+32-2) & FM =(0,42)

Repare, que ¢ imediato que W(O,\/E) pois FM = AJ .

Por outro lado, tem-se que:

IM=M-1<
o IM 1+2\/5,2+\/§)—(1+\/5,2+2\/§)<:>

1+2V2-1-42,2442-2-22) &
T =(V7,~2)

Assim, FM -7 =2IM <7 =FM —2IM
ei=(0,v2)-2(v2,-42)
©7=(0,42)-(2v2,-22) &7 =(-22,32)

7.3. m_gﬂe:ﬁ;_ﬁ::w+ﬁ:w+m:

< IM

-
g

= HM +MJ = HJ
2
Logo, k=——.
g 3
7.4. A circunferéncia tem centro no ponto de coordenadas
M(1+2J§ , 2+J§) e raio igual a d(2, M) = d(4, E).
Como d(A,E)=HEH = (\/5)2 +0° =\/§, o raio ¢ igual a

2. Assim, a circunferéncia pode ser definida pela equagdo

(x—l—2ﬁ)2+(y—2—ﬁ)2=2

Ficha para praticar 22 Pags. 64 e 65
1.1. AC=4D+DC,H ¢ o ponto médio de [AD] e G é o
ponto médio de [DC], pelo que:
TC:Z?D+2?G©TC:2(?D+FG)<:>TC:2E
Determinemos, agora, as coordenadas de HG .
AC=2HG < (7,-5)=2HG <
®1(7,—5):ﬁbﬁz(z,—é)
2 22
1.2. Coordenadas do ponto G:

H—G=G—H<:>(z,—éjz G—(—é,gjc
27 2 272

@(z,—éJ+(—§,2):G =G=(1,2)
22 2°2

Coordenadas do ponto F:
BD =2FG < (5,1)=2FG <

1 (51
<:>7(5,1):FG<:>FG=[7,7J
2 22

Por outro lado, FG=G—-F e G(1,2), pelo que:

FG=G—F<:>[§,1J=(1,2)—F o
22
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1.3.

3. Geometria analitica no plano

Coordenadas do ponto E:

E:F+ﬁ,mas ﬁ:G—I—[:—]{—G:[_gng

Assim:
E:F+F—E©E:F+(—H—G) N

@E:(—E,EJ+(—Z,EJ < E=(-5,4)
22 2°2

O quadrilatero [ABCD] ¢ um paralelogramo e os pontos £ ¢ G
sdo pontos médios de [4B] e [CD], respetivamente

Logo, E:EHR#E:%EHR#%@:

Y5 1a5.Bc-BC
2 2

Coordenadas do ponto C:

F+FC=C©F+%FC=C<:>F+%R§=C

Por outro lado, tem-se que:
EG=G-E=(1,2)-(-5,4)=(6,-2).
Assim:

C=F+1ﬁ=[—§,EJ+1(6,—2)=
2 2
( 3 3J (6 2) (3 IJ
S et b P il
272) (27 2) (272

Coordenadas do ponto B:

= == 33 31
B=C+2CF e CF=F-C=|-=,= —.—|=(-3.1)
Assim:

B=C+2CF :(%,7}2(—3,1):

{24
2°2

Coordenadas do ponto A4:

A=B+2BE ¢ E:E—B:(—s,4)—(—2,§j=(—l Ej
A:B+2ﬁ:(—2,§j+z(—i,§j=
272 272

_(_2 é}(i éj_[_ﬂ Ej
272 272 272

Coordenadas do ponto D:
A+AD=D e AD=BC

o33)
272



2.1.

2.2.

2.3.

4.1.

Sejam D e E os outros dois vértices do losango, onde [4D] e

[BE] sdo as respetivas diagonais. Assim, tem-se que:

E=B+BE=B+2BC

BC=C-B=(1,-3)-(5,1)=(~4,4), dai que:

E=B+2BC=(5,1)+2(-4,4)=
=(5.1)+(-8,8)=(-3,-7)

E(-3,-7)

D=A+AD=A+24C

AC=C-4=(1,-3)-(-1,-1)=(2,-2), dai que:

D=A4+24C = (-1,-1)+2(2,-2)=
=(-L-1)+(4,-4)=(3.-9)

D(3.-5)

As coordenadas dos outros dois vértices do losango sdo

(-3.-7) e (3.-5).

A area de um losango ¢ igual ao semiproduto das diagonais.

Assim, Area do losango = M .

E:\/3+12 5+1)° \/42 P =32 =42
BE =(-3 —7-1) \/(8)2+(—8)2 —\128 =82

2
Wrzesdz 2(V2) 30
2 2 2
Sendo P(x, y) um ponto qualquer da mediatriz do

Area do losango = =32

segmento de reta [4B], tem-se que d (A4, P)=d(B, P).
Logo:

2 2 2 2
(x+l) +(y+l) :(x—S) +(y—1) P
S+ 2x+1+ Y +2y+1= ¥ —10x+25+)* -2y +1 &
S 2x+2y=-10x-2x+26-2 <
S4y=-12x+24 < y=-3x+6

A equagdo reduzida da mediatriz do segmento de reta [4B] é
y=-3x+6.

Os vetores ﬁ(x/g,k—Z) e V(Zk—l,\/g) sdo colineares se a
2%-1_ 5
J5ok-2°
V5x(V5) = (k-2)(2k-1) =

S5=2k-k-4k+2 &2k’ -5%k-3=0c

5i.l25—4(2)(—3) 5449
= S K= <
2(2) 4

_5 7

apenas se

ke 5+7 vk
4

D=C+24B ou D:C—Zﬁ?,assimtem-se:
AB=B-A4=(5,-5)-(2,-1)=(3,-4)
D=C+24B=(8,-7)+2(3,-4)=
~(8,-7)+(6,-8)=(14,-15) ou
D=C-24B=(8,-7)-2(3,-4)=
=(8,-7)-(6.-8)=(2,1)

O ponto D tem coordenadas (14, —-15) ou (2,1).

S k= 3vk——l
2
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4.2,

5.1.

5.2.

5.3.

3. Geometria analitica no plano

Tem-se que A(2,1), B(5,-5),C(8,-7) e D(2,1).

Sejam E, F, G ¢ H os pontos médios de [4B], [BC], [CD] e
[AD], respetivamente. Assim, vem que:

E[2+5 ’ _I_SJQE[Z’_3J

2 2 2

F(5+8,_5_7J<:>F(E _6J
2 2 2

7+1

8+2 —
G:(L, j<:>G(5,—3)
2 2
H[ﬁ,_”l)@H(z,o)
2 2
Como [ABCD] ¢ um trapézio e E, F, G ¢ H sdo os pontos

[BC], [CD] e [4D],
pontos E, F, G ¢ H ndo sdo colineares. Para provar que

médios de [A4B], respetivamente, 0s

[EFGH] é um paralelogramo, basta provar que EF =HG .
—= — (13 7 ==

EF =F-E & EF=| =,=6 || 2,=3 | EF =(3,-3)
HG=G-H < HG=(5,-3)-(2,0)< HG=(3,-3)
pelo que EF = HG .

O quadrilatero definido pelos pontos médios dos lados do
trapézio [ABCD] € um paralelogramo.

Seja v o vetor pedido.
Os vetores u e V sdo colineares se 3IA e R:v=Aii .

V=i o v=4(-2,2¥3) o v =(-22,234).
Por outro lado, pretende-se que v tenha norma 3, pelo que

Y +(2v34) =3

7] =3 e |(-22.2432)| =3 = (-2

SVA2 +1207 =3 41647 =
Elevando ao quadrado, ambos os membros da equagio,

tem-se que:

16/12:9<:>/12:12<:>/1:—%v/1:

AW

Assim, os vetores colineares a # e de norma 3 sdo:

_%(_2 ’ 2\/3) eV :é(—z , Zﬁ),isto é,

V:[%,—gﬁj ev= [—f f\/—j

O vetor com sentido contrario ao de # ¢ (;,—3\2/—}

AB=B- A< AB=(1,-2)~(-1,k) & AB=(2,-2-k)

Os vetores i ¢ AB sdo colineares se a apenas se:

2x(2-k)=23x2 ©4+2%k =43 &
SU=M3-4o ok=2V3-2

X +y -2y-4=0x"+)" -2y+1-4-1=0 &
oxl+(y-1)=5

A circunferéncia tem raio igual a V5, pelo que

d(A,B):\/g, donde \/(1+1)2 +(—2—k)2 =+/5 , elevando

ambos os membros da equacdo ao quadrado, tem-se que:
(1+1) +(2-k) ' =5=(2+k) =1
S2+k=1v2+k=-1< k=-1vk=-3



6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

7.1.

Seja 7 os vetores pretendidos. 7 é colinear a # quando e
apenas quando 3k e R:7 = kii . Assim, vem que:

fzkﬁ@f:k(—g 4)@t—(—§k,4k}

Pretende-se que o vetor 7 tenha norma igual a 10, pelo que

4k) ] =10 < /295k +16k* =10 =
= /%kz =10 < %kZ:IOZQ%kZ:IOOQ

@szﬂ @k*—@vk*@
169 13 13

Logo, 7 —éx(—ﬂj 4x(—ﬂ} ou f(—é 30 ,4x 3OJ
3 13 13 3 13° 13
50 120 ~( 50 120

ouseja, f| —,——— | ou f| ——,—|.
[13 13J [ 13 13J

Sabe-se que f(—gk,4k) por 6.1.. Todavia, pretende-se,

=0

agora, que anorma de 7 seja igual a 6. Assim:

2
lf|=6< (—gkj +(4k) —6c>199k =6’ &
19 33 o 1Bl 18
9 169 13 13

Para além de ter norma igual a 6, pretende-se que tenha
sentido contrario ao de i , pelo que:

- 18( 5 j - (30 72)
f=——|-=d|lf=|—,-——
130 3 137 13

C=A+24B
w230
372 3 2
Logo,C:A+2E=[—E,—1J 2[1,5}
3 2
2 4
===, -1]+(2,3 ,2
(-3-1)+y-(2,
AP-B=2u< AP=2u+B< P—A=2ii+

B
~ 2
S P=2u+B+4 <:>P:2( =,4 +[7 7j _5’_1J

IPE N NERANE
3 32 3

S P= —E+1—E,8+1—1 S P= —E,E
3 33 2 32

x+2= x/—4vx+2——\/a)/\y=7 =

xX+2= 8\/x+2——8)/\y 7T <

ﬂﬂﬁﬂﬂﬂﬂ

X = 6vx——10)/\y =
<:>(x=6/\y=7)v(x=—10/\y=7)

Os pontos tém coordenadas (6,7) e (-10,7).

3. Geometria analitica no plano

7.2. A circunferéncia C, tem centro no ponto de coordenadas
(—2 s 3) e raio igual a \/% = 4\/§ .
Assim, as retas tangentes a circunferéncia e paralelas ao eixo
Oy tém equagdes x = 2-4J5 ¢ x=-2+4/5 ¢ as retas
tangentes a circunferéncia e paralelas ao eixo Ox tém
equagdes y:3—4x/§ e y:3+4x/§.

7.3. O segmento e reta [4B] ¢ um diametro da circunferéncia C,

quando e apenas quando:
= 0 ponto médio de [4B] ¢ o centro da circunferéncia;

d(4,B)
T

= 0 raio da circunferéncia ¢ igual a

Seja C o ponto médio de [4B].

C(—62+2 ’HT5J<:> C(—2,3) , pelo que o ponto médio de

[AB] é o centro da circunferéncia.
Por outro lado, tem-se que:

d(4,B)=+(-6-2)" +(1-5)
J(-8) +(—4) =64 +16 =80 =4/5
d(4,B

7’)=2\/§ e 2\/§ ¢ diferente do raio da

circunferéncia que é igual a YNED

Assim, e apesar do ponto médio do segmento de reta [4B]
coincidir com o centro da circunferéncia, este segmento nao ¢é
um didmetro desta.

Ficha de teste 10

1. Q=P+BA4
BA=A-B=(1,-3)-(5,-1)=(-4,-2)
Assim, Q=P +BA=(-2,4)+(-4,-2)=(-6,2)

Pags. 66 e 67

Resposta: (D)
2.  BA+i=2ii-2V < AB=2ii—ii-2V < AB=ii -2V <
<SB-A=u-2v & B=A+u-2v

A(5,2), @(-3,2) e 9(—%,1J,pelo que:

B:(5,2)+(—3,2)—2(—%,1j =(2,4)-(-1,2) =(3,2)

Resposta: (A)

3. Osvetores i(3,k-2) e \7(\/5 ,— 1) sdo colineares se e

apenas se:
k-2 3
Tt e 3x(-)=(k-2)x2 &
2ot e () =(k-2)
& 3=2k-202 & 3+2V2 =2k =
@k:ﬂ S I PN k:_3*/5+2
V2 V2 2
Resposta: (C)
4. O centro da circunferéncia de didmetro [4B] é o ponto médio

deste segmento de reta. Seja C o centro da circunferéncia.
C(%, _2+4J© C(-3,1)

O raio da circunferéncia ¢ igual a d (A ,C ) .
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d(4,C)=y(-3-3) +(1+2)" =

Equacdo da circunferéncia:
(x—3)2+(y—1)2:45 S X +6x+9+y -

S x’+6x+y —2y-35=0
Resposta: (B)

5. AC=C-4=(-2,-1)-(-3,2)=(1,-3)
OB=B-0=B=(4,-3)
AC-20B=(1,-3)-2(4,-3)=

=(1,-3)—(8,-6)=

=(-7.3)
[l =)(=7.3)|=(-7) +3* =V49+9 =58
Resposta: (A)

6.1. Osvetores © e V sdo colineares se ¢ apenas se

8T ) s

2y+1=45 <

1
2
ok -2k=4 ok -2k-4=0=

\/Ei\/(—\/i)z —4><1><(—4)
2x1

J2+£2+16

Sk=———"—k=
2

V24332
—

2

V2en2 , V2-32

2 2

4f 22

Sk= vk=
2

@kzzﬁvkz—ﬁ

Como se pretende que # e v tenham o mesmo sentido,

k=22
6.2. k=22, peloque ﬁ(zﬁ,%) e v(s,ﬁ).

Assim, vem que:
10=2W—ﬁ©1(8,\/5)=2w{2\/5,1j©
2 2 2
@(4,ﬁj 2% 2J— J
2
IR
<:>(4, j j=2w<:>
©(4+2\/_ +1] 2
\/_+1J -
> =W

< k=

V2 £418
72 =

< k=

S k=

©;[4+2«/§,

__(2+\/§’\/§4+1]
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7.1.

7.2.

8.1.

8.2.

3. Geometria analitica no plano

D=A+BC, D=A4+CB ou D=B+AC
BC=C-B=(8,10)-(-4,2)=(12,8)
CB=-BC =(-12,-8)
AC=C-4=(8,10)-(~1,-2)=(9,12)

Assim:
D=A+BC=(-1,-2)+(12,8)=(11,6) ou
D=A+CB=(-1,-2)+(-12,-8)=(~13,-10) ou
D=B+A4C=(~4,2)+(9,12)=(5,14)

Logo, D(11,6) ou D(-13,-10) ou D(5,14).

Seja W o centro do circulo.

W(_1+8,_2+10J<:>W(Z,4)
2 2

2
Por outro lado, tem-se que raio = d (4, B).

d(4.B)=\(4+1) + (22 =y(-3)" +#

Assim, a inequagao reduzida do circulo é:

(x—;]z+(y—4)2 <25

O quadrilatero [ABCD] ¢ um quadrado e R € o seu
centro, pelo que: 4+ 24AR=C ¢ D+2DR=B

2iiim;€ A= (; ;J (4,-1)= (_%%J
C=A+24R=(4,-1)+ 2[ % %J_
=(4,-1)+(-1,7)=(3.6)

R RN

B=D+2DR=(0, 2)+2(5 EJ (0,2)+(7,1)=(7.3)
Logo, B(7,3) ¢ C(3,6).

Area da regido sombreada =
_ Area do circulo — Area do quadrado
4

, . —
Area do circulo =7 x raio®> = nx AR

-
opaRiEs:

Assim:

2
Area do circulo = nx( 540] :nxsjf) =

251

Area do quadrado = AB =5 =25 (por8.1. d(4,B)=
25m )5 25n-50
Area da regido sombreada = 2 2 = i =
251 -50
= u. a
8

5)



3. Geometria analitica no plano

83. AD=D-A< AD=(0,2)-(4,-1)< AD=(-4,3) 1. X=l_y+d
Seja w o vetor pedido. P 3 15 A 4l |
— e tos: - .
Os vetores AD e W sdo colineares se 32 eR: w=A14D. ontos: (1,—4) ¢ (4.1), por exemplo
— 4-1 +4 +4
W:AADQW:/‘i(—4,3)<:>171;:(—4/‘{,31) Parax=4,T=y5 ol1=2 SS5=y+4eoy=1
Por outro lado, pretende-se que w tenha norma 7, pelo que: Vetores diretores: (3 , 5) e (—6 - 10) , por exemplo.
[ =7 < [(-42.32)| =7 = (-44) +(34) =7 & 18, x=2
1622 +947 =T o255 =T =7 o Pontos: (2,3) e (2,-10), por exemplo.
osli=7o _7 - —Zv P 7 Vetores diretores: (0,-3) e (0,1), por exemplo.
5 5 5 2y 4
Assim, os vetores colineares a AD e de norma 7 sdo: 1.9 2—x:2y—4<:>x—2:7_5<:>x—2:y—2
:Z(—4 3) ou w= —z(—4 3),isto ¢, o 3 4 3 -4 3
5 5 2 2
w(_ﬁ’gJ ou W(§_ﬂ) Pontos: (2,2) e (—Z,ZJ,por exemplo.
5 5 5 5 2
Para x=-2, 22 :y;2 =5 y;Z <:>§=y—2
Ficha para praticar 23 Pags. 68 e 69 -4 5 5 2

1.1. (x,y):(—2,3)+t(—1,2),teR
Pontos: (—2,3) e (-3,5), por exemplo
Para t=1, (x,y)=(-2,3)+1(-1,2) = (x,y)=(-3.5)
Vetores diretores: (—1,2) e (-2, 4), por exemplo

<:>E+2— = 7
2T,

. 3
Vetores diretores: [—4 , Ej e (8,-3), por exemplo.

1.2. (x,y)=1(-10,4),1eR 5 2x 9 3y \
110, 2x=2"3 2.3 3 % 37V
Pontos: (0,0) e (10,—4),p0r exemplo 4 l ﬂ l ﬂ
Parar=—1: (x,y)=-1(-10,4) = (x, ) =(10, - 4) 2 3 2 3
X -3
Vetores diretores: (~10,4) e (10,—4), por exemplo @T:%
1.3. y:—%x-i-l 2
15
5 Pontos: (0,3) e [f,fj,por exemplo.
Pontos: (0,1) S [—l,fj,por exemplo 23
2 . 1 4 8
3 5 Vetores diretores: | —,—— | e | 1,—— |, por exemplo
Parax=1,y=5+1:5. 23 3

Vetores diretores: (2,-3) e (6,-9), por exemplo. L1l 3y=5cy=

14, y=x+2
Pontos: (0,2) e (1,3), por exemplo.

Dow v

Pontos: [_I’EJ € [lo,gJ,por exemplo.

Para x=1,y=2+1< y=3 Vetores diretores: (—1,0) e (1,0), por exemplo.
Vetores diretores: (1,1) e (-2, —2), por exemplo. 37,2 L2
2-x X - 3 3. x—=2 Y 3
11 St SN DN Su g X2
15. 12y-6x+1=0=12y=6x-1y=—x—— 3 3 1 3 1
2 12 > 3
Pontos: | 0 L 1, El 1
ontos: 12 ¢ 12 » por exemplo. Pontos: [2 —fj ( j por exemplo.
Para x—ly_ixl—i@y:l—i@y:i 2
27 12 2 12 12 s_y Yt 3 v+I 5
1 Para x=5, — == 1:71 S-=y+=
Vetores diretores: (2,1) e (—1,—5j,por exemplo. 3 3 3
—1-24 =1-22 _1.2 1
L6. | ,AeRe ! , AeR Sy=3er="3
y+iA=-3 y=-3-1
Pontos: (1,-3) e (3,-2), por exemplo. Vetores diretores: [3,%) e (9,1), por exemplo.
Para 4 -1 {le_z(_l) {x:1+2 @{x:S 2.1. Parat=0, tem-se que (x,y)=(1,2).
N y=3-(-1 =341 =2
Y ( ) Y Y Para ¢ =1, tem-se que:
Vetores diretores: (—2,—1) e (2,1), por exemplo. (x,7)=(1,2)+(-5.,3) = (x,r)=(-4.5)

63



2.2.

2.3.

24.

2.5.

Para t =—1, tem-se que:
(. 2)=(1,2)=(-5.3) & (x,)=(6,-1)
Por exemplo, (1,2),(—4,5) e (6,—1)
O ponto tem ordenada —7, pelo que
(x.-7)=(1,2)+(-5.3).tcR &
& (x.-7)=(1,2)+(-5¢.31).1 R &
o (x,-7)=(1-5¢,2+31),teR <
Sx=1-5tA-7T-2=3tteR <
Sx=1-5tA-7T-2=3tteR <
S x=1-5tA-9=3teR &
S x=1-5tArt=-3,teR &
o x=1-5(3)rr=-3,teR
Sx=16At=-3,teR

A abcissa do ponto da reta  que tem ordenada —7 € 16.
O ponto tem abissa 6, logo:

(6,y)=(1,2)+1(-5.3),teR <
< (6,y)=(1,2)+(-5¢,3t),1eR <
@(6,y):(1—5t,2+3t),teR p=
S6=1-5tAny=2+3tteR &
S6-1=-5tAy=2+3t,teR &
S 5="5tAy=2+3teR &
St=-1ry=24+3teR &
= <:>t:—1/\y:2+3(—1),teR =
St=-lay=-1,teR

A ordenada do ponto da reta  que tem abcissa 6 ¢ —1.

i ~ 7
Substituindo, na equagdo da reta r, x por 2 e y por 3 vem:

(2,9:(1,2)”(_5,3), (eR &

@(2,%J:(1—5t,2+3t), teR <
7
<:>2:1_5t/\§:2+3t’ teR <

©5t:—1/\3t:—§, teR @t:—l/\t:—i, teR
5 5 5

St=——
5

Existe ¢ = —é tal que (2 , %J =(1,2)+1¢(-5,3), pelo que o

7
ponto de coordenadas [2 S gJ pertence a reta r.

As coordenadas de um ponto do eixo das ordenadas sdo do
tipo (0, y), y € R. Assim, tem-se que:

(0,y)=(1,2)+#(-5,3),teZ <
<(0,y)=(1-5¢,2+31),teR <
<:>O:1—5t/\y:2+3(%),te]R =
<:>t=l/\y=2+3(lj,te]R <:>t=l/\y=E,teR

5 5 5 5

O ponto pedido tem coordenadas (O R g} .
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2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

3. Geometria analitica no plano

O declive daretar, m_,é m, :igmr :_2.
. 3
Assim, r:y:—gx+b.

13
Pela alinea 2.5. sabemos que (0 s ?J sdo as coordenadas do

ponto de intersegdo da reta » com os eixos das ordenadas,

. 13 . 3
pelo que a ordenada na origem ¢ 5 Assim, y= —gx + 3 ¢é

a equagdo reduzida da reta r.
(x,y) = (1 s 2)+ l‘(—5,3), teRe

<:>(x,y):(1—5t,2+3t), teR<
x=1-5¢
= ,teR
y=2+3t
Retas paralelas tém o mesmo declive. O declive da reta r é

—% , pelo que o declive da reta s €, também —% . Assim,

siy= —§x+b .Como P(—4,1)es , tem-se que:

1:—5(—4)+b®1:2+b®b:1—9@b:—z
5 5 5 5

. 3 7
Logo, a equagdo reduzida daretas é y = —gx e

O ponto de intersecdo da reta » com o eixo das ordenadas tem

13
coordenadas (0 , ?J (calculado em 2.5.). A equagdo

reduzidadaretaré y= —%x + % (calculada em 2.6.).

Vamos, agora, determinar as coordenadas do ponto A4.

y=0 y=0 y=0

3 13 < 3 13133 13 <
y=——=Xx+— =—=x+— —x==

5 5 5 5 5 5

X
3

Assim, A(E,Oj e B(O,Ej.
3 5

Seja C o centro da circunferéncia de didmetro [4B].
13 13

—+0 0+—
o3~ 5 @C:(E,EJ
2 2 6 10
O raio da circunferéncia é igual a d(4,C).
2 2
d(4.C)- [E-EJ +(0—EJ _
6 3 10
2

2

169 169 _ [2873
100 450

Logo, uma equagdo da circunferéncia de diametro [4B] ¢

[ 13}2 ( 13}2 2873
X—— |+ y-——| =—+
6 10) 450



3.1.

3.2.

3.3.

34.

3.5.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

Intersegdo com eixo Ox:
As coordenadas deste ponto sdo do tipo (x s 0), xeR, pelo

que:
—x+2y+4=0Ay=0 & -x+4=0Ay=0 &
Sx=4Ary=0
A reta s interseta o eixo Ox no ponto de coordenadas (4 R O)
Intersegdo com o eixo Oy:
As coordenadas deste ponto sdo do tipo (0 , y), yeR, logo:
—Xx+2y+4=0Ax=0 ©2y+4=0Ax=0 &
S y=-2Arx=0
A reta s interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas
(0,-2).

—x+2y+4:0<:>2y:x—4<:>y:%x—2

O declive da reta s ¢ % , pelo que (2,1) e (4,2) sdo
coordenadas de dois vetores da reta s, por exemplo.

Substituindo na equacdo da reta s, x por 1 e y por % , tem-se
que —1+2X§+4:0<:>—1+3+4:0<:>6:0 (falso)

3
O ponto de coordenadas [1 S EJ ndo pertence a reta s.

Um vetor diretor da reta s tem coordenadas (2,1) e o

ponto de coordenadas (4,0) pertence a reta s pelo que uma
equagdo vetorial que defina a reta s, €
(x,¥)=(4,0)+4(2,1),2eR

x=4+22
, Ae

Por exemplo: {
y=4
Substituindo x por 1 e y por —3 no sistema de equagdes

paramétricas que define a reta p, tem-se que:

1=-1 A=
, leRs , AeRes1=-1
3=24+1 A=-1

1
Existe 4=-1 tal que { , pelo que o ponto de

-3=2+41

coordenadas (1, —3) pertence a reta p.
Substituindo x por —2 no sistema de equacgdes paramétricas
que define a reta p, tem-se que:

2= A=2
5 ,ﬁERQ
y==2+71

y=-2+2
A=2
@ 9
y=0

A ordenada do ponto da reta p que tem abcissa —2 ¢ 0.

/'ie]R@{

AeR

(-2,0) sdo as coordenadas de um ponto da reta p e
(—1 s 1) sdo as coordenadas de um vetor diretor da reta p, pelo
que uma equagdo vetorial que define a reta p ¢é:

(x,y)=(-2,0)+A(-1,1),2eR

O declivedaretap € m, :ilc>mp =-1.

O ponto de coordenadas (0 , —2) pertence a reta p, pelo que

a ordenada na origem ¢ —2. Assim, a equagdo reduzida da reta
péy=—x-2.

5.1.

5.2.

5.3.

3. Geometria analitica no plano

Duas retas, r e s, ndo verticais, sdo paralelas se e somente se
tiverem o mesmo declive. Seja m, e m_ os declives das

s

. k 1 .
retas r ¢ s, respetivamente. m, :Z em = _E , pois (4 , k)

¢ um vetor diretor da reta r e 2x+4y=0<:>y=—%x .

Assim, r//s@mr:msegz—%ck:—z.

p/ /s, pelo que o declive da reta p é —% (0 mesmo que a

reta s). Por outro lado, sabemos que a reta p passa pelo ponto

de coordenadas (—4 , %), pelo que um sistema de equagdes

paramétricas da reta p, pode ser:

x=—-4+24
1 , AeR, por exemplo.
y=—-n
2
k=-8 , pelo que a reta r fica definida por

(x,y)=(-2.1)+1(4,-8),teR.
O declive dareta r é _78:—2.Assim, riy=-2x+b.

O ponto de coordenadas (—2 , 1) pertence a reta r, pelo que:
1==2(2)+b=1=4+bb=-3

A equagdo reduzidadaretaré y=-2x-3.

Ficha para praticar 24

1.1.

1.2.
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Pags. 70 e 71
= Intersec@o com o eixo Ox:
As coordenadas deste ponto sdo do tipo (x,0),xeR.

3x+2y+1=0Ay=0 ©3x+1=0Ay=0
1
Sx=——Ay=0
3 y

A reta r interseta o eixo Ox no ponto de coordenadas

)

= Intersec¢@o com eixo Oy:
As coordenadas deste ponto sdo do tipo (0, y), yeR.

3x+2y+1=0Ax=0 &2y+1=0Ax=0
1
Sy=——nrx=0
' 2

A reta r interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas

[o, _i).
2
Substituindo x por —2 na equag@o da reta s, tem-se que:
(-2,y)=(-1,4)+1(-4,-6),1cR<=
< (-2,y)=(-1,4)+(-4t,-61),teR <
& (-2,y)=(-1-4t,4-61),1eR <
&S 2=-1-4try=4-6t,tecR &

Sdt=1Ary=4-6t,teR &

<:>t=l/\y=4—6 L JeR < f=l/\y=§af€R
4 4 4 2

. 5
A ordenada do ponto da reta s que tem abcissa -2 ¢ 3



1.3.

1.4.

1.5.

r:3x+2y+1=0 2y=-3x-1 @y:—%x—%

O declive da reta r é —% , pelo que (2,-3) sdo as

coordenadas de um vetor diretor da reta r, por exemplo.
si(x,y)=(-1,4)+1(-4,-6),teR

As coordenadas de um vetor diretor da reta s sdo (—4,-6),
por exemplo.

A

, AeR

3x=4+21
p: , leRe

4 2
X:§+§
—-y=-24 y=2-4

As coordenadas de um vetor diretor da reta p sdo (% ,— IJ s

por exemplo.
As coordenadas de um ponto da reta s, por exemplo,
(—1 s 4) e as coordenadas de um vetor diretor da reta s sdo

(—4,—6), por exemplo, pelo que o declive da reta s ¢

_—6=§.Assim, s:y=2x+b.
-4 2 2

(=1,4)es pelo que 4=%(—1)+b<:>4=—%+b &

<34:—§+b<:>4+§:b<3b:E
2 2 2

. 3 11
A equagdo reduzidadaretas é y= Ex + >

Retas, ndo verticais, sdo paralelas se ¢ somente se tiverem o

mesmo declive.
3 3 -1
mr:—g,ms :5 & mp :TQWI!}:—E
3
As retas r e p sdo paralelas ja que t€ém o mesmo declive.
Duas retas, 7 e s, ndo verticais sdo paralelas se e somente se
tiverem o0 mesmo declive.

(3 s —5) sdo as coordenadas de um vetor diretor da reta r,

. , 5
pelo que o declive desta reta é -3 e, consequentemente, o

. , . 5
declive da reta s sera, também, —g .

Determinemos, agora, as coordenadas do ponto de intersecéo
da reta p com eixo Ox. As coordenadas deste ponto sdo do
tipo (x,0),xe R, pelo que:
4x+y-2=0Ay=0<=<4x-2=0Ay=0 <

1

Sx==nry=0
> y
A reta p interseta o eixo Ox no ponto de coordenadas
1
—,01.
2
Este ponto também pertence a reta s, pelo que:
5
s:y=——x+b
d 3

(i,O}es,logo O:—§x1+b<:>0:—§+b<:>b:§
2 3 2 6 6

. 5 5
A equagdo reduzidadaretas é y = —gx + e
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4.1.

4.2,

3. Geometria analitica no plano

Vamos determinar a equagdo reduzida da reta r e a equacgio
reduzida da reta s.

x;9:yT—6<:>3x_27:4y_24<:>

S4y=3x-27+24

<:>4y:3x—3<:>y:%x—z

. 3 3
A equagdo reduzidadaretas ¢ y= Zx e
x=-1-31
, AeR
y=-1-21
(=1,-1) sdo as coordenadas de um ponto da reta s
(=3.,—-2) sdo as coordenadas de um vetor da reta s, pelo

. -2 2 . 2
que o declive desta reta ¢ — = 3 Assim, s:y= Ex +b.

(—1,—1)es,—lz%(—l)+bc>—1:—§+bc>

<:>—1+g:b<:>b:—1
3 3
~ . , 2 1
A equagdo reduzidadaretas ¢ y= Ex—g .

Determinemos, agora, as coordenadas do ponto de interse¢@o
das duas retas.
3 3 2 1 3

y=—x-= —X——=—X—— 8x—-4=9x-9
4 4.)3 3 4 4 | o
221 22,1 y=3¥73

7 3 3 4 33
—4+9=9x —8x 5=x x=5

Tlh=2-l T2 17,20l
7 3 3 ' 3 3 7 3 3
x=35

=4
y=3

As retas, r e s, intersetam-se no ponto de coordenadas (5 s 3) s

pelo que o circulo tem o seu centro neste ponto. Por outro
lado, o circulo ¢ tangente ao eixo Oy, pelo que o seu raio ¢
igual a 5 (valor absoluto da abcissa do ponto que
corresponde ao centro do circulo).

Assim, (x—5)" +(y-3)" <25 é a inequagio reduzida do

circulo pedido.

AB & um vetor diretor da reta AB.

AB=B- A< AB=(1,-4)-(-2,3) = 4B=(3,-7)

O ponto 4 pertence a reta 4B, pelo que um sistema de
x=-2+4+32

equacdes paramétricas da reta 4B € , AeR,
y=3-74

por exemplo.
O ponto da reta r que tem abcissa ¢ a ordenada simétricas
tem coordenadas do tipo (x,—x),x€R . Substituindo na

equacdo da reta r y por —x, tem-se que:
4(—x)+10x—1:O<3—4x+10x—1:0<:>
< 6x-1=0 <:>x=é

. . 1 1
Assim, o ponto pedido tem coordenadas (g ,— EJ .



6.1.

6.2.

6.3.

O ponto P(k , kz) pertence a reta de equagdo y—8=2x,

pelo que, substituindo x por k e y por k*, tem-se que:
P -8=2kok>-2k-8=0

k:211/4—4><1><(—8) -

7.

3. Geometria analitica no plano

—3X—y 3y
B(0,-3) e A(-y,0), y>0; A[ABC]:%ZT
S _ - —6- A(—6.0)- _3-0__1
2 =9e3y=18y=6; A( 6,0), My, = e 2

. . 1
A reta r tem declive negativo, pelo que m = B

&
2x1
+ —
<:>k:2_6 <:>k:2+6vk:2 6 o
2 2 2
Sk=4vk=-2
—f—ﬂ E:4_y<:>2x:4—y S y=-2x+4
2 4 4 4
O declive da reta p é -2, pelo que a proposi¢do a €
verdadeira.
r:2x+y=5< y=-2x+5, odeclive dareta r é 2.
s:(x,y):(—1,4)+t(—2x/§,4\/5),te]R,umvetor diretor 2.
da reta s é, por exemplo, (—2\/5 N NG ) , pelo que o declive
desta reta é 42 , ou seja, —2. 3
232 :
Como as retas r ¢ s tém o mesmo declive, entdo sdo paralelas.
A proposicdo b ¢ verdadeira.
Determinemos a ordenada do ponto de intersecdo da reta p
com o eixo Oy.
x=0 x=0 =0 =0
e —ye =
x_4-y 0_4-y 0=4-y y=4
2 4 2
A ordenada ¢ 4 e ndo 3, pelo que a proposigao ¢ ¢ falsa.
Assim, vem que:
~avbsFvVeV
(~ravb=c)=s(V=F)<F
ance=>VAFSF
[~b:(aAc)]<:>(F:F)<:>V 4.
Logo, ~avb=c < (~b=anc) éfalsa.
(0,9)=(-1,4)+1(-2V2,42),1eR =
(0, 7)=(-1,4)+(-221, 42),1e R &
<:>(0,y):(—1—2ﬁt,4+4x/5t),te]R N
S0=-1-2J2tAy=4+4J21,teR &
o 2W2a=-1ry=4+4/21,1eR &
-1
St=——=A =4+4\/El‘,l‘€R =
2"
<:>t=—€/\y=4+4\/5t,te]R<:> 5

Qz_—fAy—4+4ﬁ(—f],f€R <

@tz—%AyzZ,te]R

As coordenadas do ponto da reta s que tem abcissa é (O , 2) .

O produto das coordenadas ¢ um numero real negativo,
quando e apenas quando, xy <0 . Assim:

4— - .
g = = Axy <0 ¢ acondi¢do que define o conjunto de
pontos pedido.
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Ficha de teste 11
1.

Pags. 72 e 73
A familia dos vetores diretores da reta 7 é k(8 R 6), keR.

1

3 3
—(8,-6)=|-1,—|,peloque | -1,— | sdo
570 ( 4J perod ( 4)

coordenadas de um vetor diretor da reta r.

Resposta: (D)

A reta r é perpendicular ao segmento de reta [PQ] e passa
pelo ponto médio deste, pelo que tem declive positivo e
ordenada na origem negativo, isto ¢, m >0 e b<0.

Resposta: (C)
Duas retas, 7 e p, sdo paralelas se e somente se tiverem o

mesmo declive. r:2y:—§kx+4c>y:—§kx+2, logo o

declive da reta r é igual a —ék .

y:

as coordenadas de um vetor diretor da reta p, pelo que o

—x=-1+1 x=1-1 .
p: , AeRe ,leR,(—1,4) sao
2y =81 42

declive desta reta é igual a il =—4.

Assim, tem-se que —%k =A< k=12

Resposta: (A)

= Coordenadas do ponto 4:
2y+6x=12Ay=06x=12Ay=0 ©x=2Ay=0
A reta s interseta o eixo das abcissas no ponto A(Z s O) .
*Coordenadas do ponto B:

2y+6x=12Ax=0 ©2y=12Ax=0 < y=6Ax=0
A reta s interseta o eixo das ordenadas no ponto B (O , 6)

= Coordenadas do vetor 4B :
AB=B- A< AB=(0,6)-(0,0)< 4B=(-2,6)
*Norma do vetor AB

[4B] =[(-2. 6)| =/(-2)" + 6> =~/4+36 =40 =210

Resposta: (B)

. . x=-3+54
Equag@o reduzida da reta s: , AeR
y=-2+71

(=3,-2) sdo as coordenadas de um ponto da reta s

(5 s 1) sdo as coordenadas de um vetor diretor da reta s, pelo

que é ¢ o declive desta reta. Assim, s:y = %x +b.

(-3,-2)es, pelo que —Z:é(—3)+b©—2:—§+b©

<:>—2+E:b<:>b:—z
5 5

A equagdo reduzidadaretas é y = %x —% .



6.1.

6.2.

6.3.

7.1.

Coordenadas do ponto /

3x+2y-4=0 3x+2x—ﬁ—4=0
L7 - 5 5 -
YIS y=at
5 5

15x+2x-14-20=0 17x =34 x=2
g 1 7 = 1 7<= 2 7

=—x—-— =—x—-— =———
Y 5 5 Y 5 5 Y 55

x=2
I
y=-1

7.2.

O ponto / tem coordenadas (2 ,— 1) , pelo que se situa no 4.° 8.1.

quadrante.

Resposta: (D)

Duas retas, e s, sdo paralelas se e somente se tiverem o

mesmo declive. (—3,6) sdo as coordenadas de um vetor

diretor da reta r, pelo que o declive desta reta ¢ igual a
6
—3 =-2 . Por outro lado, tem-se que:

4y+8x—2:0<34y:—8x+2<:>y:—2x+% ¢ equagdo

reduzida da reta s, pelo que o seu declive é, também, —2.

As retas r e s sdo paralelas pois t€ém o mesmo declive.

O declive da reta s ¢ -2, pelo que as coordenadas de um vetor
diretor desta reta sdo, por exemplo, (1 ,— 2) . A reta s passa

1) .
pelo ponto de coordenadas [O,EJ, ja que a ordenada com

. , 1 . . ~ -
origem ¢ > Assim, um sistema de equagdes paramétricas

x=A
que define a reta s €, por exemplo, 1 , AeR.
y= 5 - 2/1

Se o ponto tem ordenada igual ao simétrico do triplo da
abcissa, y =—-3x , pelo que este ponto tera coordenadas

(x,—3x), x € R .Substituindo y por —3x na equagdo da reta

s, tem-se que: 4(—3k)+8x-2=0< —12x+8x-2=0

o Ax=2 ox= —%. A abcissa deste ponto € —% , pelo

1 3
que a sua ordenada ¢ —SX[—EJ:E. As coordenadas do 8.2.

13
onto pedido sdo | ——, = |.
ponto p (-33)

O ponto B pertence ao eixo Oy e tem ordenada —3, pelo que
as suas coordenadas sdo (0 ,— 3) .

Por outro lado, sabemos que o ponto 4 pertence ao eixo Ox e

a area do tridngulo [4BO] ¢ igual a 6 unidades quadradas.
AOxBO _ AOx3

Area A[4BO]= =6 ©12=40%x3 &

o A0=4
A abcissa do ponto A é negativa, pelo que 4(—4,0) .
= Equacgao reduzida da reta 4B

AB & um vetor diretor da reta AB.
AB=B- A< AB=(0,-3)-(-4,0) < AB=(4,-3)
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3. Geometria analitica no plano

. . 3

pelo que o declive da reta 4B ¢ igual a e A ordenada na
origem ¢ -3, pois o ponto B tem coordenadas (0, —3).

. 3
A equagdo reduzida dareta AB ¢ y = —Zx -3.
A circunferéncia tem centro na origem e raio 3, pelo que pode
ser definida pela equagdo x* +y° =9.
A condigdo pedida é:

3

X+’ S9/\y2—zx—3/\yS0/\xS0
Coordenadas do ponto C:

O ponto C ¢ o ponto de intersegdo das retas BC e CD.
Equacdo reduzida da reta BC:

2y—x+1:0<:>2y:x—1<:>y:%x—%

Equacdo reduzida da reta CD:
(~1,9) sdo as coordenadas de um ponto da reta CD.

(2 ,— 4) sdo as coordenadas de um vetor diretor da reta CD,

pelo que o declive desta reta € _74 =-2.

Assim, CD:y=-2x+b.
(-1,9)eCD ,peloque 9=-2(-1)+b=9-2=b=b=7
A equagdo reduzidadareta CD¢é y=-2x+7.

2 2<
y==2x+7 y=2x+7

—Sx=-15 x=3 x=3
<~ p=4 p=4
y=-2x+7 y=-2x3+7 y=1

pelo que C(3,1).

yzlx—l —2x+7=lx—l —4x+14=x-1
2 2<
y==2x+7

Coordenadas do ponto D:

[ABCD] é um retangulo, pelo que CD = B4 .

Assim, C+CD=D<C+BA=D.

Determinemos as coordenadas do vetor BA .

BA=A-B& BA=(-2,1)-(-1,-1) & BA=(-1,2)

dai que D=C+BA=(3,1)+(-1,2)=(2,3).

As coordenadas pedidas sio C(3,1) e D(2,3).

Sendo P(x,y) um ponto genérico da mediatriz do segmento

de reta [4B], tem-se que d (P, A)=d (P, B). Logo:

(x+2) +(y=1) =(x+1) +(y+1) &
Sx+dx+4+y" -2y +l=x"+2x+1+)" +2y+1 &
S4x-2y+5=2x+2y+2 & 2y-2y=2x—-4x+2-5

S —4y=-"2x-3 <4y=2x+3 @yz%x-ﬂ—%

. 1 N
O declive desta reta é 5 pelo que (2 s 1) sdo as coordenadas
de um vetor diretor da reta, por exemplo. Por outro lado, a
. 3 3
ordenada na origem desta reta é 2 pelo que (O , ZJ sdo as

coordenadas de um ponto da reta.
Assim, uma equacdo vetorial da mediatriz do segmento de

reta [AB] é, por exemplo, (x,y)= (O , %J+ 1(2,1), teR.
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Ficha para praticar 25 Pags. 74 e 75
1.1. D=A4+BC=(2,-1,0)+(-4,0,0)=(-2,-1,0)
12. a)z=8
b) (x—2)" +(y+1) +2" =(x-2)’
Sy +2y+l=y7

+(y-3)+2 e
-6y+9< 8y=8y=1
¢) x=2Ay=3
d) z=4
e)y=3Az=8A-2<x<2
) (x=2)" +(y+1) +22=16
Volume do prisma = area da base x altura =
=4"x8 =16x8=128

Area total do prisma = 2 x area da base + 4rea lateral =

=2x4*+4x4x8 =32+128 =160
X +2x+y" -8y+z -3=0

1.3.
1.4.

2.1.
S+ 2x+1+y" -8y +16+2" -
—4z+4-3-1-16-4=0<

o (x+1) +(y-4) +(z-2)" =24

Assim, tem-se que C(—1,4,2) e o raio da superficie ¢ igual

a \/ﬂ=2\/g.

a) O eixo Oy pode ser definido por x=0Az =0, pelo que:

(x+1)2+(y—4)2+(x—2)2:24/\x:0/\z:0<:>
o1 +(y-4)

2.2.

+(-2)=24Ax=0rz=0 =

S1+(y-4) +4=24Ax=0A2=0 =

S(y-4)=19Ax=0rz=0 <
S(y-4=V19vy-4=—l19)Ax=0rz=0 &
S (r=V19+4vy=~9+4)ax=0rz=0 =
S (y=V19+4rx=0rz=0)v
v(y=—19+4rx=0rz=0)

A interse¢@o da superficie esférica com o eixo Oy sdo
0s pontos de coordenadas (0 s \/E +4, 0) e

(0,—JE+4,0).

b) (x+1) +(y—4) +(z-2) =24Ax=-1
S(1+1) +(y-4) +(z-2) =24 rx=-1 &
o (y-4)+(z-2) =24nx=-1

Circunferéncia de centro no ponto coordenadas (—1, 4, 2) e

raio +/24 , contida no plano de equagdo x=-1
O (x+1) +(y-4) +(z-2)" =24rz=4 =
o (x+1) +(y-4) +(4-2)=24nrz=4 =

S (x+1) +(y-4) +4=24rz=4 &

o (x+1) +(y-4) =20nz=4

A intersecdo da superficie esférica com o plano de equagio
z=4 ¢ a circunferéncia de centro (—1 .4, 4) e raio

V20=25 , contida no plano de equacdo z=4.
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2.3.

3.1.

3.2

4.1.

4.2,

4.3.

Substituindo, na equacdio da superficie esférica, x por -3, y

por 0 e z por 0, tem-se que:

(-3)" +2x(=3)+ 0> —8x0+0> ~4x0-3=0 <
&9-6-3=0<=0=0 (verdade)

O ponto A4 pertence a superficie esférica.

(x+3)2 +y’+22<24

O ponto A4 pertence a superficie esférica e o ponto C ¢ o seu

centro, pelo que AC é o raio da superficie esférica. Assim, a

inequacdo reduzida da esfera de centro A4 e raio AC ¢

(96-0—3)2 +y +25<24.

[3+x , y+4 , Z_lj:(—1,1,4),pelo que

2 2 2
3tx_ ¥4 z2mly,
2 2 2

S3+x="2Ay+4=2rz-1=8

Sx=-"5Ay=-2Ax=9
C=B+AB=(-1,1,4)+(-4,-3,5)=(-5,-2,9)
Assim, C(-5,-2,9)
A esfera tem didmetro [A4B], pelo que o ponto médio de [4B]

¢ o centro da esfera. Determinemos as suas coordenadas.

(E,ﬂ,_H_“j (1 Bl gj . Assim, a esfera de
2 2 2 22

. 53
diametro [4B] tem centro no ponto D[l rE Ej .

O raio desta esfera ¢ 4D .
2 2
AD = (3—1)2+(4—§j +(—1—§j =
2 2
[[ 9. 25 [50 50 52
=, 4+—+— =, |— =—— ="+
4 4 4 2 2
A inequacdo reduzida da esfera de didmetro [4B] ¢
(x—1)2+( —5)24—(2—) 5\/—
7 2 2 2

. 5Y 3\ 25
0use]a:(x—1)2+(y—EJ +£Z_EJ 37

(x—4)2+(y+2)2+(z—3)2:10/\x:5 =
<:>(5—4)2+(y+2)2
<:>(y-4—2)2-4—(z—3)2 =9Ax=5

T rata-se da circunferéncia de centro no ponto de coordenadas

+(z—3)2:10/\x:5 =

(5,-2,3) eraio 3 contida no plano de equagdo x =5.
A superficie esférica S tem centro no ponto de coordenadas
(4,-2,3) e raio igual a V10, pelo que y=-2++10 e

y=-2 ~+/10 sdo equagdes de planos tangentes a superficie

esférica S. Assim, os valores de a para os quais o plano de
equagdo y=a tem interse¢do ndo vazia com a superficie

esférica S sdo ae[—Z—@,—Z-ﬁ/ﬁ]
(x—4)2+(y+2)2
<:>(x—4)2+

+(y+2)2=

+(z=-3) ' =10Az=b &
(y+2)+(b-3) =10Az=b

<:>(x—4)2 —(b—3)2/\z=b



Pretende-se que a interse¢do da superficie esférica S com o
plano de equacdo z=5b seja uma circunferéncia de raio

2
202, pelo que r=22, dai que, r2=(2\/5) St =8.
Assim, vem que:
10-(b-3)" =8 (b-3)"=10-8 = (h-3)' =2 &
©b-3=V2vb-3=+2 ©b=3+2vb=3-2

5.1. O ponto M tem abcissa e cota igual a 5. Apenas se
desconhece a sua ordenada, pelo que as suas coordenadas sdo
do tipo M (5, y,5), onde 0 <y <5 . Por outro lado, sabe-se
que M pertence ao plano MNQ. Substituindo na equagio deste
plano as coordenadas de M, tem-se que:
10x54+15y+6x5=125<50+15y+30=125 <

< 15y=25-80=15y=45<y=3
Assim, M(S ,3, 5) .
O ponto N tem ordenada e cota igual a 5. Apenas se
desconhece a sua abcissa, pelo que as suas coordenadas sdo
do tipo N(x ,5, 5) ,onde 0<x<5. Por outro lado, sabe-se
que N pertence ao plano MNQ. Substituindo na equagdo deste
plano as coordenadas de N, tem-se que:
10x+15x5+6x5=125<10x+75+30=125 <

< 10x=125-105<10x=20 < x =2
Assim, N(2,5,5).

_ Areadabase x altura Area A[MNU]x vo
5.2. Vimnuo = = =
3 3
MUxUNX@ 2>2<3><5
= 3 = 3 =5uv.

O volume da piramide [MNUQ)] ¢ igual a 5 unidades cubicas.
5.3. A superficie esférica que contém os oito vértices do cubo
[OPORSTUV] tem centro no centro do cubo e raio igual a

d(0,U) ,
— 5 Assim, vem que:
= Centro :(E,E,EJ

2°2°2

2 2 2

Raig = 4(0.1) _(5-0)" +(5-0)" +(5-0)" _

2 2

V25425425 75 53
2 2 2

o ] 05 5 <
{3 (32

A equagdo reduzida da superficie esférica pedida ¢é:

ERCH RS

Ficha para praticar 26 Pags. 76 e 77

11. P(10,3,10),0(0,7,10) ¢ S(5,10,0)
1.2. a) y=3
b) x=5
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2.1.

2.2.

2.3.

3.1.

3.2.

4. Geometria analitica no espaco

7
©) y=5
d) x=10Az=10
e) x=10Ay=3
f) x=5A2z=0

g)x=0Any=10A0<2<10
h) x=10Az=10Ay2>3
A superficie esférica de didmetro [4C] em centro no ponto
médio de [4C].
Seja M esse ponto.
M(—1+2 ’ 2+0,4+6J®M(1,1,5)
2 2 2 2

O raio desta superficie é AM .

A equagdo reduzida da superficie esférica de didmetro [AC] é:
2

[x—%j f(r-1f +(z-5)p =7

Raio= AC =+/(2+1) +(0-2)" +(6-4)’

=32+ (2)+2* =o+4+4 =17

A inequagdo reduzida da esfera de centro B e raio AC &
X (y-2) 42217

AB=(0+1) +(2-2) +(0-4) =

AC =17 (ver2.2.)
BC=J(2-0) +(0-2)’ +(6-0)’ =

=2 +(-2)+6" =J4+4+36 =
=44 =211
AB=AC , AB+BC

[ABC] ¢ isosceles ndo equilatero.

e AC#BC, pelo que o tridngulo

A érea de cada uma das faces do centro ¢ igual a 36 unidades
quadradas pelo que a aresta do cubo mede 6 unidades

(V36=6).

a) Reta FG

b)  Segmento de reta [AB]

c) Semirreta DA

a) x=-3Ay=-3A0<z<6

b)  B(-3,3,0)
O conjunto de pontos do espago cuja distancia ao ponto
B ¢ igual a 5 ¢ a superficie esférica de centro no ponto
B e raio5, pelo que este conjunto de pontos pode ser
definido por (x+3)" +(y-3)" +22=25.

c) z=3



3.3.

4.1.

4.2.

4.3.
4.4.

A(3,3,0) e G(-3,-3,6)
Sendo P(x,y,z) um ponto genérico do plano mediador do
segmento de reta [4G], tem-se que d(A4,P)=d(G,P).
(x—3)2-4—(y—3)2-4—(z—0)2:(96-4—3)2-4—())-4—3)2-4—()6—6)2
S X —6x+9+)y —6y+9+z° =
=X +6x+9+)" +6y+9+2z" ~12z+36 <
& —6x—6y+18=6x+6y—-12z+54 &
& -12x-12y+12z-36=0 <
Sx+y—-z+3=0
X4+ 427 <25Ax=0 S0+’ +2°<25Ax=0 &
&P +22<25Ax=0
Circulo de centro no ponto de coordenadas (0,0,0) e raio 5
contido no plano de equagdo x=0.
Seja C o centro da superficie esférica.
c 2—6’3—1’—1+5
2 2 2

j<:>C(—2,1,2)

O raio da superficie esférica é OC , sendo O a origem do

referencial.

OC=(=2) +1*+2* =\4+1+4 =3

A superficie esférica pedida pode ser
(x+2) +(y=1) +(z-2)" =9

X+ 22 <25Ax20

definida por

A esfera tem centro no ponto de coordenadas (—1 ,0, 2) €

raio igual a J6 , pelo que os planos tangentes a esta esfera e

paralelos ao plano xOy podem ser definidos por z =2+ NI

Z:2—\/€.

Ficha de teste 12

1.

Pags. 78 e 79
Um reta paralela ao eixo Oy que passa no ponto P(a b, c)
pode ser definida por x=aAz=c.

Assim, a reta paralela ao eixo Oy que passa no ponto
A(2 , —2,—4) pode ser definida por x=2Az=—4.
Resposta: (C)

A superficie esférica tem centro no ponto de coordenadas
(JE , NE) R -2 ) ¢ raio 242 , pelo que os planos tangentes

a esta superficie esférica tem as seguintes equagdes:

x=2+22 o x=32
x=2-22ox==2
y="V2+22y=3/2
y=\2-22oy=-2

z=— 2+2\/E<:>z:\/§
z:—x/z—2\/5<:>z:—3\/§
Resposta: (D)

Sabe-se que d (P, R)=6, pelo que
J5-1) +(-1-3) +(k+2) =6

<:>\/42+(—4)2+(k+2)2 =6 &

oV +4k+36=6
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6.1.

6.2.

6.3.

4. Geometria analitica no espaco

Elevando ambos os membros da equagdo ao quadrado,
tem-se que:
k> +4k+36=36 =k’ +4k=0 <

S k(k+4)=0 ©k=0vk+4=0<=k=0vk=—4

Resposta: (C)

A (x-2)+(y-2)+(z-0)"=
:(x—0)2+(y—2)2+(z—2)2 S
o(x-2)+2=x"+(z-2) &
Sx -dx+d4+ ="+ -dz+4 &
S Ax=-4z ©x=z
®B) (x-2)+(y-0)+(z-0) =
:(x—2)2+(y—2)2+(z—0)2 S
<:>)/2=(y—2)2 Sy =y -dy+d o
S4y=4c<y=1
© (x-2)+(y-2)+(z-0)"=
:(JC—O)2+(y—2)2-4—(z—O)2 =
<:>(x—2)2:x2 oSxX—4x+4=x' &
< A4x+4=0 o x=1
M (x-2)+(y-0)+(z-0)" =

:(JC—O)2 +(y—2)2 -4—(2—0)2 =

Sx —dx+4+y’=x"+)y —4y+4 &

& Ax=-4y ox=y ©x-y=0
Resposta: (D)
A reta definida pela condi¢io x= V2 Az==J3 nio
interseta o plano de equagdo x =—1 porque —1# V2.
Resposta: (D)
a) E(2,2,2) e F(2,4,2)

O plano mediador da aresta [EF] pode ser definido

pela equagdo y=3.
b) y=4Arz=2A0<x<2
¢) z=2A0<x<2A2<y<4
O centro da esfera tangente a todas as faces do cubo ¢ o
centro do cubo, ou seja, € o ponto de coordenadas (1 .3, 1)

e o raio ¢ igual a metade da aresta do cubo, isto é, igual a 1.

Assim, a reduzida desta esfera ¢

(x=1)+(y-3) +(z-1)"<1.
T(1,2,2) e P(1,4,1)

inequacao

Sendo W (x,y,z) um ponto genérico do plano mediador
do segmento de reta [7p], tem-se que d (T ,W)=d(P,W).
(x=1)"+(y-2)+(z-2) =(x=1) +(y-4) +(z 1)’

S(y-2)+(z-2)=(y-4)+(z-1) &

Sy —dy+d4+t—dz+4=

=y -8y+16+2°-2z+1 <

& —4y-4z+8=-8y-2z+17 &

& -4y +8y—-4z+2z+8-17=0 &

©4y-2:-9=0

O plano mediador do segmento de reta [TP] pode ser
definido por 4y —-2z-9=0.



7.1.

7.2.

A superficie esférica tem centro C (2 ,2, 2) e ¢ tangente ao

plano de equagdo y =2 -6 , pelo que o raio da superficie
esférica é /6 .
(=2 +(y-2)

Por outro lado, a superficie esférica contém apenas dois

+(z-2)" =6

pontos que tém as trés coordenadas iguais, ou seja, pontos
com coordenadas da forma (a,a,a),aeR.

Substituindo na equagdo da superficie esférica, tem-se que:

(a-2) +(a-2)"+(a-2)" =6 =3x(a-2)" =6 &
<:>(a—2)2 :f<:>(a—2)z oa-2=2va-2=-\2
sa=2+2va=2-2

Os pontos pedidos tém as seguintes coordenadas:
(24+2,2442,2442) ¢ (2-42,2-42,2-42).
(x=2) +(y-2)
o(a-2)+(y-2)
o (y-2) +(z-2)

Pretende-se que a interse¢do da superficie esférica com o

+(z—2)2:6/\x:a =
+(z—2)2/\x:a
:6—(61—2)2/\x:a

plano de equacdo x =a seja uma circunferéncia de raio V5.

r:x/g,pelo que #* =5 e assim, tem-se que:
6-(a-2)=5(a-2)=6-5 = (a-2) =1 &
Sa-2=-lva-2=1<a=1va=3

O triangulo [4BC(] ¢ equilatero pelo que:
d(A,B)=d(A,C)=d(B,C). Assim:

d(4,B)=(6-0)+(0-6) +(3-3)" =
d(A,C):\/(6—0)2+(p—6)2+(—3—3)2=
=6 +(p—6) +(=6) =\36+(p—6) +36
=\{72+(p-6)
d(B,C)=\(6-6) +(p—-0) +(-3-3)" =
J72+(p=6) =NT2A=\p?+36=\T2

Como os dois membros das igualdades e os respetivos

radicandos sdo positivos, qualquer que seja o numero real p,

vem:

2 2
_ - _ = =6
2+(p-6) =72 _|(p-6) =0 {p
P +36=172 p’ =36 p=-6vp=6

Logo, p=6.

Ficha para praticar 27
1.1.

1.2.

Pags. 80 e 81
B-2i=(-1,2,-2)-2(4,2,-6)=

=(-1,2,-2)—(8,4,-12) =(-9,-2,10)
AB+2(-2ii) = (B A) 4ii

=((-1, 4,3,2)) 4(4,2,-6)=

=(3,-1 —4) (16,8, 24) =(-13,-9,20)
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1.3.

1.4.

1.5.

2.1.

2.2.

d)

4. Geometria analitica no espaco

— 3 3

24B-2ii=2(3,-1,-4)->(4,2,-6)=
2i=2(3,-1,-4)-2(4.2,-6)
=(6,-2,-8)-(6,3,-9) =(0,-5,1)

—%ﬁ+3ﬂ:—%(4,2,—6)+3(—3,1,4):
=(-2,-1,3)+(-9,3,12) =(~11,2,15)

A-2(3i-24B) =
=(-4,3,2)-2(3(4,2,-6)-2(3,-1,-4))=
=(-4,3,2)-2((12,6,-18)-(6,-2,-8))=
=(-43,2)-2(6,8,-10)=
=(-4,3,2)-(12,16,-20)

a) EH+EB=EH+HC =EC

b) BH-CD=BH +DC =BH + HG = BG

¢©) FG-BA=FG+ AB=FG + EF = EG

EA=A-E=(1,2,4)-(1,2,0)=(0,0,4)

=(-16,-13,22)

EF =F - E =(-3,2,0)~(1,2,0) =(~4,0,0)

EH =H - E=(1,6,0)-(1,2,0)=(0,4,0)

G =H +EF =(1,6,0)+(~4,0,0) =(-3,6,0)

B=F+EA=(-3,2,0)+(0,0,4) =(-3,2,4)

C=G+EA=(-3,6,0)+(0,0,4)=(-3,6,4)

a) AG=G-A4=(-3,6,0)-(1,2,4) =(-4,4,4)
EC=C-E=(-3,6,4)-(1,2,0) =(-4 )
HB=B-H=(-3,2,4)-(1,6,0) =(—4,-4,4)

Assim, vem que:

W:TGH?C'—%ﬁa:

~(~4.4,-4)4(4,4,4) - (4,4, 4) -
=(-8,8,0)-(-2,-2,2)=(-6,10,-2)
v 757 -[ 3 5] -
AH=H-4=(1,6,0)-(1,2,4) =(0,4,-4),
pelo que:
AH =+0* +(4) +(-4) =16+16 =42
Assim, AB - HB =4\/5.

c) O centro da superficie esférica é o centro do cubo, isto
¢, ¢ o ponto de coordenadas (—1,4,2) e o raio é

igual a metade da medida de comprimento da aresta
do cubo, ou seja, igual a 2. Logo, a equagdo reduzida
da superficie esférica tangente a todas as faces do
(y—4) +(z-2)" =4.

D(l ,6, 4) e como a reta ¢ paralela ao eixo Oy, um vetor

cubo & (x+1)" +

diretor pode ser \7(0 1, 0) . Assim, a reta pode ser definida
por:

x=1

y=6+41, 1eR

z=4



3.1.

3.2

3.3.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

Um vetor diretor da reta AB é, por exemplo, AB .
AB=(1,-1,2)-(2,-3,1) = 4B=(-1,2,1)

Uma equacdo vetorial da reta
(x,y,2)=(2,-3,1)+2(-1,2,1), teR

CA=A4-CoC4=(2,-3,1)-(3,

AB é:

-1,0) =
& CA=(-1,-2,1)

Uma equagdo vetorial do segmento de reta [CA] é:
(x,y,z):(3,—1,0)+t(—1,—2,1), te[O,l]

Um vetor diretor da reta BC €, por exemplo, BC.
BC=C-B+BC=(3,-1,0)-(1,-1,2) =

< BC=(2,0,-2)
Assim, um sistema de equagdes paramétricas que define a

reta BC é, por exemplo:
x=1+24

y=-1
z=2-24

, AeR

Seja M o centro da base de pirdmide.
R=P+2PM ,onde P(0,0,10) e M(4,3,5).
« PM=M~-P< PM=(4,3,5)-(0,0,10) <

< PM =(4,3,-5)
Dai que, R=P+2PM =(0,0,10)+2(4,3,-5)=

=(0,0,10)+(8,6,-10) =(8,6,0)

Por outro lado, tem-se que Q=R+@,mas @zﬁ,
donde:
O=R+OP=R+P==(8,6,0)+(0,0,10)=(8,6,10)
Assim, R(8,6,0) ¢ O(8,6,10).
A reta que contém a altura da pirdmide, tem a dire¢do do
vetor VM e contém o ponto V (e, obviamente, o ponto M).
VM =M~V =(4,3,5)-(-2,11,5)=(6,-8,0)

Uma equac@o vetorial desta reta ¢é:
(x,y,2)=(-2,11,5)+1(6,-8,0), reR

Area da base x altura _
3

~ Area[OPQR]xW B OP’ xVM
3 3
+(0-0)"+(0-0)" = 0OP=10
(¢ imediato que OP ¢ igual a cota de P)
VM =\(4+2) +(3-1) +(5-5)

= 6> +(-8) +0=36+64 =10

102 x10 1000
3

)

=(4,3,10)

Volume da piramide =

0P =\J(10-0)’

5.3.

Volume da piramide =

s s

2
8+0 6+0 10+10
W—( + + + J

I ( 240 11+0 5+10J
2

s E}

2 2

O centro da esfera ¢ o ponto médio do segmento de
reta [TW].
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4.5.

5.1.

5.2.

4. Geometria analitica no espaco

1
144 5 F3

15
27 50 (3173
2 2 2 274 4

> b}

O raio da esfera ¢é igual a distancia do centro ao ponto W.

o -3 (03] -
AORCROREE G

A inequagao reduzida da esfera de diametro [TW] ¢

[ 3)2 ( 17}2 [ 35)2 75
X=—=| +|y—-—| t|lz——F| £—
2 4 4 8

Sendo W (x,y,z) um ponto genérico do plano mediador

do segmento de reta [PV], tem-se que:
d(W,P)=d(W,V) & (x—0) +(y-0)’
:(96-4—2)2+(y—11)2+(z—5)2 =

S x+y +2°-20z+100=

+(z-10)" =

=x +4x+4+y" -2y +121+2° -102+25 &
< —20z+100=4x-22y-10z+150 &
< —4x+22y-10z+100-150=0 <
& —4x+22y-10z-50=0 < 2x-11y+5z+25=0
Uma equagdo do plano mediador do segmento de reta [PV] é
2x-11y+5z+25=0.
XAy 4+ - 2x+4y—62+4=0 &
Sx*-2x+Y +4y+2°—6z+4=0 &
S X’ -2x+1+y  +4y+4+2°-62+9+4-1-4-9=0
<:>(x—1)2 +(y+2)2 +(z—3)2 =10 <
A superficie esférica tem centro no ponto de coordenadas
(1,-2,3) eraioigual a NIT R
Vamos mostrar, inicialmente, que o ponto A(1,-3,0)
pertence a superficie esférica. Substituindo as coordenadas do
ponto A4 na equagdo da superficie esférica, tem-se que:
P +(=3)" +0* = 2x1+4x(-3)-6x0+4=0
<149-2-12+44=0<0=0

O ponto A4 pertence a superficie esférica.

(verdade)

Determinemos, as coordenadas do ponto B. Sendo
C (1 ,—2, 3) o centro da superficie esférica, tem-se que:

B=A+24C =A+2(C~A4) =A+2C-24 =2C~ A=

=2(1,-2,3)-(1,-3,0) =(2,-4,6)(1,-3,0)=
=(1,-1,6)
B(1,-1,6)

Um vetor diretor da reta AC (C é o centro da superficie
esférica), é por exemplo, AC .
AC=C-4=(1,-2,3)-(1,-3,0)=(0,1,3)

O ponto 4 pertence a esta reta, pelo que um sistema de
equagdes paramétricas é:

X =
y=-3+4, 1R
z=31



Ficha para praticar 28
1.1.
1.2.

1.3.

1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

2.1.

2.2.

Pags. 82 e 83

G+CD=G+GL=L

K+HB-LK=K+KE-LK=E-LK =
—E+KL=E+EF=F

A-JK+HJ=A+KJ+HJ = A+ AB+ HJ =
=B+HJ/=B+BD=D

FA-Jl =FA+1J =FA+ AF =FA-FA=0

HI+JG = HI +21H = HI + IH + IH =
=HI-HI+IH =0+ IH = [H

K+LI+BA=K+2AB+BA=K + AB+ AB + BA=

=K+AB+AB—-AB=K+AB+0=K+ AB=K+KJ =J

BE —HG +2AE = BE + GH + 2AE = BE + ED + 2AE =
=BD +2AE = AE + 2AE =3AE

FC+ AB-2GH +KJ =2AB + AB-2GH + KJ =
=2AB+ AB+2HG +KJ =2AB + AB +2BA+ KJ =
:2ﬁ+2ﬂ+ﬁ+ﬁ:2(ﬁ+ﬂ)+ﬁ+ﬁ:

_2(AB AB)+AB+K] ()+AB+KJ_

=0+ AB+KJ = AB+ AB=2A4B

AB=B-A< AB=(1,-3,2)-(-2,-1,4) &
< AB=(3,-2,-2)
W=AB-2V+ii <
#=(3.-2,-2)- 2[ ;}(-1,4,0)@
ow=(3,-2,-2)—(4,6,1)+(-1,4,0) =
o w=(7,-8,-3)+(-1,4,0) <
o iw=(6,-4,-3)
1. . 1 1
fx+u:—2v<37x+(—1,4,0):2(—2,3,7)@
2 2 2
Q%;—C+(_1,4,0):(4,_6,_1)©
@%fc:(4,—6,—1)—(—1,4,0)©
Q%x:(s,_10,_1)©x:z(5,_1o,_1)@
= 7=(10,-20,-2)
%vzzy—%mz?@

N\—

2
9 3 1
o) -3,2,2 =25 -=,2,0|+(-6,4,4
( 2 4) Y [ 2 J( )
9 3 1
o322+ -2,2,0]|-(-6,4,4)=25 &
( 2 4) ( 2 ) ( )=27
7 13 3
el-L,2,2]-(-6,4,4)=25
[2 274 ( )=2
(55 13 L 1(55 13}
S|z, o -—|=2ey=o|, 2, =
22 4 282 2 4
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4.1.

4.2.

4.3.

5.1.

5.2.

5.3.

4. Geometria analitica no espaco

Seja v o vetor pedido. # e Vv sdo colineares quando e
apenas quando existe k € R, tal que, v =kii .

ﬁzkﬁcﬁ»:k(%ﬁﬁ,ﬁ) <:>17:(2x/§k,3k,x/§k)

Pretende-se que o vetor v tenha norma 35 , pelo que:

[ =375 < |22k, 38 3k | =345 <
o |(2V2K) + (38 + (V3] =345
V8K + 9k +3k =35 o 20k =345 <

Boop2or=dok-3
20 2 2

4
—3(2\/5,3,\/5) ou 9:3(2J§,3,J§), ou

seja,ﬁ(—3f5_9 _‘/—j (\/— 9 SJ—J

Todavia, pretende-se que o vetor v tenha sentido contrario

9 33
2 2 )

ao do vetor i , pelo que 17(—3\/_ s

S 20k =45 ok =

Assim, V=

x+1=0Az=2x=-1Az=2
Pontos: (-1,0,2)

Vetores diretores: (0,1, 0)

e (-1,1,2), por exemplo.

e (0,-1,0), por exemplo.
X=6Ay+2=0x=6Ay=-2

Pontos: (6,—2,3) e (6,—2,4),p0r exemplo.

Vetores diretores: (0,0,1) e (0,0,-1), por exemplo.

1 1
—=yArz=-3=0y=—Arz=3
2 Y Y 2

Pontos: [1,1,3j e (0,7,
2 2

Vetores diretores: (1,0,0) e

—

j , por exemplo.

(=1,0,0), por exemplo.
—\3

Volume do cubo = (aresta)® = (AD)

AD=\[(3+3) +(5-3) +(3-6) =
=V36+4+9 =/49=7

Assim, volume do cubo =7° =343
E+ﬁ[=H,mas ﬁz@,peloque, H=E+A4D.
Determinemos as coordenadas do vetor AD .
AD=D-A4=(-3,3,6)-(3,5,3)=(-6,-2,3)
Assim: H =(1,2,-3)+(-6,-2,3)=(-5,0,0)

6> +22 +(-3)’

A proposi¢do p ¢ verdadeira, jA que o ponto H pertence ao
eixo Ox, pois tem ordenada e cota nulas.
Sendo P(x, y,z) um ponto genérico do segmento de reta

[AE], tem-se que d(P, A)=d(P,E).

(x—3)2+(y—5)2-4—(z—3)2 :(x—l)z+(y—2)2-4—(z-4—3)2
S x—6x+9+)y" —10y+25+2 —6z+9=
=x = 2x+1+)y —dy+4+2°+62+9 &
& —6x—-10y-6z+43=-2z-4y+6z+14 &
& —6x+2x-10y+4y—-6z-6z+43-14=0 <
& 4x-6y-122+29=0 &
S 4x+6y+12z-29=0

O plano mediador do segmento de reta [AE] pode ser
definido por 4x+6y+12z-29=0.



5.4.

6.1.

6.2.

6.3.

a) A esfera E| tem centro A(3 .5, 3) e raio CG .

CG=4D, pois [CG] e [4D] sdo arestas do mesmo
cubo, pelo que cG=7.
Assim, (x—3)" +(y-5)" +(z-3)" <49.

4

b)  Volume da esfera = gn(raio)3 =37 7 = 13720

3

O perimetro do hexagono [ABCDEF] é igual a 36 unidades e
como este ¢ regular tem lado igual a 6 unidades

(36 : 6), tal como o hexagono [GHIJLM].

Vamos fazer um esbogo da representagio da base [GHIJLM]

no plano xOy.

Y A RRRTRRE T

Seja W o centro da base [GHIJLM].
A altura, h, do tridngulo [GHW], pode ser determinada,
usando o Teorema de Pitagoras. Assim:
=6 -3<h=36-9<h" =27
Como h>0, h=~/27 < h=33.
Logo, M(—3J§,—1,0).
Por outro lado, tem-se que S (—6\/5 , 8, 0) , pelo que
D(—6\/§ ,8, 16) , ja que o ponto D tem a mesma abcissa e

ordenada que o ponto S e pertence ao plano de equacdo

z=16.
Logo, M(—3\/§,—1,0) e D(—6\/§,8,16) (c.qm.)

Um vetor diretor da reta GM ¢, por exemplo, GM .
Determinemos as suas coordenadas.
GM =M -G =(-3V3,-1,0)-(0,2,0)=(-33,-3,0)

A reta GM contém o ponto G, pelo que
(x.3,2)=(0,2,0)+ k(\/g,l,()), k e R ¢éuma equacio vetorial

da reta GM.

Seja P(x LV, z) um ponto genérico do plano mediador do

segmento de reta [MD].
d(P.M)=d(P.D)

& (x+343) +(y+1) +(2-0) =
=(x+6x/§)2+(2—8)2+(2_16)2 <

S +6Bx+274 ) 42y +14 22 =

=x? +1243x +108 + 1> —16y + 64 + 2> — 322 + 256

4. Geometria analitica no espaco

& 6\B3x+2y+28=123xr-16y -32z+428 <
S 6\V3x—1243x+ 2y +16y +322+28 - 428 =0 <
& —63x+18y+322-400=0 <

< 3B3x=9y—16x+200=0
O plano mediador do segmento de reta [MD] pode ser
definido por 3v/3x -9y —162+200=0.

Ficha de teste 13
1. TR=-i-2v=—(2,4,-1)-2(-3,1,-2)=
=(-2,-4,1)-(-6,2,-4)= =(4,-6.,5)
TR=(4,-6,5) < R-T=(4,-6,5) <
S R=(4,-6,5)+T < R(4,-6,5)+(2,-1,-4)
= R=(6,-7,1)

Pags. 84 e 85

Resposta: (C)

2. Uma reta paralela ao eixo Oy tem vetores diretores do tipo
4(0,1,0),2eR , pelo que (A) e (C) ficam desde ja
excluidas. A reta definida pela condi¢do y=2Az=2 ¢

paralela e o eixo Ox.
Resposta: (D)
3. Seja Co centro da esfera, C(1,2,3). A=B+ 2BC

BC=C-B« BC=(1,2,3)-(4,1,2) & BC=(-3,1,1).

Assim:
A=B+2BC & A=(4,1,2)+2(-3,1,1) &

& A4=(4,1,2)+(-6,2,2) = 4=(-2,3,4)

Resposta: (B)

4. A reta 4 tem a dire¢do do vetor de coordenadas (0, 0, 1),
pelo que ¢ paralela ao eixo Oz. Por outro lado, uma reta
paralela ao eixo Oz pode ser definida por uma condigdo do
tipo x=aAy=b, a, be R, pelo que (B) e (D) ficam desde
jé excluidas.

A reta s contém o ponto de coordenadas (2 , 3 , 4) e a reta
definida por x=2A y=3, também, contém neste ponto,
pelo que as retas sdo coincidentes, ou seja, sdo paralelas ndo
estritamente. Assim, a reta estritamente paralela a reta s é a

reta definida pela condigdo x=—-1Ay=-2.

Resposta: (C)
5. = Determinag@o das coordenadas dos pontos de intersecdo da
superficie esférica com o eixo Ox:

X+ 42 42x—62-3=0Ay=0Az=0 &
S +2x-3=0Ay=0Az=0 &

)

2

=2 ANy=0Az=0 &

244
2

( 2+4 2-4
S|l X=—""VX=
2 2

& (x=1vx=-3Ay=0Az=0)

&> X =

ANy=0Az=0 <

J/\y:O/\z:O =

A superficie esférica interseta o eixo Ox nos pontos de
coordenadas (-3 ,0,0)e (1,0, 0) e 0o 0 que tem menor

abcissa é o ponto 4, pelo que A(-3,0,0).
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7.1.
7.2.

7.3.

7.4.

= Coordenadas do centro da superficie esférica:

X4y +2+2x-62-3=0 &
S +2x+y +2-62z-3=0 &
S +2x+1+Y° +22—62+9-3-1-9=0 <
& (x+1) 4y +(2-3)" =13

Logo, C(-1,0,3).

AC=C-4 AC=(-1,0,3)-(-3,0,0) =

& 4C=(2,0,3)

Resposta: (A)
Os vetores i e Vv sdo colineares se e so se:

2_ke¥3 2 g K32 oo
k-3 & 3 &

S +\Bk=6Ak20c K +/3-6=0<

/3£, /3-4x(-6 _
k= \/— 3 X( )Qk:%\/ﬁb

~3+33 —J3-343
5 vk= > P

p=4

— 3+3\/§
o— S k=

o k=V3vk=-2\3

Assim, # e V sao colineares quando k= V3 ou quando
k=-243.

E=F+FE=(-2,1,-1)+(-1,2,2)=(-3,3,1)
A reta ¢ paralela a reta EF, pelo que tem a diregdo do vetor
EF , ou FE (ja que, EF e FE , apesar de terem sentidos
opostos, tém a mesma diregdo). Por outro lado, sabemos que
a reta passa pelo ponto 4. Assim um sistema de equagdes
paramétricas que define a reta pedida ¢, por exemplo:

x=-2-1

y=—"2+24, 1eR.

z=2+24

area da base x altura

3
Altura= d(E, F)=y(-3+2)" +(3-1) +(1+1)’ =

(-1 +2242% =\1+4+4 =3

Area da base = Ez
d(4,F)=y(=2+2) +(-2=1) +(2+1)’ =
— A D
=0+(-3) +3° = B
=V9+9 =418 =32 N

pelo que
d(4,C)=2x32 = d(4,C)=632

Volume da piramide =

Por outro lado, sabe-se que a medida de comprimento
diagonal de um quadrado de lado @ unidades ¢ a2
unidades. AC =62, pelo que AB=6.

62><3_

36.

Volume da piramide =

O volume da piramide é igual a 36 unidades ctbicas.

C=A+24F

AF=F - A& AF =(-2,1,1)-(-2,
< AF =(0,3,-3)

-2,2)e
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8.1.

8.2.

4. Geometria analitica no espaco

C=A+24F & C=(-2,-2,2)+2(0,3,-3) =
& C=(-2,-2,2)+(0,6,-6) = C=(-2,4,-4)

Raio= CE = (-3+2)" +(3-4) +(1+4)’ =

=J(=1) +(=1) +5° =1+1+25 =427 =33

A inequacdo reduzida da esfera de centro no ponto C e raio
CE ¢ (x+2) +(y—-4) +(z+4)" <27.

Substituindo y por zero no sistema de equagdes paramétricas
da reta r, tem-se que:

x=1+2x[—gj
x=1+21
0=3+21, leR< /1:—% , leRs
z=32 3
z:3x(—7J
2
x=1-3 x=-2
SIA=—=, leRi1=—-=, 1R
9 9
z=—— z=——
2 2

O ponto da reta » que tem ordenada nula tem coordenadas

(-2.0.-3).
2

Seja 7 e § vetores diretores das retas r e s,
respetivamente.

Tem-se que 7(2,2,3) e §5(—4,-4,-6).

s =-27 , logo, os vetores 7 e § sdo colineares e,
consequentemente as retas 7 ¢ s tém a mesma dire¢do, ou
seja, sao paralelas.

As retas serdo coincidentes desde que tenham um ponto em
comum (caso contrario sdo estritamente paralelas).

O ponto de coordenadas (1, 3, 0) pertence a reta r.
Determinemos o valor real de & para o qual as coordenadas

deste ponto satisfazem a equagéo da reta s.
(1,3,0):(3,5,k)+t(—4,—4,—6), teRAkeR

< (1,3,0)=(3,5,k)+(—4t,-41,-6t), teRAkeR
<(1,3,0)=(3-4t,5-4t,k—6t), teRakeR
1=3-4¢ 4t=2
S1<3=5-4t,teRArkeR<=4t=2,teRAkeR
0=k—6t 6t=k
1
=3
I =1
S{t=— ,teRakeRe: 2, teRAkeR
2
k=3
1
6x—=k
2

As retas r e s sdo coincidentes quando e apenas quando
k=3.

B(0,-2,0) ¢ 4(4,0,0)
AB=B-A4=(0,-2,0)-(4,0,0) =(-4,
(x,y,2)=(0,-2,0)+k(-4,

—2,0)
—2,0),ke]R
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Funcgoes

Ficha para praticar 29
1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2.

2.3.

3.1.

3.2.

3.3.

Pags. 86 e 87
O par ordenado (3 , —1) pertence a AxB , pelo que a
proposicdo p ¢ verdadeira.
Também o par ordenado (-1,
a B
Assim, tem-se que:

1) pertence quer a Ax B quer
, logo, a proposicao ¢ é verdadeira.

pla| ~p| ~4q| ~p=4| pvq| pvaeo~q| (~r=a)r(Pveeq)

ViVl F| F \ N F F

A proposicio ¢ falsa.

@) Bxd={(-1-2),(-L-1),(-1,3),(v7.-2),
(71 (7.3 41,2} (4.1, (5.3

b) A ={(-2,-2).(-2,-1),(-2.3).(-1,-2)
(-1.-1).(-1.3).(3.-2).(3.-1).(3.3)

Por exemplo, (—2 , (—1 7, \/7)) ¢ um elemento de Ax B’.

O cardinal de 4x B® ¢ igual a 81, pois
3x3 =81 (#4=3,#B=3 ¢ B =(#B)' =3).

D, ={-23,-3.43,33,5V3}

$S(2B) =2 (2) e 1 (2 ) 26
FS(B)=V2 () = s (B) =~
$S(V3)=V2(V3) = £ (V3) = o
'f(3ﬁ) V2(33) = 1 (3V3) =346

= f(5V3)=V2(5V3) = f(5V3)=5V6

Assim, D ={-216 -6 ,+/6 ,3V6 , 56}
8 ). (). (5.2

D,={xeR: 1-2x#0} :{xeR: xié}:R\{%}

Caracterizagao da fungdo a:

a: R\{l}—ﬂ&
2
5

I

1-2x
Db:{xe]R: 2x—x2¢0}:
:{xeR: x(2—x)¢0}:
={xeR: x¢0/\2—x¢0}=
:{xeR: x;tOAx;tZ} :R\{O,Z}
Caracterizagdo da fungéo b:

b: R\{0,2} >R
X

X
2x —x*

D, ={xeR: 2+x° ;tO} ={xe]R: X’ ¢—2}=R
Caracterizagdo da fung@o c:

c: R>R
x+1

X
2+ x7

77

34.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

4.1.

Dd:{xe]R: x2+2x—3¢0}

, —2+,/2° —4x1x(-3)
X" +2x-3=0< x= =
2x1
-2-4 -2+4
Sx=—-Ax=—"- x=-"3Ax=1
2 2
Dd:R\{—S,l}
Caracterizagdo da fungéo d:
d:R\{—3,l}—>R
3x
X >
X +2x-3

D,={xeR: x>0} =]0,+o]
Caracterizagdo da fungéo e:
e:]0,+0[ >R

X\/’ﬁ
Df:{xe]R: xZO} :[O,+oo[
Caracterizagdo da fungéo f:
f:[0,+0[ >R

X

¥ X
~—

6—2x20}
5

>2026-2x20< 2x>2-6=x<3

Dgz{xe]R:

6—2x

Dg:]—oo,}]
Caracterizacao da fungdo g:
g: |-©.3]»>R
6—2x
5
th{xeR: 9—x220} ={xe]R: (3-

I

x)(3 +x) > 0}

X —00 -3

3-x + + +

+0q

3+x - 0 + +

S |+ |© |Ww

9—x’ — 0 3
D, =[-3,3]

Caracterizagdo da fungdo 4:

h: [—3 , 3] >R
X~ "9 — x2
D, =R (araiz cubica de qualquer niimero real ¢ um niimero real)
Caracterizagdo da fungao i:
it:R->R
x\/\3/ x+3
D, ={xe]R: x+3¢0} ={xeR: x¢—3}

Caracterizacdo da fungio j:

~R\{-3)

it R\{-3} >R
1

\~/$x+3

f(x)= —%x +2a e f(—-6)=—4, pelo que:

_4:_%(—6)+2a<:>—4=2+2a<:>a=—3



4.2.

5.1.

5.2

5.3.

6.1.

f(x)=—éx—6 ,pois a=-3.

A fungdo /¢ injetiva se e somente se:
VX, , X, eD‘,. ,f(xl)zf(xz): X =X,

f(xl) = f(xz) & ——x

o X =X,

1

1
—6=—§x2—6<:> -=X =—§x2c>

Logo, a fungao /¢ injetiva.
1 1 1 1

) ()e )

1 1
o) a=r)

(é

2

(Z

2

e se

0

3)aeils)
3 g E)

Assim, a funqao fpode ser definida pelo seguinte grafico:

666

11
2727
13
272°7
iZ

A2t
g 2 2 2 2 2
1 1 1
. —|==|===|==|0|=0
g(2j 2 2 H
3 1 3
g 2= =2 = =1
o(2)=|3-3 -+
7 17
. SR (R S S N | P
g(2j 2 2 ‘ ‘
Assim, D, ={-3,-1,0}.
D} ={-3,-1,0,1} e o conjunto de chegada da fungdo /¢

={-3,-1,0,1}, pelo que a fungdo f ¢ sobrejetiva pois o

contradominio coincide com o conjunto de chegada.
Mostremos, agora, que a fungdo g ¢ ndo sobrejetiva.
O contradominio da fungdo g ¢ D, ={-3,-1,0} ¢ o

conjunto de chegada ¢ B={-3,-1,0,1}, pelo que a fungdo

g ¢ ndo sobrejetiva ja que o contradominio ndo coincide com

o conjunto de chegada.

D, =R, D} =R e o conjunto de chegada de f'¢ R . A fungdo

féinjetiva pois: Vx,,x, eR,x, #x, = f(x)#= f(x,)

A fungdo f'¢ sobrejetiva ja que o contradominio coincide com

o conjunto de chegada.

Assim, a fungdo f ¢ bijetiva ja que ¢ simultaneamente injetiva

e sobrejetiva.

A proposicdo p € verdadeira.

* D,=R, D, =R (o quadrado de qualquer nimero real ¢
um numero real ndo negativo) e o conjunto de chegada de g
¢ R.

A fung@o g € ndo injetiva, pois, por exemplo, g(— 1) = g(1).

A proposicdo g ¢ falsa.

= D,=Rj,D, =R} e o conjunto de chegada da fungéo 4 ¢é
Rj .

A fungdo s ¢ sobrejetiva pois o contradominio coincide
com o conjunto de chegada. A proposicao / é verdadeira.
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6.2. Respostado Carlos: (p=gnr)<(pvq)

(p=gnr)e

pla| ol anr| p=anr| pvy (pva)

V| F| V| F F \% F
(per)

(per)

Resposta da Margarida: (q VA p) =

p|lal s avr| avrap| per| (avrap)=

V| F[V V \ \Y \Y

O aluno que respondeu corretamente ao problema foi o
Carlos.

Ficha para praticar 30 Pags. 88 e 89
1.1. A fungdo f ¢é bijetiva se for simultaneamente injetiva e

sobrejetiva.

A fungdo /¢ injetiva se e somente se:

Vx,x, R, f(x)=f(x)=>x=x

f(x)=7(x)e —6x,+5=-6x,+5 < —6x, =—6x, &

S X =X,
Logo, /¢ injetiva.
Por outro lado, a funcdo f ¢ sobrejetiva se paratodoo yeR,

existir um elemento pertencente a R tal que y = f (x) .

Assim:
—6)c+5=y<::>—6x=y—5<:>x=))7_65

. -5
Logo, Vy e R existe um x¢ R, no caso x=y—6 , tal que

y = f(x), pelo que /¢ uma fungdo sobrejetiva.
E como f ¢ uma fungdo simultaneamente injetiva e

sobrejetiva, entdo ¢ bijetiva.
Determinemos, agora, uma expressdo para f ' (x),xeR.

Assim, y=—6x+5<:>x=y—_65.
x-5 5-x ,
Trocando as variaveis, tem-se y = e S y= — dai
-1 _5—x
que [7'(x)= .
12+ (f o)) = () =1 (6x+5)
_5—(-6x+5) 5+6x-5 _bx_
6 6 6

Logo, (/™o f)(x)=
(o)) = (77 w) = (2] =635 o

=—5+x+5=x
Logo (f+/)(x)=
2.1. a) (goh)(-2)=g(h(-2)) =g(-3x(-2)+5) =g(6+5)=
=g(11)=4x11-2=42
b) (hog)(-2) = h(g(-2)) =h(4x(-2)-2) = h(-10) =
=-3x(-10)+5=35
22, a) (goh)(x)=g(h(x)) =g(-3x+5) =4(-3x+5)-2=
=-12x+20-2 =12x+18
{xe]R xeD, /\h( ) }

={xeR: xeR/\—3x+5eR}=R

D,.,



2.3. A proposi¢do ¢é verdadeira, pois go/ nfo é igual a hog,

4l (fog)(x):f(g(x))zf[—gj:4

4.2.

4.3.

Caracterizacdo da fungéo goh

goh:R>R
X —12x+18

b heg(x)=h(z(x) =
:h(4x—2) :—3(4x—2)+5 =—-12x+11
Dhsgz{xeR: xeDg/\g(x)eDh}z
:{xeR: xeR/\4x—2€R}:R
Caracterizagdo da fungéo hog:
hog:R—>R
X~ —12x+11

pelo que as fungdes g e /4 ndo sdo permutaveis.

4x
(o)) =g(/(x)=g(d4x)=-—: D, =R
As fungdes f'e g sdo permutaveis ja que fog ¢igual a

gof.

0 (s n3)=rees(3))- oo 4(3))-
~(7o2)(®) =(e) = 1( 3] = 1()-
=4x(-1)=—4

b) g ¢ uma func@o injetiva, logo admite inversa.

y= —% & x=-3y

Trocando as variaveis, tem-se que y = —-3x , ou seja,

g ' (x)=-3x. Assim:

e (4

=f(2)=4x2=8
¢) /¢ uma funcdo injetiva, pelo que admite inversa.

y=4xo x= % , trocando as variaveis, tem-se que:
X ) _ X .
y=7 s ouseja, (%) = Assim:

(gor")(24)=2(s7(24) =g(—} —g(6)=-2=-2
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5.1.

5.2

5. Fungoes

- 2 22
_ﬁ+(_—TH] —B+5 5-B
2(5+V3) 104203 104243

(5-3)(5+3) 52_(@2_
:10+2\/§ :5+\/§

22 11

= A funcdo ¢ injetiva se e somente se
Vx,x, €R, f(x)=1(x)=x=x

25-3

f(xl)zf(xz)c—%xl+2=—§x2+2<:>

1 1
= —gxl = —gxz X =X,
Logo, /¢ uma fungao injetiva.
* A fungdo g € ndo injetiva pois, por exemplo g(-1)=g(1).
= A fungo /4 ¢ injetiva se e somente se:
Vx,,x, € R, h(x)=h(x,)=x =x,

h(xl):h(xz)bé—\/le :%—\/Exz =

= —\/Exl = —ﬁxz S X =x,
Logo, a fungdo /4 ¢ injetiva.
As fungdes f'e & sdo injetivas.
A fung¢@o g ¢ ndo bijetiva, pelo que ndo admite inversa.
A proposicdo g ¢ falsa, pois € verdade que a fungdo g ndo
admite inversa.

5.3. a) Para determinar a expressdo da inversa, basta resolver em

1 .
ordem a x a equagdo —Sx +2=y. Assim, tem-se que:

1 1 1
—x+2=y—x=y-2&—x=2-y x=6-3
3 y 3 y 3 y y

Trocando as variaveis x e y, tem-se que y =6—3x, pelo que
f’l(x):6—3x .

Logo, D = R. A funcfo inversa de f pode-se caracterizar

da seguinte forma:
SRR
X~ 6-3x

b) %—ﬁx:ya—ﬁx:y—%cﬁx:—y+%©

y 1 y\/z V2
SxX=—F=+—FF ——t—
V2 22 2 4
V2 a2
SxX=——y+—
2 4
Trocando as variaveis x e y, tem-se que:
:—Qx-i—ﬂ pelo que h’l(x):—ﬂx+—2
Y 2 4’ 4
Logo, Dh,, =R.
F:R->R
V2 2
X\/'—TX"'T

54. 2) (fo2)(-2)=f(g(-2)) = (-3x(-2) )=

— f(=3x4)= £(-12) == x(-12) +2=6



6.1.

6.2.

6.3.

7.1.

7.2.

b) (f oh)(V18)= 7 (n18) =f( ﬁx(JE)}

1
>-
:—%(—12)+2:f&—\/%J:f[%wJ:

= —E :—lX —E +2=E+2:§
2 3 2 6 6

O (/e )(2) =5 (1 (+2))=
_f-l[_ﬁ(—\/i)+*5] _f-1(1+*f]_

2 4
—6—3(14—\?] :6—3—¥ :3—¥
g(x):Sx—Z e (fog)(x):—15x+7
(fog)(x):—15x+7 <:>f(g(x)):—15x+7<:>
o f(5x-2)=-15x+7 <=
@f(Sx—Z):—3(5x—2)+1
Logo, f(x)=—3x+1..
g(x)=4x-1¢e (fog)(x)=8x+5
(fog)(x)=8x+5 <:>f(g(x))=8x+5<:>
@f(4x—1):8x+5 <:>f(4x—l):2(4x—l)+7
Logo, f(x)=2x+7.
g(x):3—x e (fog)(x):—18+12x—2x2
fog(x)=-18+12x-2x" < f(g(x))=-18+12x-2x"
e f(3-x)=-2(9-6x-x") & f(3-x)=-2(3-x)
Logo, f(x)=-2x".
A fungdo f¢é injetiva se e somente se:
VX, ,X, eR",f(xl):f(xz)z X =X,
Assim:
fx)=rf(xn)ex=x ox-x=0
S(x—x)(x+x)=0x-x,=0vx+x,=0
S X =X, VX =—X,
Como, x, ex, eR":
X, =X,V X, =—X, < X =X,, pelo que a fungdo /¢ injetiva.
Caracterizemos, agora, a fungdo f~', inversa de f.
xzzy/\x>0<:>x=\/;/\x>0
Trocando as variaveis x e y, tem-se que y =x , pelo que
£ (x)=x.
O dominio de /™' é o contradominio de £, ou seja, R* (o
quadrado de qualquer numero real positivo ¢ u numero real
positivo). Assim:
R SR
xemx
. Dgof:{xe]R:xeDf/\f(x)eDg}@
@Dgof:{xe]R:xeR*/\xzeR\{?a}} S
@Dgof:{xe]R:xe]R*/\xz;t?a} =

@Dgﬂf:{xe]R:xeR*/\x;t— 3/\x¢\/§} =

D, =0, +x[\(\3}
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. (g°f)(x):g(f(x)):g(xz):le—

= Caracterizacao da fungdo go f:
gof:10,+oo[ \[3] >R

1
_"
X -3

(7 1)(a) =194 1{ () =190 -4
< f(4a+a)=19a-4 < f(5a)=19a—4

Por outro lado, sabe-se que f'(x)=4x +a . Substituindo x

por 5a, tem-se que [ (5a)=4x(5a)+a=2la . Assim:
f(Sa):19a—4<:>21a:19a—4<:> 2a=-4<a=-2

Ficha de teste 14

Pags. 90 e 91
AxB:{(x,y)eRZ:(x,Z),xeA} € como

A={xe]R:1<xS4} , arepresentacdo graficade AxB éa

da opgdo (C).
Resposta: (C)

1 x-1
x x
X Cx—=l-x -1
x—1 x—1 X —
Portanto, 4(x)= —— . Por outro lado:

= (g2)(x)=2(/(x) :g(i) oL _xt

< (fog)(x)=f(g(x)) =/ (1-x) = =—

Logo, h(x)=(f-g)(x).
Resposta: (B)

2—%x:y<:>—§x:y—2<:>gx:2—y<:>
5
<:>2x=10—5y<3x=5—5y.
5
M(x)=5-=x.
Fx)=5-3
O grafico da funcdo f~' ¢ uma reta cuja ordenada na origem

é 5, pelo que a representagdo grafica da fungdo ™' & (A).
Resposta: (A)

4. (A) A afirmagdo ndo ¢ necessariamente verdadeira.

Por exemplo, a fungdo f representada ao lado ¢ injetiva, pois
quaisquer dois elementos distintos de A4 tém imagens
distintas. Todavia, é ndo
sobrejetiva, ja que o
elemento 18 do conjunto
B n3ao é a imagem de
qualquer elemento do

conjunto 4.




(B) A afirmag@o ndo ¢ necessariamente verdadeira.

6.2.

Por exemplo, a funcdo g representada por:
A B

8
T
¢ sobrejetiva, pois qualquer elemento do conjunto B ¢é
imagem de pelo menos um elemento do conjunto 4. No
entanto, a fungdo g é ndo injetiva ja que os objetos
distintos 4 e 5 tém a mesma imagem no caso 10.
©

A afirmag@o ¢ necessariamente verdadeira.

Por definicdo, uma fungdo ¢ bijetiva se for
simultaneamente injetiva e sobrejetiva.

(D) A afirmagdo ndo ¢é necessariamente verdadeira.

Por exemplo, a fungdo f (dada como exemplo na

exclusdo da opg¢do (A)) € uma funglo injetiva, mas ndo

¢ sobrejetiva, pelo que, também € ndo bijetiva.

Resposta: (C)

X f(x) .
f(32):4006f(zj: 4> 2ssim vem que

Resposta: (D)
D,=R e D, =Rj.

ngg={xeR:xeDg/\g(x)eDf}<3
<:>D‘,.Dg={xeR:xeR/\x2—3x—4eRg}<:>
@D‘,.Dgz{xeR:xz—Sx—420}
34.(=3) —4x(—4
¥ -3x-4=0cx= ( ) X( )<:>

2
Sx=4vxyx=-1
X' =3x-420 (x—4)(x+1)20

X —0 =1 4 +og
3-x - - o] +
3+x 0 + + +
9—x’ + 0 — 0 +
Doy =Jroo, ~1]U[4, 4o

(g0 f)()=g(/(x)) =g(Vx)=(Vx) ~3vx -4~
=‘x‘—3\/;—4:x—3\/;—4,poisx20
. Dgof:{xe]R:Df/\f(x)eDg}=
={xeR:xeRg/\\/;eR}:
={xeR:x20/\x20}:
={xeR:x20} =[0,+oo[
= Caracterizac@o da fungdo go f:
gof:[0,+0[ >R
x\/vx—S\/;—4
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7.1.

7.2.

8.1.

8.2.

10.

5. Fungoes

A fungdo & ¢ bijetiva se for simultaneamente injetiva e
sobrejetiva.

= /i é injetiva se e somente se:
Vx, , x, €R, h(xl) = h(xz) =X =X,

h(x)=h(x)ex -4=x-4 ox=x, ©x=x,,

Logo, a fun¢@o /4 ¢ injetiva.
= 1 ¢é sobrejetiva se para todo o y € R, existir um elemento
de R tal que yzh(x).

x3—4=y<:>x3=4+y<3x={/m
Assim, para qualquer yeR , existe xeR tal que
y= h(x) .
Logo, como 4 ¢ injetiva e sobrejetiva ¢ bijetiva.
A fung@o / ¢ bijetiva pelo que admite inversa.
x3—4:y<:>x3:4+y<:>x:%/m
Trocando as variaveis x e y, tem-se que y = Ya+x , pelo que
h’l(x)zi/m .Logo, D,, =R

s f()=1+1e f(1)=2

A fung@o f ¢ bijetiva. Logo, admite inversa.
Logo, a proposigdo p ¢ verdadeira.

A fungdo fpode ser definida pelo seguinte grafico:

G, =1(3,-2),(-2,-1),(-1,0),(0,1).(1,2)
ho(gof)(a)=47 < ho[g(f(a))]=47
e holg(1-a)]=47 @ ho[(1-a) ~(1-a)+2]=47
eh(1-2a+a"-1+a+2)=47 < h(a’ -a+2)=47
©2(a*-a+2)+3=47 ©2d’ -2a+4+3-47=0
©24°-2a-40=0 < a*—a—-2=0
1-9

a+4)(~1)" - 4x(-20) o lro 1-9

<< a= =
2 2 2

Sa=5va=-4
O ntimero de elementos do conjunto 4* ¢ igual ao quadrado
do niimero de elementos do conjunto A4, assim, tem-se que
#4> =[#4] ,logo, [#4] =9, ou seja, #4=3.
Como A ¢ um conjunto de trés elementos (1,2)e 4’ e
(4,2)e 4>, conclui-se imediatamente que 4 ={1,2,4}.

Logo, A4° ¢é dado por:

{(11),(1,2),(1.4),(2,1),(2.2), (2.4). (4.1),(4.2). (4, 4)}



Ficha para praticar 31

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

2.1.
2.2.

2.3.

2.4.

4.1.

4.2.

4.3.

Pags. 92 e 93
Df =R.Se xeDf , entdo —xeDf.

f(—x) = —5(—x) =5x= —f(x)
Portanto, Vxe D,,-xe D, A f(-x)=~f(x), logo f ¢ uma

funcdo impar.
Df =R.Se xeDf , entdo —xeDf.

£ =6y =65 = 1 (1
Portanto, Yxe D,,—xe D, A f(-x)= f(x), logo f ¢ uma

fungdo par.
D, =R\{0}.Se xe D, ,entdo ~xe D, .

f() == === (v)

Portanto, Vxe D,,—xe D, A f(-x)=—f(x), logo f ¢ uma

funcdo impar.
Df =R.Se xe D, , entdo —xeDf.

F0)=7() =76 =1 ()
Portanto, Vxe D,,—xe D, A f(-x)=~f(x), logo f ¢ uma

funcdo impar.
Df =R.Se xe D, , entdo —xeDf.

Fex) =) (o) =a* =
IxeD,: f(-x)# f(x)nf(-x)#=f(x) , pelo que a

fun¢do fndo ¢ par nem € impar.
D,=R.Se xeD,,entdo —~xe D, .

£ =) ~(0) ="+ 1= (1

Portanto, Vxe D,,—xe D, A f(-x)=—f(x),logof ¢ uma

funcdo impar.

F(=2)=3; £'(3)=-2; £(2)=-3; f(-3)=2
f(=0)=2; (2)=-1; £(1)=-2; f'(-2)=1
F(3)=—4; f(-4)=3; f(-3)=4;/"(4)=-3

g(-a)=b.Como g & impar, g(a)=-b.

Logo, g'(b)=-a ¢ g''(-b)=a

gog’l(—b)=—g(—a) p=> g(g’l(fb))sz = g(a)=—b
& -b=-b

g(x):f(x+1) e f(x):72x2+x

g(x):72(x+1)2+(x+1) :72(x2+2x+1)+x+1:
=-2x" —4x-2+x+1=-2x"-3x-1

h( ):f(fx)+2 e f(x):72x2+x

h(x)=-2(~x)" +(-x)+2 =22 —x+2

j(x)sz(x73)+1 e f(x):72x2+x

=
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J(x)=2[2(x=3) +(x=3) | +1=
2[2(x* —6x+9)+x-3]+1=

=2(-2x" +12x—18+x-3)+1=
2

= (72x2+13x721)+1 =—4x* +26x—42+1

=—4x* +26x-41
4.4 m(x)=—f(3x)—4 e f(x) =-2x"+x
m(x)=7[72(3x)2 +(3x)}4 =—[-2(9x*) +3x]-4=
=—(-18x"+3x)—4 =18x* ~3x -4
5.1.
v1
3- _________ 1
E a
SN0 5 s
-------- -1
D,=[-3,5];D.=[-1, 3]
5.2.
y]
)C=
5.3.
yh
)C:
D, =[-1,7];D.=][1, 5]
5.4.
;\;“
)C=
D,=[2.6]: 0 =[3. 1]
5.5.

D, =[0,8];D.=[-3, 1]



5.6.
v
x:
D, =[-6.2]:D,=[-1,3]
5.7.
yh
10l 1 N
D, =[-2,6]; D, =[-1,3]
5.8.

D,=[6,2]: Di=[o0, 4]

6.1. A funcdo / ¢ ndo injetiva porque, por exemplo:
h(-1)=h(1) .

6.2. D,=R,peloque xe D,=>-xeD,

()~
h(—x)=——"—=-—=h(x),
()= =)
VxeD,,—x e D, Ah(—x)=h(x)
Logo, 4 ¢ uma fungéo par.
6.3. A fungdo /4 tem um Unico zero que ¢ x =0, pois

2
h(x)zO@—%zO@xZ:Ocnc:O

O grafico da funcdo 4 ¢ uma parabola com a concavidade
. . 1

voltada para baixo, pois 7 <0.

a) ael-o,0 b) a=0

7. G,={(-3.4).(-2.2).(0,-1),(1.,-6),(4.,-8)}

G, ={(4.8).(-1.6).(0.1).(2.-2).(3.-4)}

¢) a0, +of
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1.1.
VAL
o--- 21--9
ST
210 1 2x
e--1-1 '
B S .

Pags. 94 e 95

5. Fungoes

1.2. O grafico de g ¢ a imagem geométrica de f pela

1.3.

2.1.

2.2.

2.3.

3.1.

83

transformacgao ¢ , ou seja, pela contracdo horizontal de
coeficiente é
G, ={(-18,2).(-9.-1),(0,1),(9,2).(18,-4)}
1
h(x) =fl=x
3
a) O grafico da fungdo g obtém-se a partir do grafico da
fungdo f pela contracdo horizontal de coeficiente %, pelo
que o contradominio se mantém. Assim, D; = ]—oo S 3] .

O grafico da fungfo / obtém-se a partir do grafico da fungéo
f pela dilatacdo vertical de coeficiente 3, pelo que o
contradominio ¢ alterado.

Assim, D, =]—oo s 3><3] =]—oo s 9] .

b) Os zeros da fungdo g sdo—2 ¢ 1 (—% =2 e %:lj.
Os zeros da fungdo / sao —4 e 2.
¢) h(x):73<33f(x):73®f(x):71

A equacdo tem uma infinidade de solugdes.
Quando a=1 e b=-2,tem-se que j(x)= f(x+1)+2.

Assim, um esbogo do grafico de j ¢ obtido a partir do grafico
de f'pela translagdo de vetor ii(-1,2).

a)

D.f:R?D,;z]_OO 5]
bl) aeRAbe]3,+of

b2) aceRAb=-1
b3) aeRAb=3
a)

b)

O grafico da fungdo a obtém-se a partir do grafico de f pela
translagdo de vetor ;(—l ,0).



3.2.

3.3.

34.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

5.1.

5.2

O gréfico da fungdo b obtém-se a partir do grafico da fungao f
pela translag@o de vetor ;t(O ,— 3) .

O grafico da fungdo ¢ obtém-se a partir do grafico da fungao f
pela reflexdo de eixo Oy seguida da translagdo de vetor

u(0,1).
O grafico da fungdo d obtém-se a partir do grafico da fungéo f

. . 1
pela contracdo horizontal de coeficiente 5

O grafico da fungdo e obtém-se a partir do grafico da fungéo f
pela dilatagdo horizontal de coeficiente 2.

O grafico da fungdo g obtém-se a partir do grafico da fungao f
pela dilatacdo vertical de coeficiente 4.

O grafico da fungdo / obtém-se a partir do grafico da fungio f

. . 1 .
pela contragdo horizontal de coeficiente 3 seguida da

translagdo de vetor #(0,-2).

O grafico da fung@o 7 obtém-se a partir do grafico da fungéo f
pela dilatacdo vertical de coeficiente 2, seguida pela reflexdo
de eixo O, e, finalmente, da translagdo de vetor ﬁ(O ,4).

O grafico da fungdo g obtém-se a partir do grafico da fungéo f'
pela translagdo de vetor ﬁ(O, —2) , pelo que o contradominio
¢ alterado. Assim, D) =[-6-2,4-2], ou seja, D, =[-8,2].

O grafico da fungdo / obtém-se a partir do grafico da fungao f
pela reflexdo de eixo Ox seguida da translagdo de vetor
;(0 s 10) , pelo que o contradominio ¢ alterado.

Assim, D, =[-4+10,6+10], ou seja, D, =[6,16].

O grafico da fungdo j obtém-se a partir do grafico da fungdo f°
pela dilatagdo vertical de coeficiente 8§, pelo que o

contradominio ¢é alterado.
Assim, D) =[-6x8,4x8], ouseja, D} =[-48,32].

O grafico da funcéio m obtém-se a partir do grafico da funcdo

f pela contragdo horizontal de coeficiente % seguida da

translacdo de vetor i (0,—6), pelo que o contradominio ¢

alterado.
Assim, D) =[-6-6,4—-6], ouseja, D, =[-12,-2].
= O grafico da funcdo g obtém-se a partir do grafico da
funcdo f'pela translag@o de vetor ;(—2 , 0) .
Assim, D, =[-6-2,5-2],ouseja, D, =[-8,3].
= O grafico da fungédo 4 obtém-se a partir do grafico da fungéo
f pela dilatagdo horizontal de coeficiente 2.
Assim, D, =[-6x2,5x2], ouseja, D, =[-12,10].
= O grafico da fungdo j obtém-se a partir do grafico da fungéo
f pela reflexdo de eixo Ox, seguida da translagdo de vetor
;t(O ,1) , pelo que o dominio de j se mantém inalterado em

relagdo ao dominio de f. Assim, D, =[-6,5].
= O contradominio da fungdo g mantém-se inalterado em

el
2

relagdo ao contradominio da fungdo f. Assim, D; = {—

5. Fungoes

= O contradominio da funcdo 4 também se mantém
inalterado em relagdo ao contradominio da fungdo f. Assim,

, 9
Dh:l:—4,5:}.

* O contradominio da fungdo j ¢ alterado em relacdo ao
contradominio da fungao f.

Assim, Dj’. = [—2 +1,4 +1} ,ouseja, D' = [—z s 5} .
2 / 2

5.3. a) g(-8)+h(-8)+j(2)=
=f(-8+2)+f (_78]+(—f(2)+1)=
= f(=6)+ f(=4)= £(2)+1 =—4+2—(=1)+1=0
b) g(0)+h(12j(-4)) =
= f(0+2)+h(12(-f (-4)+1))=
= ()+h(12( -2+ 1)) f(2)+h(-12)=
= ( 12) F(2)+f(-6) =-1-4=-5
6.1. [-3 5] e D} =[2,6]
6.2. Vamos representar, num plano munido de um referencial

cartesiano, o grafico da fungéo f.

-3 0 1 5 X
a) O grafico da funcdo g obtém-se a partir do grafico da
fungdo f'pela translagdo de vetor ﬁ(l s 0) seguida pela

reflexdo de eixo Ox.

b) O gréfico da fungdo / obtém-se a partir do grafico da

fungdo f'pela contragdo horizontal de coeficiente %

seguida pela translagdo de vetor I;(O ,— 4) .

Ficha de teste 15 Pags. 96 e 97
1. féuma fungdo pare f(3)=-1,peloque f(-3)=-1.
Por outro lado, tem-se que g ¢ uma fung¢do impar e
g(—4)=2,pelo que g(4)=-2. Assim, vem que:
“f(3)+g(-4)=-1+2=1
“f(3)+g(4)=-1+(-2)=-3

84



6.1.

. f(3) -1 1

Resposta: (A)
O grafico da fungdo g obtém-se a partir do grafico da fungao

f pela reflexdo de eixo Ox seguida da translagdo de vetor

;(0,1). Assim, tem-se que D) =[-2+1,4+1], ou scja,

D, =[-1,5].

Resposta: (B)

= O grafico da fungdo g obtém-se a partir do grafico da
fungdo f pela translagdo de vetor I;(—?),O) , pelo que a

fun¢do g tem exatamente um zero que ¢ —3.

= O grafico da funcdo s obtém-se a partir do grafico da
funcdo f pela translagio do vetor u(—4,3), pelo que a
fun¢do 4 tem exatamente um zero que ¢ 0.

= O grafico da funcdo j obtém-se a partir do grafico da
fungdo f pela translagio de vetor u(3,4), pelo que a
funcdo j ndo tem zeros.

= O grafico da fungdo m obtém-se a partir do grafico da
fungdo f pela translacdo de vetor ;4(3,—3) , pelo que a

fungdo m tem exatamente um zero que ¢ —1.
Resposta: (C)
D, ={-16, -8, 4, 12}

g(-16)=f(-8)=-6 ~_~ (16, 6)
g(-8)=/(-4)=8 ~ (-8, 8)

£(4)= 1(2)==6 ~_~ (4. =6)

g(12)= f(6)=10~_~ (12, 10)

Resposta: (C)

/¢ uma func¢@o bijetiva e impar. Sendo f(75) =1, tem-se

que f(5)=-1 e, consequentemente, f'(-1)=5.
Resposta: (A)

a) A expressdo analitica de uma fung¢fo afim f'¢ do tipo
f(x)=ax+b, onde b é a ordenada na origem, ou seja, a

ordenada do ponto de interse¢do do grafico de f com o
eixo Oy. Assim, tem-se que: f (x)=ax+5
Por outro lado, sabe-se que o grafico de finterseta o eixo

Oxem x=4,ouseja, [(4)=0.

0=ax4+5<30=4a+5<34a=—5©a=—%

A forma canénica de f¢ f(x)= —%x +5.

b) O grafico de g obtém-se a partir do grafico de fpela
translagdo de vetor 1;(—2 ,0) seguida da reflexdo de eixo

Ox.
O zero da fungdo f'¢ 4 pelo que o zero da fungdo g é 2.
Outra resolugédo:

f(x)=—%x+5
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6.2.

7.1.

7.2.

5. Fungoes

g(x)=—f(x+2)= —[—Z(H 2) +5} =

:%(”2)‘ 5.5 5.5

=—x+—-5=—x-—
4 2 4 2

g(x):0<:>%x—§:0<:>5x—10:0<:>x:2

O grafico da fungéo j obtém-se a partir do grafico da fungéo f°
efetuando, sucessivamente, as seguintes transformagdes:

1. Reflexdo de eixo Oy

2. Dilatagdo vertical de coeficiente 2

3. Translagio de vetor ;(0 ,—1)

Assim, tem-se que:
'y
y

5

O grafico da fungdo /4 obtém-se a partir do grafico da fungdo f
pela reflexdo de eixo Oy.

Os zeros da funcdo f sdo —4 e 2, pelo que os zeros da
fungdo /4 sdo -2 e 4.

O grafico da fungéo j obtém-se a partir do grafico da fungdo f°
pela reflexdo de eixo Ox.



O contradominio da fungdo f ¢ [-4,2] , pelo que o
contradominio da fungdoj é [-2,4] .

7.3. O grafico da funcédo g ¢ obtido do grafico de f pela translagdo

de vetor (—a,0).

Para que a soma dos zeros da funcéio g seja um nimero nao
negativo ¢ necessario
(4+(a)+(2+(-a)20=

que -a>0 e que:

&S -4-a+2-a20-2a>22<a<l
Logo, a |-, ~1].

8.1. a) O grafico da fungdo j obtém-se a partir do grafico da
fun¢do g pela contragdo horizontal de coeficiente %
seguida da dilatagdo vertical de coeficiente 4.

O contradominio da fungdo da fungdo g ¢ [-1,1] pelo
que o contradominio da fungdo j é [—1 x4, 1x 4], ou seja,

[-4.4].

b) Sim, a fun¢do j tem dois zeros: % e %,pois
(1 1
](7j=4xg(2xfj=4xg(l)=4x0=0

2 2
(3 3
j(E]:4xg(2x5j:4xg(3):4x0:0

D,=]-1,3] e D, =[1,1]

. Efetuando a transformag@o ¢ do plano que transforma

8.2.

1 .
o ponto P(x, y) no ponto P’[x , Zyj, que se designa

~ . . 1
por contracdo vertical de coeficiente rE tem-se que

D=]-1,3] , ou seja, mantém-se inalterado
D'= —1><l,1><1 <D= —1,1

44 4’4
. Apos a translagdo, T, , de vetor (—1,1), tem-se

que: D=]-1-1,3-1]< D=]-2,2]

D'= —l+1,l+1 = é,é
4 4 4’4

Assim, tem-se que:
a) Dominio: D, = ]-2, 2]

, . ' 35
b) Contradominio: D‘,. = Z s Z

¢) Expressdo analitica: f(x) = ig(x + 1) +1

Ficha para praticar 33 Pags. 98 e 99

L1. D, =[-4,8] e D} =[-2,3]
1.2. Zerosdef: -2
1.3. a) [-4.4] b) [1,8]
1.4.
x |4 1 8

O EEEREY
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5. Fungoes

1.5. A fungdo f ¢ crescente em [—4,1], constante em [1,4] e

decrescente em [4, §[ .
1.6. O grafico da funcdo g obtém-se do grafico da fungdo f pela

translagdo de vetor u(—2,-3).

a) O dominio da fungdo f ¢ [-4,8[, pelo que o dominio da
fungdo g ¢ [-4-2,8-2[, ouseja, D, =[—6,6[ .
O contradominio da fungdo f é [-2,3] pelo que o
contradominio da fungdo g é [-2-3,3-3] , ou seja,
D, =[-5,0].

b) O zero da fungdo /¢ 2.
Os zeros da fungdo g sdo todos os niimeros reais pertencentes

ao intervalo [—1 s 2]

¢)

A fungdo g é crescente em [—6,—1], constante em [-1,2] e
decrescente em [2, 6] .

2.1. A fungédo /¢ decrescente em R quando e apenas quando:

Vx,xeR, x<x,= f(x)> f(x,)
f(x)> f(x,)e5-2x>5-2x, & -2x>-2x, &
& —x, > X, S X, <X,

Logo, f'¢ decrescente em R .

2.2. A fungdo f ¢ decrescente em R pelo que a fungdo g

também ¢é decrescente em [_2 , 3] .
D, =[/(3)./(-2)].
f(3)=5-2x3=5-6=-1c¢
f‘(*2)=572x(72):5+4:9

Logo, D!, =[-1,9].

3.1. = fédecrescente me sentido lato em [a, b]
* g(d) ndo ¢ minimo absoluto (a fungdo g ndo tem minimo
absoluto)
A proposicao ¢ falsa, pois V <> F ¢ falso.

3.2. = f(a) émaximo absoluto

* g(c) ndo é minimo absoluto

A proposicdo ¢ verdadeira, pois a equivaléncia de

proposi¢des verdadeiras é uma proposi¢do verdadeira.

3.3. A fungdo g ndo é decrescente em [c,d], em [c,d].

A proposigao ¢ falsa.



3.4. = gndo tem minimo absoluto (g tem apenas maximo absoluto,
no caso € g(c)).
* ftem minimo absoluto, que é f'(b).
Por outro lado, tem-se que:
g ndo tem minimo absoluto a menos que f tenha minimo
absoluto ¢ equivalente a Se f'ndo tem minimo absoluto entdo
g ndo tem minimo absoluto.
F = V ¢ verdadeiro, pelo que a proposigao ¢ verdadeira.
4.  Por exemplo:
,\"
Y 21
/\ q
- 3 Y 2 4
5.1. a)
'y
y
1 N\ 2 T /7 I
Nt/ ‘
| | f
2 -1 0 1 2 X
b)
x —00 -1 0 1 +00

S A2 N ol /2N

¢) » Monotonia
A fungdo /¢ crescente em |00, —1] eem [0,1].
A fungio f ¢ decrescente em [—1,0] eem [1,+oo] .
= Extremos
S(-1)=2¢ f(1)=2 ¢éo maximo absoluto de /(¢
também maximo relativo)
£(0)=0 & minimo relativo de /

5.2. a)

/12

b)

+00
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5. Fungoes

¢) = Monotonia
A fungfio /¢ decrescente em |00, —1] eem [1,+ o[ .
A fungdo /¢ crescente em [-1,1].
= Extremos
f(~=1)=-2 ¢é minimo relativo de
/S (1)=2 & maximo relativo de f°
A fungdo f'¢ decrescente quando e apenas quando
Vx, ,x, R, x <x, :>f(xl)>f(x2)
O que significa que para qualquer x, # x, se tem

f(x1)_f(x2)

X=X

<0.

Assim, tem-se que:

[ ()= f(x)

XX

ax, +b —(ax2 +b)

<0 <0<

X T X,

ax,+b—ax,—b ax, —ax.
1 2 <0 % 2

X=X X =X,

a(xl —xz)

XX

Como x, #x,, vem que <0=a<0.

Logo, a funcdo f'¢ decrescente se e somente se, o valor real a
for negativo.

Ficha para praticar 34

1.1.
1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Pags. 100 e 101
D, = [76 s 2[ e DA',. = [74 s 4]

X -6 -2 0 1 2

F) |4 A4 N1 7 2] N

* Monotonia
A fungdo /¢ crescente em [-6,—2] eem [0,1].
fungdo /¢ decrescente em [-2,0] eem [1,2[.

= Extremos
f(~6)=—-4 ¢ minimo absoluto (¢ também minimo relativo)
f (—2) =4 ¢ maximo absoluto (¢ também maximo relativo)
/(0)=1 é minimo relativo

Por exemplo:

a) [-2,-1]
11

ES]
1 3

o [53]

O grafico da fungdo g obtém-se a partir do grafico da fungéo 1

da reflexdo de eixo Oy, seguida pela reflex@o de eixo Ox e da

translagdo de vetor ﬁ(O ).



3.

a)
b)

2.1.

2.2.

1. Reflexdo de eixo Oy

2.

4
y

A

5

D,=12,6] e D, =[-3,5]
Monotonia
A fungdo g é decrescente em |-2,—1] eem [0, 2]
A fungdo g é crescente em [—1,0] eem [2,6].
= Extremos
g(—l) =—1 ¢ minimo relativo
2(0)=0 ¢ méaximo relativo
g(Z) =-3 ¢ minimo absoluto (também ¢ minimo relativo)
g(6 =5 ¢ maximo absoluto (também é maximo relativo)
f(-2)=2 & minimo relativo
/(2)=3 ¢&maximo relativo
f (4) =—1 ¢ minimo absoluto (também ¢ minimo

relativo)
f(6)=4 émaximo relativo

a) D,=]-5.5]e D,=1]-5,1]
b) O grafico da fungdo / obtém-se a partir do grafico da
funcdo fpela translagdo de vetor ;(—1 , O)

seguida da
reflexdo de eixo Ox.

3.1.

3.2.

3.3.

4.1.

5. Fungoes

¢) A fungdo h & crescente em |-5,-3] eem [1,3]
A fungdo / é decrescente em [-3,1] eem [3,5].

Se x,,x, e R™, tem-se que:
2 2
X
X, <X, & X > X @—?1<—?2®f(xl)<f(x2)

Logo, a funcdo ¢ crescente em R™, pois:
Vx5 eR L, x<x,= f(x)<f(x)
Por outro lado, se x, ,x, e R", tem-se que:

xz )Cz
X <X, S x<x] <:>—?1>—?2<:>f(xl)>f(x2)
Logo, a fungfo f'¢é decrescente em R, pois:
vx,,x, eRY, x <x, :>f(xl)>f(x2)
A fungdo f¢ do tipo f(x)=ax’(a=0) com a= —% )
Como a <0, a concavidade do grafico da funcdo f'¢é
voltada para baixo.
Por exemplo, uma reflexdo de eixo Ox.
A nova funcdo obtida, a fungdo g, ¢ definida por
g(x)==s ().
a) A funcdo f¢é crescente em R quando 2—a”>0.

2-4° >0<:>(x/§)2—a2 >0 @(ﬁ—a)(x/z+a)>0

x |- 2 2 +00
P_al + [+ + 0 -
Gial - O] * [ ¢
2-a’ - 0 + 0 -

2-a*>0 & —2<a<2

Logo, ae}—ﬁ,ﬁ[.

b) O grafico da fungdo f'¢ uma reta paralela ao eixo Ox
quando 2-a’=0.
2-a’=0=a=—2va=12

¢) A fungdo ftem 6 como zero, pelo que f(6)=0.
f(6)=0e(2-a")x6-3=0 (2-a’)x6=3

<:>2—a2=3<:> 7a2:172c>a2:

6 2

3 3 J6 J6
Sa=—,|—va=,—< a=———va=—o
\2 V2 2 2



4.2.

6.

a) a =2, pelo que:
f(x)=(2-2")x-3c f(x)=-2x-3
g(x)=f(—x)<:>g(x)=—2(—x)—3<:> g(x)=2x—3

Assim, tem-se que, uma representagdo grafica da fungdo g
é:

/
b) O grafico da fungdo / obtém-se a partir do grafico da
funcdo f'por uma dilatagdo horizontal de coeficiente 3.

O zero da fungéo f'¢ —% pois:
3
f(")=0®—2x—3=0<:>—2x=3<:>x:_5

Logo, o zero da fung8o 4 ¢ igual a —% x3, ou seja, —% .

Outra resolucio:

e

h(x):0<:>7?73:0<:>72x=9<:>x=7%

Por exemplo

O grafico da fungdo f'tem a concavidade voltada para
baixo, quando o coeficiente de x* for um niimero real

negativo. Assim, tem-se que:

k2—3—2ﬁ<o@k2—(3+2ﬁ)<0 <:>k2—(1+2x/§+2)<0

<:>k2—(1+\/§)2<0<:> [k7(1+x/5)}[k+(l+x/5)}<0

x —o0 ~1-+/2] 1++2 +od
k-(1++2) - - - 0 +
k+(1+\/5) - 0 + + +
K -3-22 + 0 - 0 +

F-3-22<0-1-v2<k<1+2
Logo, o grafico da funggo f'tem a concavidade voltada para
baixo quando k € J—l -2 , 1+ ﬁ[
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Ficha de teste 16 Pags. 102 e 103
1. A fungdo f ¢é estritamente decrescente em R quando
12— px/g <0 . Assim, vem que:

12-p3<0e—pf3<-12 p\/§>12<:>p>£<:>

NE)

2ﬁ©p>4ﬁ

1
S p>

Resposta: (C)
2. =Naopgcio (B), f(b) é maximo absoluto.

* Na opgdo (C), f(a) ndo é minimo absoluto.
* Na op¢do (D), f(a) ndo ¢ minimo absoluto e f(b) é
maximo absoluto.
Resposta: (A)

3. g(x):2x2+2kx2 @g(x):(2+2k)x2
O grafico da fungdo g tem a concavidade voltada para baixo
quando 2+2k <0.
Assim, 24+2k<02k<2<k<—1.
Resposta: (D)

4. 'f(x) = g(fx) -1
O gréfico da fungdo f obtém-se N
a partir do grafico da fungdo g
pela reflexdo de eixo Oy
seguida pela translagdo de vetor

ﬁ(O ,—1). Assim, tem-se que:
D, =10, +c[ ef¢decrescente
em R .

j(x)zfg(x)Jrl 4

O gréfico da fungdo j obtém-se

a partir do gréfico da fungdo g =~ =—=——] i X
pela reflexdo de eixo Ox -1 i

seguida pela translagdo de vetor \
;t(O ,1) . Assim, tem-se que:

D' =]-0,0[ ej¢édecrescente .

em R
] m(x) = 7g(7x) +1

O gréfico da fung@o m obtém-se

do grafico da funcao g pela
reflexd@o de eixo Oy, seguida da reflexdo de eixo Ox e por
fim da translagdo de vetor ;(0 ).

Assim, tem-se que: D), = ]700 S 0[ e m € crescente em R
. n(x) = —g(—x) -1

O gréfico da fungdo n obtém-

se do grafico da fungdo g

pela reflexdo de eixo Oy,
seguida da reflexdo do eixo
Ox e por fim da translagdo de
vetor ﬁ(O ,—1).

Assim, tem-se que: D) = ]700 ,— 2[ en écrescenteemR .

Resposta: (B)
51. = f(a) ¢ minimo absoluto da funcéo £, logo ¢ também

minimo relativo, pelo que a proposi¢do p é verdadeira.



= A fungdo f'ndo tem qualquer extremo para x =b, pelo que
a proposicao g ¢ falsa.

* f(c) éminimo relativo da fungdo f, pelo que a proposicio
r € verdadeira.

* A fungdo ftem apenas um minimo relativo, que & f(d),
pelo que a proposigao ¢ ¢ falsa.

Assim, conclui-se que: p ¢ uma proposicdo verdadeira; g é
uma proposicdo falsa; » ¢ uma proposi¢ao verdadeira e ¢ €
uma proposicdo falsa.

5.2.a) A proposic¢do p quando r ¢ equivalente a ¥ = p .

Como r ¢ p sdo proposi¢des verdadeiras, ¥ = p ¢ também

uma proposi¢do verdadeira e, consequentemente, é

verdadeira a proposi¢ao p quando r.

b) A proposigdo t a menos que g € equivalentea ~q =1 .

6.1.
6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

7.1.+

g ¢ uma proposigdo falsa, pelo que ~ ¢ ¢ uma proposi¢do
verdadeira.

Por outro lado, ¢ ¢ uma proposigéo falsa, logo, a proposicéo
~q =1t ¢ também, falsa.

Assim, ¢ falsa a proposigdo ¢ a menos que q.

D, =], 4 & D =[ -1+

X —00 1 2

)N [ 2 ] N | nd

A fungdo /¢ decrescente em |-o0,1] eem [2,4].

A fungdo f ¢ crescente em [1,2].

f(l) =—1 ¢é minimo absoluto (também e minimo relativo)
f(2)=1 éméximo relativo

a) f(x)=-lex=1

b) f(x)<lexe]-3,2[U]2,4]

Sejam A(1, -1) e B(2, 1) dois pontos do grafico da funcao f.

Vamos definir analiticamente o segmento de reta [AB] e
determinar a abcissa do ponto deste segmento que tem
ordenada nula, a qual corresponde a um dos zeros da fungao f.

AB=B-4=(2,1)-(1,-1)=(1,2)

mAE:%:Z.Logo y=2x+b.

Por outro lado, tem-se que o ponto B e AB .
1=2x2+bb=-3

Assim, o segmento de reta [4B] pode ser definido por
y=2x-3A1<x<2

Determinemos, entdo, a abcissa referida:

0=2x-3A1<x<2 <:>x=%/\1SxS2 <:>x=%

Logo, os zeros da fungdo f'sdo: —1,% el
A(-2,8) e B(-1,-2)
AB=B-A4=(-1,-2)-(-2,-8)=(1,6)
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B(-1,-2) e C(4,-32)
BC=C-B=(4,-32)-(-1,-2)=(5,-30)
_30_

My =
BC
5

-6

As retas AB e BC tém declive, respetivamente, 6 ¢ —6.
Sabemos que o grafico de /' é uma parabola pelo que a sua
concavidade tem o mesmo sentido em todo o dominio.

O declive da reta AB ¢ maior que o declive da reta BC, logo o
grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo.

a) A fungdo g é crescente em |2, 0].
A fungdo g é decrescente em [0, 4] .
b) D, =[g(4) , g(O)] ,ouseja, D, =[-32,0]
¢) g(4)=-32 ¢ minimo absoluto de g (também & minimo

relativo).

g(O):O ¢ maximo absoluto de g (também ¢é maximo

relativo).
Ficha para praticar 35 Pags. 104 e 105
L1 f(x)= -3x* +12x = 73(x2 - 4x) = 73(x2 —4x+ 4)+ 12=
=-3(x-2) +12
Vértice: (2,12)
Equagdo do eixo de simetria: x=2
1.2 g(x)=4x2 —8x+4= 4(x2 72x)+4:
=4(x" —2x+1)+4-4=4(x-1)
Vértice: (1,0)
Equagdo do eixo de simetria: x =1
X 1 1 2
13. h(x)=—"—-4 =——x"-4=-=(x-0) -4
(1)=-2 . L(x-0)
Veértice: (0,—4)
Equacéo do eixo de simetria: x =0
2 2
14, j(x)=—x"+x-==—(x"-x)-==
i(x) 5 (¥ =x)-5
, 1y 2 1 1y 1
=—| X —x+—|-=4+—=—|x—=| +—
9 4 2 36
(53]
Vértice: | —,—
236
Equacdo do eixo de simetria: x =%
4 4
1.5. m(x)=x2—zx—2 = xzfzxﬁL—9 727—9=
3 3 36 36

7V 121
= x—— _
6) 36

. . . 7
Equacdo do eixo de simetria: x = o



1.6.

2.1.

2.2.

2.3.

24.

n(x)=2x"-5x+2 =2(x27§xj+2=

2
:2(x2+§x+§]+27$ :2(x+é) 2
2 16 16 4 8

. . . 5
Equacdo do eixo de simetria: x = 1

f(x)= —S(x +;)2

A pardbola que define graficamente a fungdo f tem a
concavidade voltada para baixo (@ =-5<0) ¢ o seu vértice

tem coordenadas [—%,0] , pelo que D :]700,0] e fé 4.2.
1 1
crescente em 700,75 e decrescente em 7§,+oo .
glx) =5+ (r-3 =(x-3 -3
2 2
A pardbola que define graficamente a funcdo g tem a
concavidade voltada para cima (a=1>0) ¢ o seu vértice
tem coordenadas (3 s —%), pelo que D; ={—%,+oo{, gé
crescente em [3,+oo[ e decrescente em |-o0, 3].
24 8
h(x)=—x+3x =—(x* -3x)= Z—x-=x*=
(x) (¢ =3x)= T3
(33
=—|x—=| +=
2 4
A pardbola que define graficamente a funcdo /4 tem a
concavidade voltada para baixo (a=-1<0) ¢ o seu vértice
3 9 , 9 ) 5.1.
tem coordenadas | —,—| pelo que D, = |-0,— |, & €
2 4 4
3 3
crescente em 700,5 e decrescente em E’+OO .
4 4\ 1 4
x)=x'+—x——= (xz-k—f +fj—f—f
/() 3779)727 9
2\ 17 5.2.
=lx+=| ——
3 18
A pardbola que define graficamente a fungdo j tem a
concavidade voltada para cima (a=1>0) ¢ o seu vértice
5.3.

tem coordenadas (—% , —%] , pelo que D', = {—i— , +oo{ , J

2 2
¢é crescente em {73 ,+ 00[ e decrescente em :|7oo s 75} .

A fungfo f tem um e um s6 zero quando o binémio
discriminante, A =b*—4ac , é igual a zero. Assim, tem-se
que:
A=0s (2m—1) —4m(m-2)=0

S dm’ —dm+1-4m*> +8m=0 <

< 4m+1=0 <:>m=fi

1
Logo, a fungdo ftem um e um so6 zero quando m = e
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O contradominio da fungdo /¢ [1,+oo[ , pelo que a parabola

que define graficamente a fungdo ftera a concavidade voltada
para cima e a ordenada do vértice igual a 1.
F(x)=20" =4k + 2k +5=2(x" = 2kx) + 2k +5 =

=2(x" = 2kx+ k7)) -2k + 2k +5 =
=2(x—k) —2k* +2k+5=
V(k.—2k* + 2k +5)
2 +2k+5=1 2k +2k+4=0<

1£+1+8
ZTQ

Sk -k-2=0k
Sk=-1vk=2
f(x)==3x>+2(k=1)x+k+1, pelo que o grafico de f tem

a concavidade voltada para baixo pois a =-3<0.
Assim, o contradominio da fungdo f ¢ o intervalo ]700 s 2]

sendo 2 a ordenada do vértice da parabola que define

graficamente a fungio f.
f(x):73x2 +2(k71)x+k+1=

2 2o nae Loy 301y =
—73[x 3(k 1)+9(k 1)}+k+1+9(k 1)
——3(x2—l(k—l))2+3(k—1)2+k+1

B 3 9

%(kfl)z+k+1+=2<:>3(k272k+1)+9k=9<:>

S3k—6k+3+% -9=0
S +3k-6=0=k +k-2=0

<:>k=_1% I8 k= 2vk=1

-2(x+1)+6 sex+1>0
f(x)= =

“2[~(x+1)]+6 sex+1<0
-2x-2+6 sexz—l_

Tl 2(—x-1)+6 sex<-1

B -2x+4 sex>-1

" l2x+8 sex<—1

f(x)=0o2x+1|+6=0=
o 2x+l]=-6c|r+]=3<
Sx+l=3vx+l=-"3 x=2vx=—4

Os zeros de f'sdo: —4 ¢ 2
a) f(x)=—4 o 2x+l|+6=-4<

e 2x+1=-10 & |x+]|=5=

Sx+l=-5vx+l=5 ©x=-6vx=4
Logo §={-6,4}

b) f(x)<2 & 2x+1|+6<2< 2x+1<-4
Slr+l]22 ©x+122vx+1<-2 o x2lvx<-3
Logo §=]-0,=3]U[l,+o[
0 f(x)>1 -2

x+l|+6>1e 2x+1>-5

5 5 5
Slr+ll<= ox+l<ax+l>—=
2 2 2

3 7 7 3
SA<K—AX>—— & ——<x<—=
2 2 2 2



6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

Logo C.S.= }—z , é[ .
22

—x*+2<0
X +2=0x=2cx=— 2vx=\/§

Graficamente, tem-se:

2 /‘\\5 R

/N

P 42<0ex<2vi>2

Logo, S=J—00,—\/5[UJ\/5,+00[.

1, .
2 +120 < x> - ¢ uma condicdo universal em R ,

pois VxeR, x* >0
Assim, S=R.
2x7+3x 22 -2x"+3x+220

~3£3% —4x(-2)x2

2x*+3x+2=0x= . =

©x=—lvx=2
2

Graficamente, tem-se:

2B

-2x* +3x+2>0<:>—5<x<2

1
Logo, S=|—,21.
¢ [2 }

—4x* +4x-1>0
—4++4* —4x4
_8 <

4’ +4x-1=0x=

1
Sx=— S x=—
2

Graficamente, tem-se:

DY

2
—4x2+4x—1>0<:>—(x—%) >0 xed

Logo, §=9.
2(x-1)-2<02(x’ -2x+1)-2<0 &

S 20 —4x+2-2<02x" —4x<0 &
2x274x:0<32x(x72):0<3

S 2x=0vx-2=0 &x=0vx=2

Graficamente, tem-se:

NI

23t —4x<0&0<x<2
Logo, §=10,2[.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.
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—1x2+1x—1>0©—4x2+6x—3>0
3 2 4

—6+/6° -
-8

4 +6x-3=0 x= axiz

-6+
=X =
-8

Graficamente, tem-se:

(impossivel em R )

/—\x
—4x* +6x-3>0=xe@ . Logo, S=0.
2x7 —9x <5< 2x* -9x—-5<0
9+(-9)" ~4(2)(-5)

2% -9x-5=0=x= =

2(2)

1
S x=—-—vx=S5
2

Graficamente, tem-se:

R

T2

2x2—9x—5£0<:>—%SxSS.Logo, S=[—%,5]

2
—%+4x£8<:>—x2+8x§16<:>—x2+8x—16S0

-8++/8° —4x16 o

-2

—x*+8x-16=0= x=

—-8+0

S x= <Sx=4

Graficamente, tem-se:

/\

x> +8x-16<0 & — <0<:>xeR
Logo, S=R.

x(1+4x7)<0

VxeR, 1+4x* >0

Assim, x(1+4x’) <0 x<0.

Logo, §=]-»,0[.
x4—5x2+4>0<3(x2)2—5x2+4>0
Fazendo y=x",vem que, y°—5y+4>0.

, 5+4(-5) —4x4
y-5y+4=0y=-,"—"—""-o

/.

I~ 4 X
Y =5y+4>0y<lvy>4

=4vy=1

Graficamente, tem-se:

Voltando novamente a variavel x:
F<lvy’>4 o (¥ -1<0vy’ -4>0)



2 - 1 2
Logo, S=]-0,-2[U]-1,1[U]2,+[.
7. VxelR, h(x) >0, quando e apenas quando, o coeficiente de

x* ¢ positivo e o bindmio discriminante ¢ um namero real
negativo.
Assim, vem que

m>0AA<0 & m>0n(2m—1) —4m(m+1)<0 =

Sm>0A4m’ —4m+1-4m’ —4m <0 <
Sm>0A-8m+1<0 &Sm>0A-8m<-1 &

Sm>0A8m>1 c>m>0/\m>%

Logo, me:}é,-koo{.

—(x+2)2+1 se x<0

x=2 se x>0

8.1. f(x) ={
1)
Por outro lado, tem-se que f(ﬁ) = xﬁ -2.
f(_4) _ 3 _ —3(\/7+2) _ —3(x/7+2) _
(V7)) VT-2 (VT-2)(V7 +2) (ﬁ)z 2

=—3(ﬁ+2) =—3(ﬁ+2) (fT2)= -2
7-4 3

82 f(¥)=0e(~(x+2) +1=0Ax<0)v(x=2=0Ax>0)

—(~4+2) +1 =—(-2) +1=-3

((x+ ) =1/\XSO)V(X=2/\X>O)<:>
e[(x+2=1lvx+2=-1)Ax<0]vx=2¢c
= (x:—lvx:—3)/\x£O]vx=2<:>

<:>(x=—1vx=—3)vx=2<:>
Sx=-lvx=-3vx=2
Os zeros da fungdo f'sdo -3, -1 e 2.
8.3.
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- Monotonia:
A fungdo f¢ crescente em |—o0, —2] eem [0, +o0] e

decrescente em [-2,0].

- Extremos:
/(-2)=1 é um maximo relativo.

/(0)=-3 éum minimo relativo.

8.4. O grafico da fungdo g obtém-se a partir do grafico da fungao f
pela reflexdo de eixo Oy.

Os zeros da funcdo f'sdo —3, —1 e 2, pelo que, os zeros da
fungdo g sdo: -2, 1 ¢ 3.

9.1. O grafico da fungfo g obtém-se a partir do grafico da fungdo
f, mantendo os pontos de ordenada ndo negativa e
transformando os pontos de ordenada negativa pela reflexdo
de eixo Ox.

O contradominio da fungdo f ¢ [-6,2] pelo que o
contradominio da fungéo g ¢ [0, 6].

9.2. O grafico da fungdo /4 obtém-se a partir do grafico da fungdo
g pela reflexdo de eixo Ox seguida da translagdo de vetor
(0,2).

O contradominio da fungdo g é [0,6] , pelo que o
contradominio da fungdo 2 ¢ [-6+2,0+2]=[-4,2].

Ficha para praticar 36 Pags. 106 e 107
1.1. y=16x traduz a afirmacdo de que as ordenadas sdo 16

vezes superiores as abcissas. Assim, tem-se que:
x> +8x-7=16xAy=16x < —x*—8x-7=0Ay=16x
S +8x+7=0Ay=16x <

_ —8++/87 —4x1x7 N

=16
2x1 e
=_Si6/\y—l6x =
@(x:_8+6 :_82_6j/\y:16x<:>
o (x=-lvx=-T)ay=1l6x <
<:>(x=—1/\y—16x) (x=—7Ay=16x) =
=

x=—1/\y—16) (x=—7Ay=—112)

Logo, os pontos pedidos tém coordenadas (71,716) e

(-7,-112).
1.2. f(x)=—x2+8x—7 <:>f(x)=—(x2—8x)—7 =S
& f(x)=—(x"-8x+16)-7+16 <
<:>f(x):—(x—4)2+9

O grafico da fungfo g obtém-se a partir do grafico da fungéo
/ pela translagio de vetor (—1,0), seguida pela reflexdo de

eixo Ox.
a) O vértice da parabola que define graficamente a fungéo f°
tem coordenadas (4 s 9) pelo que as coordenadas do

vértice da parabola que define graficamente a fungdo g sdo
(4-1,-9),ouseja, (3,-9).
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b) Determinemos os zeros da fungao f.

3924

s s 2 X -3x+6=0< x—fcwceg oS xed
_R+ _
f(x):0©7x2+8x77:0<:>x: — <7

s ——
i) ‘\/
—-8+6

& x=lvx=7 >
-2 x

Os zeros da fungdo f's3o 1 e 7, pelo que os zeros da fungdo g 2.5. ‘xz —4x+ 5‘ >l x’—4x+5>1vy’ —dx+5<-1<
sio 1-1=0 e 7-1=6.
Os zeros da fungdo g sdo 0 e 6.

¢) A funcdo f decrescente em [4 ,+ oo[ e crescente em

<> X=

SxP—dx+4>0vxt—4dx+6<0 &
<:>(x—2)2>0vxe®<:>x¢2<:>xeR\{2}

Calculos auxiliares

—0,4].

] ] ) 4+£+16-16
A fungdo f tem um méximo absoluto que & f'(4)=9. X —4x+4=0o x= 5 Sx=2
Assim, tem-se que a fungdo g ¢ decrescente em |-0,3] e 4++16-24

¥ —4x+6=0 x=———— > xed S xeD
crescente em |3, + o[ . 2
A fungdo g tem um minimo absoluto que ¢ (3)=9. \\/
1.3. O grafico da fungdo /4 obtém-se a partir do grafico da fungao f >

X
pela reflexdo de eixo Oy seguida da translagdo de vetor S=R\ {2}

(0,-2).
a) O vértice da pardbola que define graficamente a funcdo tem , ,
coordenadas (4,9) pelo que as coordenadas do vértice da X =x=6>0vy —x-2<0 &

2
pardbola que define graficamente a fungdo £ sdo W e x—6=0 x= 1+ (_1) —4x (_6)
(-4,9-2), ouseja, (—4,7). 2

2.6. \xz—x—4\>2©x2—x—4>2vx2—x—4<—2 PN

Sx=3vx=-2

b) O contradominio da fungdo f ¢ ]—0,9] pelo que o Graficamente, tem-se que:

contradominio da fungdo 4 é |- ,9—2], ou seja, |-, 7] . /
¢) A fungdo h ¢ decrescente em [—4,+oo ¢ ¢ crescente em >

]700,74].

23 x

1£(-1)" -4x(-2)
2

A fungdo 4 tem um maximo absoluto que ¢ f(—4)=7.

21, |I-4x<3 e 1-4x<3Al-4x>3 &

X-x-2=0x= <& x=2vx=-1

Grafi te, tem- :
S —Ax<2A-dx>-4 Sh4x>2n4x<d o reficamente, ey ate
1 1
<:>x>—5/\x<1<:>—5<x<1
| I~ x
Logo, S=:|—E,1|:- X=x-6>0vxi-x-2<0

22, [4x+1|25@ 4x+125vax+1<-5 & @ (x<2va>3)v(-l<x<2)
Logo, S =]-w0,-2[U]-1,2[ U3, +o[.

3L g(x) ={

S4x>24v4x<-6 <::>le\/xS—g
2 24 x+x-1 se2+x20_

—(2+x)+x-1 se 24x<0

2x+1 sex>-2
2-x+x-1 sex<-2

Logo, S=:|—<>o,—%j‘u[l,+oo[

23, |2x-6>2¢]2x>8 ©2x>8v2x <8 & =

Sx>4vi<—4 2x+1 sex>-2
Logo,S=]—00,—4[U]4,+°0[» - -3 sex<—2
24, ‘xz -3x+ 1‘ <5 X -3x+1<5Ax -3x+12 -5 3.2. Vamos, por exemplo, recorrer a um esbogo do grafico da

o xP-3x—4<0AxX’-3x+6>0 funcdo g.
<:>xe[—1,4]mR<:> xe[—1,4]
S=[-1.4]

Calculos auxiliares

3£49+16
¥ -3x-4=0 x= o+

R
2
-1 - 4 x

x=-1lvx=4
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4.1.

4.2.

5.1.

5.2.

5.3.

= A fungdo g é crescente, em sentido lato, em R , pois
Vx,,x,eR , x<x, :>f(xl)sf(xz)
Logo, a proposicdo p ¢ verdadeira.

. g(x)=0Ax2—2<:>2x+1=0/\x2—2

1 1
SX=——AX2-2 Sx=——
2 2

O zero da fungdo g ¢ —% , pelo que

1 Ca ,
g(x)SO@xe}—oo,—E} , donde, a proposi¢io ¢ &,

também, verdadeira.

Por outro lado, tem-se que a proposi¢do ¢ a menos que p ¢é
equivalente a ~ p=g¢q

p € uma proposi¢do verdadeira, pelo que ~p ¢é uma
proposicdo falsa.

Logo, a implicag@o ¢ verdadeira, pois o antecedente ¢ falso!
Assim, a proposi¢do g a menos que p ¢ verdadeira.
a=-1ek=-4,peloquef(x)=—(x+2)>-4.

A pardbola que define graficamente a fungdo f tem a
concavidade voltada para baixo, pois a = — 1 < 0 e o vértice
desta tem coordenadas (— 2, — 4). Logo, o contradominio da
fungdo f'¢é |- o, —4].

a=2e k=3,logo, f(x)=2(x+1) +3.

A pardbola que define graficamente a fungdo f tem a
concavidade voltada para cima, pois a=2>0 e o vértice
desta tem coordenadas (-2, 3) . Logo, a fungdo f ¢
decrescente em |—oo, —2] e crescente em [-2, +oo| .

O comprimento do lado do retangulo contido no eixo Ox ¢
dado por x, pois corresponde a abcissa do ponto P.

Por outro lado, o ponto P tem abcissa x e, como este ponto
pertence a reta de equagdo y =-2x+8, a sua ordenada ¢
AP=-2x+8.

Portanto, a area do retangulo ¢ dada, em fungao de x, por
A(x) = x(—2x + 8) = A(x) =-2x% +8x

Tem-se:

—2x" +8x=-2(x" —4x) =-2(x" —4x+4)+8=

=2(x-2)"+8

Portanto, o grafico da fungdo A ¢ parte de uma parabola com
a concavidade voltada para baixo cujo vértice ¢ o ponto de
coordenadas (2, 8).

Assim, o valor de x para o qual a area do retangulo ¢ maxima
¢ 2 e arespetiva area ¢ 8.

Assim, O4=2 ¢ OB=-2x+8=4.

Logo, as dimensdes do retdngulo da drea maxima séo 2 e 4.
Uma condigdo que traduz o problema é:
2x*+8x<6A0<x<4 & 2x"+8x—6<0A0<x<4

848 —4x12

2x*+8x-6=0= x= 1 < x=1lvx=3

Graficamente, tem-se que:

N
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2x*+8x-6<0A0<x<4 &
S (x<lvx>3)a0<x<4 &

S (x<IA0<x<4)v(x>3A0<x<4) &
< (0<x<l)v(3<x<4)
Logo, o conjunto pedido ¢ 0, 1[ U3, 4[ .

X e y sdo os nimeros em que a Diana e a Carolina pensaram,
respetivamente.

Por outro lado, sabe-se que a soma do dobro do niimero que a
Diana pensou com o numero que a Carolina pensou ¢ igual a
8, 0 que pode ser traduzido pela equacdo 2x+ y =8, a qual é
equivalentea y =8—-2x.

Tem-se, ainda, que o produto dos numeros deverd ser
maximo.

xy & igual a x(8-2x) pois y=8-2x . Assim vem
que x(8 —2x)=8x—2x" ¢ a expressdo que traduz o produto

dos dois numeros, em fungdo do niimero em que a Diana

pensou.

8x—2x" = -2(x" —4x) =-2(x’ —4x+4)+8=
=-2(x-2)"+8

Graficamente ¢ uma parabola com a concavidade voltada para

baixo e cujo vértice ¢ o ponto de coordenadas (2 s 8) , logo, a

fungdo ¢ maxima para x=2. Assim, 2 ¢ 0 numero em que a
Diana pensou e como y=8-—2x , substituindo x por 2,
obtém-se y =4, que foi o nimero em que a Carolina pensou.
A Diana pensou no nimero 2 e a Carolina no niimero 4.

Ficha de teste 17

Pags. 108 e 109

(34
=|lx——| ——
2 4

A parabola que define graficamente a fungdo f tem a
concavidade voltada para cima e vértice de coordenadas

5 1
[5 , _ZJ Logo, este ¢ o ponto do grafico da fungdo f de

menor ordenada.

Resposta: (B)

f(x)=3 12 f(x)=3(x-0)" -12

O grafico de f é parte de uma parabola com a concavidade
voltada para cima e cujo vértice tem coordenadas (0, —12).
Por outro lado, tem-se que f(3)=3x3’-12< f(3)=15 ¢
para x =—4 a expressio 3x>—12 toma o valor 36, ja que
3x(—4)' -12=36.

Logo, o contradominio da fungdo /¢ [-12,36] .

Resposta: (B)

A imagem de 0 ¢ 0 (ficam excluidas (C) e (D))

A imagem de a ¢ a (fica excluida (B))
Resposta: (A)



. g(x):xz_lz{xzz—l sexz—lzo=

—x"+1sex"-1<0

-1 sex<-lvxx1

:{—xzﬂse -l<x<l
xzflzx/\(xﬁfl\/xZI)@

<:>xz—x—l=0/\(xs—lvx21)<:>

1£4/(-1) +4
<:>x=%/\(xs—lvx21)<:>
lei\/g/\(xﬁ—lvle)@ =1+\/§
2 2
. X +l=xr-l<x<le

oS- -x+l=0r-l<x<le
1£4)(-1)" +
-2

1+/5

S x= A-l<x<le

A-l<x<le x=

145
VvV X=
2

X =

~1++5
2
—1++/5

fx)=g(x) e x= g
Calculemos, agora, a soma destas duas abcissas:

1+\/§+—1+\/§:ﬁ:ﬁ
2 2
Resposta: (D)

5. «f(0)=0+B < £(0)=33
A3

-f()=1-1+36 = 1(1)=¥6
Assim, /3 >3/6 >4 | pelo que f(0)>f(l)>f[%j.

Resposta: (A)
6. -A:{xeN:‘x—Z‘S4}: {xeN:x-2<4Ax-2>-4}=
xeN:x<6Ax2 2} {xeN:—ZSxS6}=
1,2,3,4,5 6}

=
={L
{xeN ‘x 7‘<2}
{
{

= B= xeN x—=7<2Ax-T7> 2}
=ixeN: x<9/\x>5} {xeN:5<x<9}=
=1{6,7, }

6.1. AnB={6)

6.2. {1 2,3,4,5,6,7,8}

7.1. (x)=0<:>(—2x2—4x+6=0/\xS0)\/(x+5=0/\x>0)
<:>[x=4i16+4><12/\x30Jv(x=—5/\x>0)<:>
@[xzwia/\xSOJv(xeg)@
<:>((x:—3vx:1)/\xS0)<:>x=—3

O tnico zero da fungdo ¢ —3.

7.2. Tem-se:

f(x)=-2x"—4x+6 f(x)=-2(x"+2x)+6 <
e f(x)==2(x+2x+1)+6+2

& f(x)==2(x+1)" +8

8.1.

8.2.

8.3.

96

5. Fungoes

Assim, para x<0, o grafico de f é parte de uma parabola

com a concavidade voltada para baixo e cujo vértice tem
coordenadas (—1,8). J4, para x>0, o grafico de /¢ parte

da reta de equagdo y=x+5.

/—3 -10
Monotonia
A fungdo /¢ crescente em |00, —1] eem 0, +oof .
A fungio f¢ decrescente em [—1,0] .

Extremos
f(—l) =8 ¢ um maximo relativo.

Os triﬁngulos [AHC] e [ADE] sao semelhantes, logo:

CH_AH _ 4 3 _ 55 4.
ED AD ED =« 3

Por outro lado, tem-se que DG =6-2x , assim a area do

retangulo [DGFE] ¢ dada, em fungédo de x por:

A(x) = 3x(6-20) = s
24 8 ,
-2 =
3 3
E F
=8x—§x2 !
-
Tem-se A x D B

Portanto, o grafico da fungdo 4 ¢ parte de uma parédbola com
a concavidade voltada para baixo, cujo vértice ¢ o ponto de

3
coordenadas [5 s 6) .

Assim, o valor de x para o qual a area do retangulo [DGFE] ¢é

o, 3 o
maxima ¢é 5 e arespetiva drea é 6 u. a.

Uma condigdo que traduz o problema ¢é:
8x—§x2 Sg/\0<x<3
3 2

Assim, tem-se que:
48x—16x*<27A0<x<3 &
& —16x"+48x-27<0A0<x<3 &
o —16x2+48x-27=0<
—48+./(48)" —4x16x27
=
-32
—48+24
= VX=
-32

o> X =

—48-24 3 9
= =
-32 4 4




Graficamente:

/\ ,
0/3 9\3)C
4 4

3
—16x> +48x—-27<0A0<x<3 @xe}o,z}u[%,{

Logo, o conjunto de valores de x para os quais a area do

retangulo [DGFE] ¢ igual ou inferior a % é

Pl

Ficha para praticar 37
1.1.

1.2.

1.3.

2.1.
2.2.

Pags. 110 e 111
Df={xe]R:8—x20}= {xeR:—x2—8}=

={xeR:x£8} :]700,8]
V8-x20, Vxe D, & -2/8-x<0, VxeD, &
©6-28-x<6, VxeD, & f(x)<6, VxeD,
Logo, D} = ]-x,6].

A fungdo f¢é injetiva se e somente se:
VX, , X, eD/v s f(xl) :f(xz) =X =X,

f(x)=r(x)=6-28-x, =6-2\8-x, &
©-2f8-x =-2/8-x, & 8-x =8-x,

=8-x,=8-x, ©—x=—x, ©x =X,

A fungo ¢ injetiva.
Sabe-se que x <8 A y<6. Tem-se:

P =6-2V8—x > 2B—x=6-ye> B-x=2"0 &

2
2
8- =3—§<:> 8—x:(3—%) =

2
<:>—x:(3—zj -8
2

2
@x:S—(s—Zj
2

Trocando as varidveis x ¢ y, tem-se:

£(x)=8 —(3 —’2“)2

Por outro lado, D, =]-,8], pelo que, D, =]-»,8] e
D) =]-»,6], pelo que, D, =]-0,6] . Logo, a fungdo

[, inversa de f, pode caracterizar-se do seguinte modo:
fi]reo, 6] -, 8]
x 2
X\ "8 — [3 - fj
2
D,=R e D, =R
g(x) =Y1-x+2 :H—(x—l) +2
O grafico da fungdo g obtém-se a partir do grafico da fungéo
definida por y = Ix pela reflexdo de eixo Oy seguida

da
translagdo de vetor (1,2).

Assim, tem-se que:

2.3.

3.1.

3.2.

3.3.

5. Fungoes

+g(0)=V1-0+2=3
rg(x)=0eV-x+2=0Y1-x=-2 o 1-x=(-2)
Sl-x=-8ox=1+8<x=9

a) O gréafico da fungdo g tem a concavidade voltada para
baixo em |-, 1] e tem a concavidade voltada para cima

em [1,+oof .
b) A fungdo g ¢ decrescente em R .

¢) A fungo g ndo tem extremos.
D, =R, pelo que, D;. =R e D, =R, pelo que,

Dg,, =R.
y=\3/l—x+2<:>\3/1—x=y—2 1—x=(y—2)3<:>
<::>—x=(y—2)3—1<::>x=1—(y—2)3

Trocando as varidveis x e y, tem-se:
y=1-(x-2)", ouseja, g"(x)=1-(x-2)".
g ' R>R

x\/'l—(x—Z)3
T2 =3 (VI-2x) =3 e 1-20=9

& 2x=8 x=—4
Verificagao:
1-2x(-4) =3 ©9=33=3

Logo, —4 ¢ solugdo da equagdo. Assim, S ={-4} .

(verdade)

fr-2=4=( 3x—2)2:42 e3x—2-16

&3x=18 < x=6
Verificacio:
Bx6-2=4 ofl6=4<4=4 (verdade)
Logo, 6 é solugdo da equagdo. Assim, S ={6}.

V5x+10+4x =17 < V5x+10=17-4x =
= (V5 +10) =(17-4x)’ &

< 5x+10=289-136x+16x> <
< 16x* —136x-5x+289-10=0 <
1637 —14x+279=0 <

141+ /(~141) —4x16x279
eIy —anien

141£+/2025 93
X=—""T—""<X \

32 16

Verificagao:

Para xzﬁ,tem—se /5x%+10+4x%=17<:>
16 16 16
@1/@+2=17 <:>§+2=17<:>£=17
16 4 4 5 2

(falso)



34.

3.5.

3.6.

Logo, % ndo ¢ solugdo da equagdo.

Para x=3, tem-se V5x3+10+4x3=17 <
25+12=17T ©5+12=17T<
<17=17 (verdade) . S ={3}

1=2x V2 +5x+1 >V +5x+1=2x-1=
:>(\/x2+5x+1)2 ~(2x-1) &

S +5x+1=4x"-4x+1 &
S 4 —x —dx-5x+1-1=0 &
< 3x"-9x=0 <33x(x73)20 p==
&S3x=0vx-3=0=x=0vx=3
Verificagio:
Para, x=0:

1=2x0-v0"=5x0+1 < 1=0-+1< I=-1 (falso)

Logo, 0 ndo ¢ solugdo da equagao.

Para x=3:

1=2x3-v3+5x3+1 < 1=6-/25 = 1=6-5 < 1=1
(verdade)

Logo, 3 é solugdo da equagio. Assim, S ={3} .

2-x-2Vx+1=02-x=2Vx+1=
:(2—x)2=(2x/my<:>4—4x+x2=4(x+1)<:>
S4-4x+x’=dx+4 o X —dx—4x+4-4=0 &
ox'-8x=0 & x(x-8)=0 ©x=0vx-8=0 <
S x=0vx=8

Verificagio:
Parax=0:

2-0-2v0+1=0= 2-2x1=0< 0=0

Logo, 0 ¢ solugdo da equag@o.
Para x=8, tem-se:

2-8-2V8+1=0«< —6-2x3=0<-12=0 (falso)
Logo, 8 ndo ¢é solugdo da equagdo. Assim, S ={0} .

2
\/1—\/x4—x2 :x—1:>( 1—\/x4—x2) :(x—1)2<:>
Sl-Vx'-x=x"-2x+1

< —Jx!

(verdade)

X=Xt =2x+1-1 o x' =¥ =x"-2x
2
= x4—x2:2x—x2:>(\jx4—x2) :(2x—x2)2<:>
oxt-=d4r -4’ +x' o
Sxt—x 4+ -4 =0 55’ -4 =0 <
x2(574x):0 S xP=0v5-4x=0
Verificacgio:
Para x=0, tem-se:
1-40" -0 =0-1 V1-0=-1 = 1=-1

Logo, 0 ndo ¢ solugdo da equagao.

(falso)

tem-se:

Para x—é
@_é

\ 256
/ 225 1 1

f=4 7 —
25 4

(verdade)

1.1
4 4

98

4.1.

4.2,

5. Fungoes

. 5
Logo, % ¢ solugdo da equacdo. Assim, S = {Z} .

. D.D,z{xeR:xeD /\g(x)eDf}z

xeR:xe[l,+o[ A —leR}z

elR: x>1/\x>1} {xeR:le}z

{

{xeR x21Ax— 1>0}
{x

[,

+oof

(£ o2)x) = (el) = £ (Vx1) -
=2(Va—1) =5Va—1+43 =2(x—1)-5x—1+3=
=2x—2-5Jx—1+3 =2x—5/x—1+1

fog: [1 +oo[%]R

X 2x—=5dx—-1+1

. Dgw.z{xeR:xeD./\f(x)eD }z

xeR:ixeRA2Y —Sx+3e[l,+o} =

={
{xeR xeRA2X —5x+3>1}
{xeR 257 —5x+3>1}

={

xeR:2x? —5x+2>0}

+4/25 —
2x2—5x+2=0@x=$© x=2vx=%
Graficamente, tem-se:
i '

2

DgD,»={xe]R:2x2—5x+220} =}—00,%}U[2>+°°[

" (go/)(x)=g(/(x))=

=N2x? —5x+3-1=~/2x —5x+2

g(sz —5x+3)=

1
go‘f:}—oo,g}u[Z,-i—oo[%]R
X 2x* —5x+2
Tem-se que fog#geo f ,peloque as fungdes f'e g ndo sdo
permutaveis, logo a proposicao p ¢ falsa.
Por outro lado, tem-se que:

f(x)=2x2—5x+3<:>f(x)=2[x2—§xj+3 =

<:>f(x):2(x—i)2—;

O grafico da fungdo f'¢ uma pardbola com a concavidade

5 1
voltada para cima e cujo vértice tem coordenadas 278)

. ., 1
Logo, o contradominio da fungéo f'¢ {—g ,+ oo{ .

Relativamente a fungéo g:
Vx-120, VxeD, < g(x) 20, Vxe D,
Logo, D!, =[0,+oo.



5.1.

5.2.

6.1.

6.2.

Assim, ndo ¢ verdade que D), < D, , pelo que a proposicdo ¢

¢ falsa.

A proposi¢do p quando g € equivalentea ¢ = p.

F = F ¢ verdadeiro, pelo que a proposic¢do p quando g ¢é

verdadeira.

VX' -3x<2=0<x" -3x<4 & x*-3x>0Ax’-3x<4
SxP=3x20Ax*-3x-4<0

x*-3x=0ox(x-3)=0< x=0vx=3

/.

0o~—_—3
3449416
2

Graficamente:

X -3x-4=0=x= < x=4vx=-1

/.

I~ 4 x

X2 =3x20Ax*-3x-4<0 @(xSO\/xZ3)/\(71<x<4)

Graficamente:

< -1<x<0v3<x<4
Logo, S=1]-1,0]u[3.4].

V2x+5<x+1=20<2x+5<(x+1) Ax+120 &

<:>0$2x+5/\2x+53(x+1)2/\x+120 p==%

S22 BA2X+5< X +2x+1lAx2-1 &

<:>x2—§/\0£x2+2x—2x+1—5/\x2—1 =

<:>x2—§/\0£x2—4/\x2—1 = xz—g/\xz—l/\xz—420

Sx2-1lax’-420 @ x2-1Ax* -2’20 <

@xzfl/\(xZZVxSfZ) Sx22 \

/.

Logo, S=1[2, + oof
2
eR: x>—f} =[—7,+oo[

={xeR:2x+1>O {
{xeR x>2 [2 +oo[

D
D ={xeR:2x 4>0}
D,=D, ,=D,ND, {% { [2,+0[=[2,+]

Assim, D, =[2 s +oo[ .

Determinemos, agora, os zeros da fungéo 4:

Tem-se:

h(x) =0 (f—g)(x) =0 < f(x)—
SV2x+1-(5-V2x-4)=0 =

g(x)=0 =

o2x+1=5-2x-4
:>(\/2x+1)2 =(5—\/2x—4)2 o
o2 +1=25-102x -4 +2x—4 <
S 10V2x—4=2542x—4-2x—1 &
S 10V2x—4=20 = 2x—4=2 &

:>(\/2x—4)2:22 > 2x—4=4 2 =8 x4

99

5. Fungoes

Verificacgio:

6.3.

V2x4+1-(5-V2x4-4)=0 e

&9 -(5-V4)=03-3=0

Logo, 4 ¢ zero de h.

(f g)(4)=f(4)xg(4)= sz4+1x[5—sz4—4]:
9x[5-+4] =3x(5-2)=9

(Verdadeiro)

Tem-se:
D, ={xeR:4-x20} ={xeR:x<4} =], 4]

D, ={xeR:x20}=[0,+o
D, =D, "D, n{xeR:g(x)=0}=

g

:]—oo,4]ﬁ[0,+00[ﬁ{xe]R:\/;—6750}=
=[0,4]ﬁ{xeR:\/;;t6}=

=[0,4]n{xeR:x=36} =[0,4]\{36} =[0, 4]
* Determinag@o das coordenadas do ponto 4
O ponto 4 tem ordenada nula e pertence ao grafico da
fun¢do  f, pelo que
f(x)=0©\/5+x=0 S5+x=0x=-5
Logo, 4(-5,0)
* Determinag@o das coordenadas do ponto B
O ponto B tem ordenadas nula e pertence ao grafico da
fungdo g, pelo que g(x)=0<1-x=0x=1.
Logo, B(1,0)

* Determinag@o das coordenadas do ponto C
O ponto C ¢ o ponto de interse¢@o dos graficos de fe de g,
pelo que:

f(x)=g(x)=5+x=1-x :(M)zz(l—x)z

SS5+x=1-2x+x* o x*-3x-4=0

3£4/9+16
:72 =

x=4vx=-1

Verificacio:

Para x=4, tem-se \/m =1-4 < 3=-3 (falso)
Logo, 4 ndo ¢ solucdo da equagdo.
Parax =—1, tem-se \/5+(-1) =
Logo, —1 ¢ solugdo da equag@o.
Por outro lado, tem-se f(~1)=2.

Assim, C(-1,2).

_ (_1) < 2 =2 (verdade)

* Determinag@o da area do tridngulo [4BC]:
d(4,B)x ordenadade C  6x2

2 )
A érea do tridangulo [ABC] ¢ igual a 6.

Area A[ABC] = =6

Fazendo 4/x = v, tem-se que (f/;)z =%, ou seja,
Jx=y.

Substituindo 4/x porye Jx por ¥, na equagdo, vem que



5. Fungoes

-1+v1+8 o 1.3. g(x)=7<:>x+ 25-x" =7 &V25-x"=T-x>

2
=(V25-47) =(7-%)" & 25-x" =49-14x+x°

Sxt+xP-14x+49-25=0 <

y+2y’ =12y’ +y-1=0 & y=

& 1v !
y=—-ivy=—
2

Voltando a variavel x, tem-se que: 02 14xt24=0 > 2 —Tx+12=0
4 4
Q/;:—IVQ/_:%Qxe@vxz(%) @xz(%) & @x:7i\'429_48 Sx=4vx=3
o x= 1 Verificacio:
16 x=3
Logo, S = {1} 2(3)=7=3+425-3 =7 3+4=7 (Verdadeiro)
16
100, y=3-2x+x’ @ y=x'-2x+1+3-1c =4
Ao Y=0—4X x y=x -2x _
) ) g(4)=7<:>4+\/25—42=7<:>4+9=7 (Verdadeiro)
<:>y:(x—1) +2<:>(x—1) =y-2&
Logo, S={3,4}.

Sx-1l=—y-2vx-l=\y-2&

1.4. A bissetriz dos quadrantes impares pode ser definida pela

Sx=1- y*2V)‘:1+\/J/Tz equagdo y = x . Assim, tem-se
Trocando as varidveis x e y, tem-se que: m NN (m)z e e 5drm o
y=1 —x-2v y=1+ Jx-2
Todavia, D, =D} =[2,+e[ e D}, =D, =[l, +e0]. S —4x—5=0 @FW <
Assim, y =2, pelo que y=1+m. o x=S5vre_l
Logo, a expressio de ™ ¢ f'(x)=1 +/x-2. Verificacdo:
Caracterizagdo de f™': Para x=35, tem-se:

» J5+4x5=5 o25=5<5=5 (verdade)
AR +J.L Logo, 5 ¢ soluciio da equacio
X 1 +~+x-2 ’ ’

Para x =-1, tem-se:

N — ,
10.2. f7(x)=1++x=2., pelo que: s+4(-) =-lel=—le1=-1  (falso)

[(x)=101+/x-2=10 & Jx-2=9=

= ( x-— 2)2 =9’ & x-2=81 <x=83 bissetriz dos quadrantes impares, pelo que as suas
coordenadas sdo (5,5).

O ponto pedido tem abcissa igual a ordenada, pois pertence a

Verificac¢io:
Parax =83 , tem-se: 21. =D, ={xeR:xeD,rg(x)eD,|=
1+4/83-2=10 < 1+/81=101+9=10 < 10=10 ={reR:xeRAax’-3e[l,+oof} =
(verdade) ={xeR:ixeRAx-321}={xeR:x’-321}=
Logo, x={83}.
={xeR:x’-420}= /
Ficha para praticar 38 Pags. 112 e 113 :] 72]U[2 +°°[

S (7+8)(x)= 1 (2(x))= ~—"2 7
(s -3)NF 3T
D, ={xeR:25-x" >0} =[-5,5]

fog:]—oo,—Z]u[Z,+oo[—>R
D, {xeR 5+4x>0

N =
={xeR:x2—%} / \ 22. D,={xeR:1-x" 20} =[-1,1]

1.2. f7'(5)=a significa que f( ) ) D~={XGRIXZ{0} [0, +oo[ / \
. D, =D, N"D NnixeR: j

Assim, para determinarmos o valor de f' (5) , vamos

3
1.1. Df={xe]R:2x—320} ={xeR:x25

J
resolver a equagdo f(x)=5.

:[—1,1]m[0,+oo[m{xeﬂ{<:2—&¢o}=
f(x)=52xr—3=5=(V2r-3) =5* = 2xr-3=25

:[O,l]m{xe]R:\/;;tZ} =[0,1]n{xeR:x=4}=

©2x=25+3o2x=28x=14 ~[0.1]
Verificacao: ’ 3
f(14)=5=2x14-3=525=5 [h](x)zh(x)z o

. J) k) 2=V
(Verdadeiro)

Logo, /7'(5)=14.

100



2.3.

24.

3.1.

3.2

h
=:0,1]>R
j[ ]

NI

X
\/2_\/;
D_,=D.nD,=RNR=R

h(x)=‘x+1‘ <:>h(x)={

_x +1
T lex-1
Assim:

(=)

i-I:R—>R

X {1

*D, =R eD =R,peloque D,,, =D, ND, =R

. m(x):‘x—Z‘

Assim, tem-se:

x+1 sex+1>0
—(x+1) sex+1<0

sex>—1
sex<—1

—x—(—x-1) sex<-1_

2x—(x+1) sexz—l_

_{—x+x+1 sex<—1 _{1

2x—x-1 sex>-1 |x-1

sex<—1

x—1sex>-1

x—-2 sex=2

—x+2 sex<?2

@m(x):{

sex<—1

sex>—1

X —0 0 2 +00
m(x) —x+2 2 —x+2 0 x—2
n(x) 2x—1 | -1 4 4 4

m(x)+n(x) x+1 1 -x+6 4 x+2

x+1 sex<0
(m+n)(x)=1-x+6 se0<x<2
x+2 sex>2

= Caracterizagdo da fungdo m +n

m+n:R—->R

>

D
D

x+1 se x<0
-x+6 se 0<x<2
x+2 se x>2

f={xe]R:x+120} ={xeR:x2—1}=[—1,+oo[
{xeR:xfIZO} ={xeR:x21}<:>Dg=[1,+oo[

D,=D, ,=D,ND,=[-1,+0[N[l,+o]=[1,+ux]

Dj :D/'+g :D/v

Determinemos, caso existam, os zeros da fungéo 4.

ND, =[1,+o]

h(x)=0<:>(f—g)(x)zOCM/ﬁ—l—m:O =
< x+1=l+m:(\/m>2=(l+\/ﬁ)z &

Sx+l=1+2Vx-1+x-1
Sx+l-1-x+1=2Vx-1 <
<:>1=2\/x—1:>12=(2\/x—1)2c>

ol=4(x-1)<

< l1=4x
5
S x=—
4

-dsdx=5<
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5. Fungoes

Verificacio:

5
Para, x =—, tem-se:

4
1f§+1—1—1}§— =0 <:>1f2— —\/I:OQE—I—lzo
4 4 4 4 2 2
< 0=0 (verdade)
Logo, % ¢ solugdo da equagdo e consequentemente € o zero
da fungao 4.
Determinemos, agora, caso existam, os zeros da fungao j.
J(x)=0(f+g)(x)=0=Vx+1-1+Jx-1=0
2 2
eVrri=1-Vx-1 = (Vx+1) =(1-Vx-1) <
Sx+1l=1-2Vx-1+x-1 <
S2Wx-1=l+x-1-x-1 o 2Jx-1=1=>

= (251) =1 @ 4(x-1)=1 ©4(x-1)=1
S4x-4=1 =4x=5 @x:%

Verificacgao:

5
Parax=—:

4
4/§+ —1+,/§— =0 <:>\/§—4+\/I=0<:>§—1+1=0
4 4 4 4 2 2

<1=0  (falso)

5
Logo, 7 nao ¢ solucdo da equagdo, pelo que a funcdo j ndo

tem zeros.

Por outro lado, tem-se que a proposigao:

A fungdo h ndo tem zeros a menos que a fungdo j tenha zeros.
¢ equivalente a proposi¢ao:

Se a fungdo j ndo tem zeros, entdo a fungdo h ndo tem zeros.
E verdade que a fungio j ndo tem zeros e é falso que a fungdo
h nao tem zeros, pelo que a implicagdo ¢ falsa e,

consequentemente, a proposi¢do dada, é, também, falsa.

4. 1. 3(‘/; —2\/; —1=0. Fazendo (‘/; =y, tem-se:

((x) =y o=y ox=y

Assim, vem que:

3++/3% =
3y—2y2—l:O<:>—2y2+3y—1:0@y:73_j 8
341 1
@y:TQ y:E\/y=1

Voltando a varidvel x, tem-se que:
4
Fo=tyiot = (45) :[1) ) =1 e
2 2

1
Sx=—vx=1
16

Verificacio:

1
Parax=—:

16
4
3</I—2\/I—1=0 <34 1 —21—1:0 =
16 16 2 4
1 3

c>3><,_l_1=0 <:>7—§=0 (verdade)
2 2 2 2



II.

5.1.

5.2.

Logo, % ¢ solugdo da equagio.

Parax =1, tem-se:

31-2J1-1=0 ©3-2-1=0  (verdade)

Logo, 1 também ¢ solucdo da equagdo. Assim, S = {i s 1} .

94 —8Jx* —1=0

Fazendo, ¥/x* =y, tem-se:

(- o[ -

Assim, vem que:

9y-8)y"-1=0<-8)"+9y-1=0 <
—9i\/92——32 917 1
:7©)}: = y:—\/y:]
-16 -16 8

Voltando a variavel x, tem-se que:

w:;wﬁl:(@)“{éjv(@)“:ﬁ

Verificagio:

, tem-se:

Parax=—

-1=0 ©9x——8x——1_0<:>
16 16

,_,_1_
8

7—7—1—0<:>1 1 (verdade)
8 8 8

Logo, % ¢ solugdo da equagio.

Para x=1, tem-se:

o1 —8J 120 ©9x1-8x1-1=0 < 0=0 (verdade)
. 1
Logo, 1 ¢ solugdo da equagdo. Assim, S = {R s 1} .

Conclui-se que foi o Antonio que respondeu corretamente ao
exercicio.

Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se:

(B & 4B +CA & 1P=x*+C4 & C4 =1-x*

Como CA>0 , vem que, azﬂ

Logo, P=1+x+~1-x".

—_

Determinemos, agora, o dominio da fungdo P:

D,={xeR:1-x’>0Ax>0}=
={xeR:(- 1<x<1)/\x>0 /1
={xeR:O<x<1} =]O 1

Area A[ABC]=CA;AB —

xN1-x?
2

Logo, A(x)=

(xelo.1).

xr

102

5.3.

5. Fungoes

A(x):%@% \/— Saxl-x¥ =3

2
:>(4X\/1—x2) :(ﬁ) o168 (1-2)=3 <
1637 —16x —3=0 —16x* +16x>-3=0 <
2\2 2
<:>—16(x) +16x*=3=0
Fazendo yzxz,vem que:

~16+,[16* — 4% (~16)x(-3)

~16y* +16y -3 < y =

(=4

D)
~16+8 ~16-8 ~16+8
o y= o y= vy= =N
) 3 32
|
YRy

Voltando a variavel x, tem-se

x* évx f<:>x +\/7vx +\/:x +—v +1
4 2

1
Como xe]0,1[, tem-se que x—gvx——.

2
Verificacio:
Para x=l:
2
1 1Y 3
4x—1-| = | =Be2x, ]2 =B 2x =3
2 2 4
= \/g = \/g (Verdade)
Para x——3'
4><— \/—<:>2\/§><\/7 \/_<:>
= 2x/§><E :\/5 =3=\3 (Verdade)

Logo, os valores de x para os quais a area do tridngulo [4BC]

1 3

. NE
¢iguala — sdo — e
8 2

Sendo x a abcissa do ponto A, a sua ordenada y pode ser
obtida resolvendo a equagdo da elipse em ordem a y, uma

vez que o ponto 4 pertence a elipse. Assim, vem que:
2 2

XL 11657 259 =400 < 2557 =400 163" <

25 16
400-16x"
2 Z
Sy =—= 25-x
e et R
g(ZS—x Jey= +f\/25 x?

O ponto 4 situa-se no 1.° quadrante pelo que a sua ordenada ¢
positiva, logo A(x , %\/25 —xzj )

A érea do retangulo [ABCD] pode ser obtida do modo que se

Sy==

segue:
Area do retangulo [ABCD] =
= (2 x abcissa de 4) x (2 x ordenadas de 4) =

=2x[2x§\/25—x2J =?x\/25—x2 =



7.1.

7.2.

7.3.

£(10)=10"-4x10-1=59
F(V2)=(V2) ~ 42 -1=2-42 -1 =1-42

34£(10) 3459 62(1+42) =62(1+4J§)_

7(+2) :1—4J§=(1—4J§)(1+4ﬁ) 12_(4J§)2 B
_62(1+4x/5)_62(1+4\/5)

= 2(1+4V2)=-2-8\2

1-32 31
Zeros de f:
+
F(x)=0 X —dr—1=0 e y= 1EVI0FE “;6”9
4420 44245 4-25
S X = > S X = > VX= > =

ox=2+5vx=2-45
Os zeros da fungdo f'sdo 2 —\/g e 2 +\/§ .
Por outro lado, tem-se que:
f(x)=x2 —4x—1(:>f(x)=x2 —4x+4-1-4 <
<:>f(x)=(x—2)2—5
O grafico de f ¢ uma parabola com a concavidade voltada
para cima e cujo vértice tem coordenadas (2, - 5).
Assim, um esbogo do grafico da fungéo g ¢
y

[

VAR o
2-\2 242

Assim, 0 ¢ o minimo absoluto (e também é minimo relativo)

sendo 2—/5 e 2+/5 os respetivos minimizantes.
f(Z) =5 ¢ maximo relativo.

f(x)=x*—4x-1, pelo que:
f(x)==f(x)+6oVx’ —dx-1=—(¥ -4x-1)+6 <
eVx —4x—1+(x —4x-1)-6=0
Fazendo, y=+/x* —4x -1, tem-se que y° =x* —4x—1,

assim vem que:

—1++/
y:—y2+6<:>y+yz—6:0<3y=%<:>
-1+5 -1-5
<:>y=Tvy=T S y=2vy=-3

Voltando a variavel x:
V¥l —dx-1=2vi¥ -4x-1=-3c
oVl —4x-1=2vxed &
2
eV —d—1=2 :>(\/x2—4x—1) -2 o

Sxl—4x-1=4 ©x*'-4x-5=0 &

4+416+20 446 4-6
X= > Sx= 2 VX= 2 =

S x=5vx=-1

5. Fungoes

Verificac¢io:

Para x=5, tem-se:

m=—f(5)+6<:>\/_=—4+6<:>2=2

Para x =-1, tem-se:

Jr(E)==f(-1)+6o4=-4+6o2=2 (verdade)

Logo, §={-1,5}.

(verdade)

Ficha de teste 18

Pags. 114 e 115
D,=D,ND, :[1,+oo[m(]—oo,—1]u[l,+oo[): [1,+0]
Determinemos os zeros de /:
h(x)=0AxeD, & (f+g)(x)=0AxeD, <
SVx-1+Vx’-1=0AxeD, <
SVx-l=—¥’"-1rxeD,
2
:>( x—1)2=(—\/x2—1) AxeD, &
ox-l=x"-1arxeD, ©x=x’rxeD, &
o x’-x=0AxeD, @(x=0vx—1=0)AxeDh
<:>(x=0vx=1)AxeDh S x=1
Verificagao:
h()=0s f()+g(1)=0e VI-1+J-1=0<
< 0=0 (Verdade)
A fungdo /4 tem um Unico zero que € 1.
Logo, o conjunto dos zeros da fungdo / ¢ {1} .
Resposta: (A)
Pretende-se determinar ¢ tal que /(¢)=0 . Assim, vem que:

W(i)=0o2- =0 =26 () =2 o1=3

Por outro lado, sabe-se que o reservatdrio comegou a ser
esvaziado as 7 horas de um certo dia. Como 7+8=15, o
reservatorio fica vazio as 15 horas desse dia.

Resposta: (C)

O gréfico da fungdo definida por y= f(-x) obtém-se a
partir do grafico da fungdo f'pela reflexdo de eixo Oy. Logo.

uma representagdo grafica desta fungao sera:
'y
y

y=f=x)

Assim, D, ={xeR: f(-x)20}={reR:x<4} =]-0,4].
Resposta: (D)
f(x=2)=f(x)-/(2) &
@W=\/ﬁ— 4-2° o
oVi-P+4x-4=J1-¥ -0 &

Vx eDh,f(x72) = f(x)ff(z) ¢ falso.




6.1.

6.2.

7.1.

7.2.

f(Zx)=2f(x) =4 4—(2)6)2 =14-x &

eVi-ar = [2(4-2") o a-47 =\16- 45
VxeD,,f(2x)=2f(x) é falso.

F(=x)= £(x) = (=) = Vo
< m = m (verdade)

(7t vl -
N

/4xz -1 ’ 1
= falso
x2 4-x* ( )

1

1
VxeD, f|—|=
- (xj /(%)
Resposta: (C)
D, =R *D, =R

-DL.=Dmegm{xe]R:g(x)¢O}=
8

=RmRm{xeR:x¢l}:
“R\ {1}

O dominio da fungdo j é R\ {1}

Resposta: (B)

f(x)=0<:>(—x2=O/\x2—l)v(\/—l—x—2:0/\x<—1)
<:>(x=0/\x2—l)v(x/—l—x:2/\x<—l)3
:>x=0\/((\/—l—x)2=22/\x<—1) N
@x:O\/(flfx:4/\x<71) =
@x:O\/(x:7174/\x<71) =
ox=0v(x=-5rx<-1)=
Sx=0vx=-5

Verificagio: f(~5)=v-1+5-2=1/4-2=0

Os zeros da fungdo f'sdo —5 e 0.

Tem-se que —8 —4f3<-1 , pelo que:

S(-8=43)= [-1-(-8-43) -2
—\J-1+8+4/3 2=
—NT+4B3-2=

—V4+4343-2 = [(2443) -2

Como 2+x/§>0,tem-seque (2+\/§)2 =2+\/§.

Assim, vem que (2+\/§)2 —2=2+3-2=43.
Dh=Df0g={xeR:xeDg/\g(x)eDf}:
:{xeR:g(x)eRg} :{xeR:g(x)ZO} =[-1,1]

por simples observagio do grafico da fungdo g.

O grafico da funcdo j obtém-se a partir do grafico da fungao
g pela translagdo de vetor (—1 s 0) seguida pela reflexdo de

eixo Ox.

8.1.

8.2

5. Fungoes

Assim, uma representagdo grafica da fungédo j é:
.
y

a) Monotonia
A fungdo j é decrescente em |-o0, —1] e crescente em
[—1 L+ oo[ .
Extremos
f (—1) =—1 ¢ minimo absoluto (também é minimo relativo)
b) j(x)>0& xel-0,-2[U]0,+of
=D, ={xeR:x+120} ={xeR:x2—1} =[—1,+oo[
*D,={xeR:xeR}=R
Assim, tem-se:
D, =D, "D, n{xeR:x+120|

h
Ix+1=00Yx=-10 x=(-1) @ x=-1

D, =[-1,+0[ "R\ {~1} == ]-1, + o[

7

Logo, o dominio da fungio " ¢ ]-1,+o00] .

Determinemos, inicialmente, o dominio de validade da

condigdo f(x)<g(x).
D={xeR:x+120/\x—420} ={xeR:x2—1/\x24}
={xeR:x>4}=[4,+

Para qualquer valor de x pertencente a D, tanto v x +1

como 2++x—4 representam nimeros positivos, pelo que:
f(x) < g(x) = [f(x)]2 < [g(x)]z ANx24 &
@(\/xﬂ)z <(2+\/x—4)2 Ax24 &

Sx+1<d4+4Ux-4+x-4rx24 &
Sx+l<dx-4+xrx24 &

Sl<dx—4nrx2>4 <3\/x—4>%/\x24
Para x>4, \Vx—-42>0 e%ZO.Logo:
\/x—4>%Ax24=x—4>i/\x24<:)
2 1 2
<:>( x—4) >l —| Arx24d &
4
1 1
Sx—4>—Arx24d Sx>—+4rx24S
16 16
65

65
Sx>—AXx24 Sx>—
16 16

65
Logo, S=}—,+00[.
16



9.1.

d(B, C)x|ordenada de 4|
2

S(x)=0ex-2=0= (~i-2) =0ex-2=05

Sx=2

Area do tridngulo [4BC] =

e como 2€ D, (Df =[2, +oo[) , 2 ¢ o zero da fungdo f; pelo
que B(2,0) . Logo, a distdncia entre o ponto médio do

segmento [BC] e o x-2
d(B.C)=2(x-2).

ponto B ¢ logo

O ponto A pertence ao grafico da funcdo f'e a sua abcissa ¢ x,
pelo que a sua ordenada ¢ y =—/x—2 . Assim, vem que:

, 2(x-2)x|-Vx=2]
Area do triangulo [4BC] = — =

=(x-2)x| 2] = (v 2)x(x-2) = (x-2)

~(x-2)

105

9.2.

5. Fungoes

3
Uma equagdo que traduz o problema ¢ (x—2)2 =64.

Assim, vem que:

(x—2)§=64© (x-2) =64 :>( (x—2)3)2=642

o(x-2) =64 o (x-2) =(4) o (x-2) =(4)
Sx-2=4 o x=2+16x=18

O valor de x para o qual a area do tridngulo [ABC] ¢ igual a
64 ¢ 18.



Estatistica

Ficha para praticar 39

1.1.

1.2.

2.1.

2.2.

3.1.

3.2.

Pags. 116 e 117
Seja X a média das classificagcdes dos alunos que tiveram

classificacdo superior a 12 valores.

Tem-se que:

_ 14x5+15x3+18x2 _ 151 _

X = x=—-<<x=151
543+2 10

Assim, a média das classificacdes dos alunos que tiveram
classificac@o superior a 12 valores é de 15,1 valores.

Sabe-se que a mediana das classificagcdes dos alunos da turma
¢ 13 valores. Nenhum dos alunos obteve a classificagdo de

13 valores pelo que a mediana tera de ser a média aritmética

12+14:13.

das classificagodes 12 e 14, pois, Logo, o

nimero de alunos que obteve classificagdo superior a 12 tera
de ser igual ao niimero de alunos que obteve classificagdo
igual ou inferior a 12. Assim tem-se que:
2+a+a=5+3+22+2a=10 ©2a=8¢ca=4

O valorde a ¢ 4.

O ntmero de alunos da turma do Anténio, no inicio do ano

letivo, ¢ par, pelo que a mediana serd igual a média aritmética
de Xus) € Xg) - Como Xs) =14 ¢ X6) =14, a mediana das

idades dos alunos da turma do Antoénio, no inicio do ano
letivo € igual a 14 anos.
Seja x a idade do aluno mais novo que entrou na turma no
final do primeiro periodo. O outro tem x +2 anos de idade.
Tem-se que:
14x16+15x5+16x2+17x7 _
30 -
_14x16+15x5+16x2+17xT+x+x+2
- 32
450 450+x+x+2
— &
30

=

152 452 +2x -

32 32
< 15x32=452+2x = 28=2x = x=14
Os novos alunos tinham 14 e 16 anos, respetivamente,
quando entraram, no final do primeiro periodo, na turma do
Antonio.
A moda do numero de horas semanais da disciplina de
Matematica das turmas dos cursos do ensino profissional
deste agrupamento ¢ 3 (¢ o valor que apresenta maior
frequéncia).
Seja ¥ o nimero médio de horas semanais na disciplina de
Matematica das turmas dos cursos do ensino profissional

deste agrupamento.
I1x4+1,5x10+2x13+2,5x8+3x15 7M72 )
4+10+13+8+15 ’

te 50

2,2 ¢ um numero real ndo inteiro, pelo que a proposigdo ¢é
verdadeira.

Seja x a idade da Rita quando entrou para a turma e x a

média das idades dos alunos da turma, sem a Rita.

7><14+11><15+7><1673£7
T+11+7 25

Como a média das idades dos alunos da turma ficou

15

X =

inalterada com a entrada da Rita para a turma, conclui-se que

a Rita, quando entrou para a turma, tinha 15 anos.

106

7.1.

7.2

7.3.

8.1.

8.2

8.3.

8.4.

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

Todavia, repare que a idade da Rita, quando entrou para a

. N - 375+ x
turma seria a solugdo da equacdo 15= %

a={vez:xe[~/3,2[}={-1,0,1}, pelo que a média

aritmética dos elementos do conjunto 4 ¢é zero, pois
-1
Z1+0+1_
3
Seja x a idade de cada uma das filhas do casal Silvae x a

média das idades dos trés filhos.

Tc:w,mas x =14, pelo que:
14=2x;12<:>14xz_12=x<:>x=15

Assim, conclui-se que a idade das filhas do casal Silva é 15
anos.

A amostra ordenada ¢

x=(184,187,192,199,199, 203, 203, 205, 208, 212) ,
pelo que, X3 = 192 e Xg) = 205 .

7=(184,187,192,199,203, 205,208, 212)

10
- 184 +187+192+199x2+203x2+205+208 +212
10
=199,2

A média das alturas, em cm, destes 10 jogadores é igual a
199,2.

6
Z\/Ei:\/EX1+\/5X2+\/§X3+\/5X4+\/§X5+\/§X6
i=1
=212
2

(2i-1) =(2x3-1)" +(2x4-1)" +(2x5-1) +

M-

I
[

+(2x6-1) +(2x7-1)" =

7
& Y(2i-1)" =25+49+81+121+169 = 445
i=3

+(\/§—1)2 +(\/§—2)2
=3+43+4+3+23+1+3+
4323 +1+3-43+4=25

8 .
—3' 43730437 -3 =) (-1) " <3

(az—b2)+(a3—b3)+(a4—b4) (ai—bi)

(@ =5} (6" —a) o (a"-5) =
(0" =b) (o =8) (= 87) = 3 (e b (1)

8
25+36+49+64=>"/’

i=5



Ficha para praticar 40
3
LI D 2=[4-2x< (3-1+1)x2=|4-24
i=1
©6=[4-2x ©6=4-2xv-6=4-2x
S2x=-2v2x=10 &x=-1vx=5
Logo, S={-1,5}.
2
12, [¢-5=)2 |’ -5qd=2'+2
i=1

@‘xz—Sx‘:6 Sy -5x=6vx'-5x=-6<

Sx-5x-6=0vx’-5x+6=0<=

_5tV25+24  5%425-24

<X

Sx=6vx=-lvx=3vx=2
Logo, S={-1,2,3,6}.

2.1. A soma dos desvios em relagdo a média ¢ igual a zero, pelo

que d, +d,+d,+d,+d;+d;=0.

Substituindo d, por-3, d; por2, d, por—5, d, por1le

d, por -2, tem-se que:
d-3+2-5+1-2=0<d,-7=0d,=7
Logo, d,=7.
22, SS. =d}+d;+d;+d;+dl+d;
Substituindo, os valores dos desvios, tem-se que:
SS, =7 +(3) + 2 +(-5) + 1P +(2) &
<85S =49+9+4+25+1+4 < 85, =92

A soma dos quadrados dos desvios, SS_, é igual a 92.

23. d,=x,—x .Nocasode i=1, tem-se, d, =x, —X , pelo que

7T=-10-x = x=-17.
A média da amostra ¢ igual a —17.
Assim, vem que:
rd,=x,-x & 3=x,+17x,=-20
rdi=x-x o 2=x,+17Tx,=-15
rd,=x,-xo-S5=x,+17Tx,=-22
rd,=x;-Xx = 1l=x+17 x,=-16
rdi=x,—x & 2=x,+17T< x,=-19
Logo, 35:(—10,—20,—15,—22,—16,—19)
L71+1,67+1,62+1,72+1,65+1,59 _ 9,96
6

31. x=

=1,66

6 2
5, = (x,-%) =(L71-166) +(1,67-1,66)" +
i=1

+(1,62-1,66)" +(1,72-1,66)" +
+(1,65-1,66)" +(1,59-1,66)" =
=0,0025 +0,0001+0,0016 +0,0036 +
=0,0128
Por outro lado, tem-se que:
y=(171,167,162,172,165,159) , donde,
1714167 +162+172+165+159 _ 996

7= 20 _166
7 6 6

Pags. 118 e 119

3.2.

4.1.

4.2.

5.1.

5.2.

6. Estatistica

Assim:
6

8S,=Y(y,-¥) =(171-166)" +(167 -166)" +

i=1
+(162-166)" +(172-166)" +
+(165-166)" +(159-166)" =
=25+1+16+36+1+49=128
Logo, SS, =0,0128 ¢ SS, =128.
8§, =kxSS,, ouseja:

0,0128=kx128 = k = 0,0128

< k=0,0001
Logo, SS, =0,0001SS, .

Tem-se que:

3+1+2+44+6+2+3
S =

Por outro lado, tem-se que y =X + 2, pelo que

)~/:(3+2,1+2,2+2,4+2,6+2,2+2,3+2),ouseja,
y=(5,3,4,6,8,4,5).

3

X =

Assim, vem que:

— 5434+4+6+8+4+5

y= =5
7

=Xx+2,pois 5=3+2.

Logo,

=<

SS. =

x

(x,-%) =(3-3) +(1-3)" +(2-3) +(4-3)" +

ipMM-

+(6-3)" +(2-3)" +(3-3)
=0+4+1+14+9+1+0=16

SS~":§(yf‘?>2 =(5-5) +(3=5) +(4-5)" +(6-5)"+

+(8=5) +(4-5)" +(5-5)
=0+4+1+1+9+1+0=16
Logo, SS, =SS},.
1+0+3+6+2
5

Por outro lado, tem-se que:

y= (Q/Exl , 4/5)62 , 4/5)63 ,4/5)64 ,{‘/Exs) , dai que,
y=(¥2,0,342,642,242)
Assim vem que:
4 4 4 4 4
:\/5+0+3\/5+6\/5+2\/§:12\/5:2’4%
5 5
:2,4{‘/5/\f:2,4,pelo que:
__24 X
2,42 7y
5
58, =3 (5, -7) =(¥2-2.492) +(0-2.442) +
i=1
(392 2,442 + (622,442 +
+(2<‘/5—2,4<‘/5)2:
- (—1,4(‘/5)2 +(—2,4%)2 +(o, 6{‘/5)2 +

+(3.642) +(-0.442) -

X =

2,4

<

=

SX=yx2

=

<=l =l
[\ﬁw"—‘



7.1.

7.2.

= 1,96(<‘/§)2 +5,76(<‘/§)2 + 0,36(<‘/§)2 +
+12,96(%)2+o,16(%)2:
=1,96v2 +5,76v/2 + 0,367/2 +12,967/2 + 0,162
=21,242
SS, = i(x,. ~%) =(1-2,4)" +(0-2,4)" +(3-2,4)" +
P

+(6-2,4)" +(2-2,4)"
=196+5,76+0,36+12,96+ 0,16 = 21,2
Logo, SS}, = 21,2\/5 ecomo SS, =21,2, tem-se que
S8, =288,
A balanga, tem um desvio positivo sistematico de 10 g,

Pesaram-se os quatro meldes nesta balanca, um de cada vez e
obteve-se a amostra x = (3450 ,4600,2980,5 130) . Sendo

vy aamostra dos verdadeiros pesos de cada um dos quatro

meldes, tem-se que:
y=(3450-10,4600—-10,2980—-10,5130-10) , ou seja,

y=(3440,4590, 2970, 5120) . Assim, vem que

55, =3 (x, - )
i=1

3450 +4600+ 2980+ 5130
4

SS, = (3450 — 4040)" + (4600 — 4040)” + (2980 — 4040)” +

X = =4040

+(5130-4040)°
=348 100+313 600 +1123 600 +1 188 100 =2 973 400

4
SS.V ZZ(yi _;)2
im1

3440 + 4590+ 2970+ 5120
4

2 2 2
SS, = (3440 - 4030) + (4590 - 4030) + (2970 - 4030) +

=4030

y=

+(5120- 4030)2 =2 973 400
Assim, conclui-se que SS, =SS =2 973 400.
x=(110,150,180,200)
x 30

150
percentil 30 ¢ o valor de ordem [1,5] +1 da amostra

De acordo com a definigdo, uma vez que =15,0

ordenada, ou seja, B, = x, =150 g.

Ja o percentil 80 e uma vez que =4 ¢ um nimero

X4t X5 180+200

inteiro, ¢ dado por R, = 3 3 =190 g.
Interpretacdo:
P, =150 g, significa que pelo menos 30% das laranjas tém

peso inferior ou igual a 150 g. No entanto, a percentagem de
laranjas que verificam esta condi¢@o ¢ 60% (trés laranjas em

cinco). Também ¢ verdade que, no maximo, 70% das
laranjas pesam mais do que 150 g, mas neste caso
concreto essa percentagem ¢, apenas, de 40% (duas

laranjas em cada cinco).
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9.1.

9.2.

6. Estatistica

Discrepancias desta natureza nos limiares dados pelos
percentis ocorrem em amostras onde haja duas ou mais
unidades estatisticas com valores idénticos.

B, =190 g, significa que pelo menos 80% das laranjas tém
pesos inferiores ou iguais ao percentil 80 (190 g) e que, no
maximo, 20% das laranjas tém pesos superiores ao percentil
80. Como facilmente se confirma, neste caso, exatamente
80% das laranjas tem peso inferior ou igual a 190 g (quatro
laranjas em cinco) e temos exatamente 20% das laranjas com
peso superior a 190 g (uma laranja em cinco).

A=6,4,=12,4,=14 ¢ A, =8, pelo que a érea total ¢

igual a 40.

Por outro lado, tem-se que 8140

=32,4 (ntmero inteiro), o
que significa que o percentil 81 se localiza no intervalo
[8 , 10[ , mais precisamente, de modo a verificar a igualdade:
(R —8)x4+6+12=28< (R, -8)x4=32,4-32

< (R, -8)x4=0,4 @1@1—8:0;44:»}’81 =8+0,1

< R, =81

Determinemos, agora, o percentil 30.

30x40
Tem-se x

=12 o que significa que o percentil 30 se

localiza no intervalo [4 s 6[ , mais precisamente, de modo a
verificar a igualdade:
(Py—4)x6+6=12 & (P, -4)x6=6< P —4=1<

< Py=1+4 & P =5
A proposicio p ¢é: B, =8,1 a menos que P,=52 ¢
equivalente a: Se P, #5,2, entdo B, =8§,1.
Trata-se de uma implicagdo em que o antecedente ¢
verdadeiro e o consequente também ¢ verdadeiro, pelo que a
implicagdo ¢ verdadeira, logo a proposigdo p é verdadeira.
Sejam x e y as médias das poupangas didrias, em euros, do

Diogo e da Catarina, respetivamente. Assim, tem-se que
2,2+3,6+0,9+1,6+1,7+2,0+1,5+1,7 15,2

X = 1,9
8 8

y_2,1+1,9+1,8+2,2+2,2+1,6+1,9+1,5_15,2_19
8 8 ’

Cada um dos dois amigos, o Diogo ¢ a Catarina, poupou, em

média, por dia, durante estes oito dias, 1,90 euros.
Sejam s, e s, os desvios-padrio relativos as poupancas

diarias, em euros, do Diogo e da Catarina, respetivamente.
Assim, tem-se que:

8
5, = /SSXI ,n=8 eSS, = (x-%).
n-— i=1

Determinemos SS, .

8
S, = (x,-%)" =(2.2-1,9) +(3,6-19) +

i=1

+(10,9-1,9)" +(1,6-1,9)" +(1,7-1,9)" +
+(2,0-1,9) +(1,5-1,9)" +(1,7-1,9)" =

=0,09+2,89+1+0,09+0,04+0,01+0,16+0,04 =
=432



. [432 _ [432 0.7
8-1 7
SS J

sy:1/—y, n=8 e SSV:Z:(yi—f)2
n-1 BT

Determinemos SS, .
8
58, = (y,-») =(21-19) +(1,9-19)" +(L8-19) +
i=1

+(2,2-1,9) +(2,2-1,9)" +(1,6-1,9)" +
+(1,9-1,9) +(1,5-1,9)" =
=0,04+0+0,01+0,09+0,09+0,09+0+0,16 =0,48

Assim, tem-se que s, :1/2’4? = /0’:8 ~0,26 .

Logo, s, ~0,79 e 5, ~0,26, o que significa que a dispersdo

dos dados relativamente a média é maior no conjunto das
poupangas do Diogo do que no conjunto das poupancas da
Catarina, ou seja, a Catarina, poupou, diariamente, nestes 0ito
dias quantias mais regulares do que o Diogo.

10.1. LZ+ ! >+ ! >+t ! ;=
o (n+1) (n+2) (2n)
1 1 1 1
= + + ot =

-y

i=0(n+i)2
1 7 15 31 63
10.2. —+1,5+—F—=+—=+—F—=+—7
NG NN

31 3

3 7 15

1
o=t —=+—F—+
N RPN N NN
1 3 7 15 31 inzq

=—=t—F—=+—F—=+—=+—F7=+
B3Va 5 Ve VT 85

Ficha de teste 19 Pags. 120 e 121

1. A soma de todas as frequéncias relativas ¢ igual a 1, pelo que,
0,1+0,58+0,14+a+0,02+a=1<0,84+2a=1

i)

&2a=1-084< 2a=0,16 < a= & a=0,08

Logo, o valor médio ¢ igual a:
0x0,1+1x0,58+2x0,14+3x0,08+4x0,02+5x0,08

=1,58
Resposta: (A)

2. Quer o desvio-padrdo, quer a média serdo aumentados em

20%. Assim, tem-se que:

* nova média= 1,2x10=12

* novo desvio-padrio = 1,2x2,5=3
Resposta: (A)

3.  Para que a moda seja 30 um dos valores tem de ser 30.
Seja a =30 . Como a média é 27, a soma de todos os valores
¢iguala 6x27 =162 . Portanto:
30+24+26+30+b+23=162=b=162-133 <> b=29
Logo, a=30 e b=29 ou a=29 e b=30.

De acordo com as possiveis respostas, temos que @ =30 e
b=29.
Resposta: (D)
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6.1.

6.2.

6. Estatistica

A amostra ordenada ¢ igual a:
x=(8,9,10,11,12,12,13,14,14,15,16,18)

Determinagdo do percentil 25

12x25 ; o
=3 (numero inteiro), pelo que:
100
X+ X
P, - ) (4):10+11:10’5
2 2
Determinagdo do percentil 50
12x50 , o
=6 (nuimero inteiro), pelo que:
100
X+ X
P, = (6) (7):12+13:12’5
2 2
Determinagdo do percentil 75
12x75 Yoyt X0 14+15

=14,5

=9 ,peloque P. =
100 Peio que s 2 2

Assim, tem-se que:
» P,—P,=145-10,5=4

« P,—P,=12,5-10,5=2
« P, —P,=145-12,5=2
* Py~ Py= Py~ Py > 2=2 (verdade)
Resposta: (D)
2 2 .
>(2i+x) < 3 () -2]
i=1 i=1
& (2514 x)+(2x2+x) < ((=x) =2)+((-x)" -2}
S 2+x—4+x<—x—2+x" -2
& —6+2x<x —x-4 ©0<x —x-2x-4+6
S0<x*-3x+2 <& x*-3x+220

Calculos aucxiliares
X -3x+2=0x=

Graficamente, tem-se que:

1 2 X
X -3x+220=x<1lvx>2
Logo, S = ]-o0,1]U[2,+0] .

Altura (cm) | N.° de criangas
[45, 51] 4
[51,57] 4
[57, 63[ 3
[63, 69[ 5
[69, 75 4
Altura de 20 criangas do género feminino
, 4 com, no minimo, 12 meses de idade
Nimero ¢
de criangas 5
4
3
2
1
—
0 45 51 57 63 69 T5
Altura (cm)

Areatotal =6x4+6x4+6x3+6x5+6x4=120
10x120
100

12

Determinagdo do percentil 10:



6.3.

6.4.

7.1.

Assim, o percentil 10 localiza-se no intervalo [45, 51[, pois

a area do primeiro retangulo ¢ superior a 12, mais

precisamente, de modo a veridicar a igualdade:
12
(30—45)x4+0=12@30—45=1@ P,=3+45&

< B =48

=102 (n.° inteiro)

Determinagdo do percentil 85: 851>< 120

Assim o percentil 85 localiza-se no intervalo [69,75[ s

pois a soma das areas dos quatro primeiros retangulos
¢ estritamente inferior a 102 mas que ao adicionar a area do
quinto retangulo este valor ¢ excedido, mais precisamente, de

modo a verificar a igualdade:
(Ps—69)x4+(24+24+18+30)=102 <

6
< (Bs—69)x4=102-96 @1385—69:Z<3

3
c>PSS:E+69 < R, =170,5

Logo, o percentil de ordem 10 é 48 cm e o percentil de

ordem 85 é 70,5 cm.

64,5¢€ [63 , 69[

Tem-se que (64,5-63)x5=7,5.

Assim, vem que:

A+A4,+A4,+7,5 =24+24+18+7,5=73,5

73,5%100
120

Logo, o dado 64,5 cm pertence ao percentil 62.

Dai que %:73,5:#(: ,pelo que k=61,25.

Temos de determinar o percentil de ordem 30.
30x120
100
Assim, o percentil 30 localiza-se no intervalo [51 s 57[ , pois

a area do primeiro retangulo ¢ estritamente inferior a 36 mas
que ao adicionarmos a area do segundo retdngulo esse valor

¢ excedido, mais precisamente, de modo a verificar a

igualdade.
(Py—51)x4=36-24 < (P, —-51)x4=12 <
@(1@0—51):% & P, =3+51 & P, =54

Logo, h =54 cm.
Area total = 10x15+11x15+7x15+2x15+2x15=480

60x 480 _ 188

Determinagdo do percentil 60:

Assim, o percentil 60 localiza-se no intervalo [15 s 30[ , pois

a area do primeiro retangulo ¢é estritamente inferior a 288
mas que ao adicionarmos a area do segundo retangulo esse
valor ¢ excedido, mais precisamente, de modo a verificar a
igualdade
(Py—15)x11=288-150 < (B, —15)x11=138 <
138 138
QPGO_ISZT C>P60 :T+15©
303
=S

<:>P60:T

7.2.

6. Estatistica

& Py ~27,5
O percentil de ordem 60 ¢, aproximadamente, igual a 27,5
minutos.
Interpretacdo: Significa que, pelo menos 60% dos

percursos tém a duragdo inferior ou igual a 27,5 minutos e
que, no maximo, 40% dos percursos tém a durag@o superior

a 27,5 minutos.
70 x 480

Determinar o percentil de ordem 70: T =336
Assim, o percentil de ordem 70, localiza-se no intervalo
[30,45[ , pois a soma das éreas dos dois primeiros

retangulos ¢ estritamente inferior a 336 mas que ao
adicionarmos a area do terceiro retangulo esse valor ¢
excedido, mais precisamente, de modo a verificar a
igualdade:
(P, —30)x7=336—(150+165) <

< (P, —30)x7+315=336 <:>P70—30:%<:>

< Py =3+30 P, =33

Assim, dos 30% dos percursos com maior duragdo, quele

que tem menor durag@o tem, no minimo, 33 minutos.

6 2 3 4 5 6
3+
m\2) 2 \2 2 4 2 2

1 1 1 1 1 1
=—t—F—Ft—+—+—=

2 4 8 16 32 64

232 16 8 4 2 1 63

St —t—t—t—+—
64 64 64 64 64 64 64

6
11_[% Ll 1 e 63
B=—x 2 =—X 64:1_7 —_———=
2 1 21 64 64 64 64
2 2
Logo, A=B.

Tem-se:
30

B v12709)- $a(47)]

2[3 J A +4)+5— 3><4J
] Z3,+2 Z
-37-

_ 3(30(30 + 1)(2 x30+13)

30
p +4x30]—27

30x31x73

Il
)

+120)—7x30=

(5%31x73+120)-210 =
x11435-210 =34 095

W W



