2 Geometria analitica

Atividade de diagnéstico

1.1.

1.2.

2.2.

3.1

3.2

4.2.
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-2,.B(0,1) eC(x,0).
+(-2-9"=(x- 2"+ (0r 3" -

- 4+9=(x-2"+ 4~

- ()(—2)2:9.:,

= X—=2=-30x-2=3=

- Xx=-10x=5
C(-1,0 ouc(5,0

Centro:

M(2+0 ’ —2+1J
2 2

Sejam os ponto#\(2 ,

AB=AC - |/(2-0)

A(-3.9 .B

D=A+BC=(-3, 5)+(7,
D(4,1]
AB=\(-2+3 +(-3- 5" =V 64=/ 6

BC =4/(5+2)° +(-7+ 3% =49+ 16=+ 6¢

O paralelogramo ABCD] é um losango.

|G -5 + &1 - £5) -
=|Ac-BC+BC+CF|=
:HA—C-FﬁH:
=[]
=J2°+2° cm=+/8 cm
D+AF-BC=D+DG+GF =
=G+GF =
=F

u(2; -29
V(-k , k+1);kOR
k. E.az]k X+ 2=
2 -21
- 0,k=2o
= k=20
wW(2k ; -2,Kk) ;kOR

¥ = /(2K)° + (-2.%)°
[l =8,7 = /4 + 4,4k* = 8,7

- 8,4K>=87 = k= 9=
- k=-30k=3

w(-6;6,3 ou w(6; -6,3

5.

5.1.

5.2.

5.3.

6.1.

6.2.

6.3.

7.2.
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A(B, -4 e B(-1, -2
_2+4_2_ 1

m,, = = =
®1-3 -4 2

AB: y+4:—%(x—3) s YEooX+to—de
o y=—Zx-=

C(1,0es(-2,19

st (x,y)=(1,0+k(-4, % kOR

@:\/(—1— 3 +(-2+ 4* =16+ 4=/ 2

AC=J(1-3 +(0+ 47 =4+ 16=1/

AB=AC

Logo, A pertence a mediatriz dB(] .

AL, -5,9;C(4,0,-4eG(2,6,-)

CG=(2-4) +(6- 0" +(-1+ 4" =
=J4+36+ 9=
=J49=7
V=72=343
E=A+AE
:A+&:
=(1,-5.9+(-2. 6.
=(-1,1.9
Centro: M[“—Ll, _5+0,4;4J
2 2
M(§ _5 J
2 2
2
Raio: r—MA=\/(5 1] +(—§+5J +(0-4° =
2 2
= g+§+16: ig
4 4 2

AB=B-A=(3,-2,-)
AB: (x,y,z)=(-8, 4, 2+k( 3~ 2~ )1kOR
Coordenadas do ponto de intersecéix , 0, 0
(x,0,0=(-8,4,p+tk( 3~ 27 )%
x=-8+3k
=<:0=4-X -
0=2-k
k=-2
k=2
k=2

1(-2,0,9



2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

ivi inici ~ \ 4sin(100
Atividade inicial 1 : sin(AOB): sin( )=0,787E
Pag. 98 5
o ~
L tana=l-1 tanﬁ=£=—§ AOB =sin™(0,787§~ 51,98
1 -3 3 Inclinacdo deOB =51,98 + 58 = 107,0
2. a0, —| e talno/:l:a:E
2 A 4 Pag. 101
Tt 3 TT_ 5 3
Ol—=, e tanf=—-——=LF=T——=— )
o }2 "[ pe=g=F 6 6 D c
M I
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1. A(-2.v3 .B(0. 33 c(1.0B( 27) A 4 B
N 3.1. AB[AC=ABxAB=4x4=16
1.1. a) m=tan30=— e _
3 32. CDIBM =CDx_CD=4x2=8
y—Ozﬁ(x—l) o y:ﬁx—£3 = - e ls
3 3% 3 33. ABIBM =-ABx_ AB=-4x2=-8
b) m:tan%n=—x/_3
Pag. 103
-0==/3(x-1) = y=—VX+/3 _
y=0=-V3(x=1) = y=—V3+y3 41. uw=|d||vjcoda v)=
12. a) mmzmi‘\/é:i?’:\/g .
0+2 2 =3x4x c0s60= 12 = |
Tt
a=tan*(+/3) == rac ou a=60°
( ) 3 42. U =2,5x 3x co{%”J:
b) = O_\/é :—£3
© (-2 3 =7,5% co{n—%[)=
NG T_5m
=T1— Y9 - =
a=T-tan [3 M- == rad :_7'5XCO%:_7’5§:
ou a=180¢-30= 150 B 15\/—3
-1 =
C) My =511 4
, 43. 0 =|u|v|cos90 =
=ni—tan(1) = - =30 e
a=m—tan*(1) =T i rad =|d||v|*x0=0
ou =180 - 45 = 1358 4.4, UV=3x4xcogt=- 1z
1.3. m, —_3‘/5——3\/5
. . c_ - —_—
1 5.1. OA[DC = 2x 2x cog 120) = 4(—1j:—
a=T- tan'1(3\/§) =1,8rad 2
5.2. AOLCO =OD [OF =2x 2x cog 120) = 4[—%):—:
2. OCB=100"; AOC =18(° - 100 = 80 L 1
2.1. Inclinagio deCB = inclinagio deOA = 135 - 80 = 58 5.3. OALCD =OAI[DE =2x 2x cog 126) = 4‘(‘5]* :
2.2. L
) 5.4. AF[EB=2x4xcoq 180)= &(- JI=- i
y o
5 5.5. AD[CAD =4x4xcosO= 16 £ 1l
5.6.
4 F E
C 100°
100° A
0 X
o~ AN 2 112 = 22
sin(100) _sin(A0B) AM +1 =2
5 4 AM =3
AE =23

AEAF = AEx AM =2/3x/3=6



6.1. AB[AC =2x2x cos60= c‘k%= :
6.2. ABLAM =2x+/3x cos30= zfa;%:
6.3. ABIBC =2x2x cog 120) = 4:(—3:—:
6.4. MAIMC :HM‘XHM—CHXCOSQO =
Pag. 106
71. G =3x4x cos{ J 1x co(sn—gj 12(—%}:—
7.2. (V3u)f-v12v) = ~/3xV12x (1 ¥) =~/ 36¢(- §= 3
73, (+A){-N)=-61T- 4=
:—GHVH - 4x(-6)=-6x £+ 24=- 7.
7.4, (-u){2v-u)=-22+am=
=-2x(-6) +|af =12+ 9= 2
8.1. ﬁmﬁ:wgcosg: 3&%: 1t
@BFA:(&HE)BFA:
=CAICA+ ABICA=
-|eAf - chc-=
=92 -18= 63
8.2. AB[IAC =4x2x c0s120=
=8xcoq 180~ 60)= 8(—%}2— .
cTauc—A:(c—A+Ea)uc—A:
= CAICA+ AB[CA=|[CA|" - ABAC =
=2*-(-4)=8
8.3. CBA=ACB=15
BAC =180° - 2x 15 = 150
AB[AC = 4x 4x cos150=
=16x co{ 180- 30)=
—16><[ \/:—3} -8/3
@BFA:(&HE)BFA:
=CAICA+ ABICA=
o -serac-
=42 +8/3=16+ 8/ 3
Pag. 107
9. A—CB—D:(E&EE)[@E+E):

=(A8+BC){BC - AB) =
= AB[BC - AB[AB + BC [BC - BC[AB =
<765 [ - 615C

= |8 +[8] <o

2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

ACBD =0 - AC OBD
Logo, as diagonais de um losango sdo perpendisular

10. V=3J3 cn?
AB={3/3={V27=43=3
10.1 AC[AF =(AB+BC)AF
= AB[AF +BC[AF =
= ABx AB+0=
:\/§x\/§:3
10.2. AH [AG = AH [{AH +HG) =
= AH [AH + AH [HG =
:HmHﬂo:EﬁEz:y\%:G
Pag. 108
1. A2, -9 B(5,- 3 &( 1,)
111.a) dAB=(1, 43,- =% 3 4(- p= 3 8-
b) e(1,0 ;e(0,}; (1,4 ;AB(3,- 2
(G+e)dfe,-AB)=(2, 4(-3, §=- & 12 |
11.2. P(x, x+1)
OP(x , x+1)
OPOu - OPMi =0« (x ,x+)1, 4= 0-
o X+4(x+1)=0= X=-4- x=—g
Sex:—il x+1:—7+1—71.
5 5

4 1

P[‘g ! z-,j
Pag. 109
121.4(1, -2 ev(2,3

)= —942,.3_ 2-6 _ -4
oA radars " ValT e
(U/\) arcco{ ﬁJz 119,7

12.2.a(-1,19) ev(-3,1})

—\_(-1,9-3,)_ 3+1 _ 4
U R Ners RN E Ve
(U/\\”/):arcco{;'ojz 26,8

123.6(4, -2 ev(2,)

—\ (4,-202,)_8-2 _ 6 _6
AT )~ o adars Yaals Va0 100
(U/\V) arccog 0,p= 5371

13.1.6(1,0,) e(-1,5))

— (1,0,3¢-1,5,1 -1+0+1_
cod0.)= o WT 251 S 2
(67)-T

2



2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

132.6(2,-2,9 ev(-2,1,-2 Aretab é perpendicular a rets.
cofav)=2: 22972, 1 P -4-2+0, mxm ==1o mxl=-1.m=-2
' Ja+a+o/4+ 1+ 4 J8l9 4 !
Aretab passaenB (-1, 1).
-6 __ 2 _ Q 4 4 3
38 22 2 bry-1=—Z(xr g o y=gx+g
(U/,\v):n %[ 3%[ y=-8x+6 y=-8+6
b) 4 3« 4 3=
=-—X+— —BX+6=—-—X+—
133.0(3,1.9 e v(V3,1. 23 y=ogars 73
S(_/\_) (\/é’l'()[@f&l,fﬁ @{y:_8X+6 @{y:—&(+6©
cogi,v|= = _ - -
\/mx\/m 56x + 42 K+ 3 5% 39
_3+1+0_ 4 _1 y=-8x+6 |y=-8x°+6 [y=0
\/Z\/E 2x4 2 - x_39 - 3 4 - x—3
—\ TU " 52 X== T4
0, v)=—
(0:9)=3 z

{9

4
D C _
9 AC:J@_?»} /_ /65
B 4
A 4 B BC _\/ \/
14.1. ACIDB = AC [QDAJr AB) = AC=BC, IogoB pertence a circunferéncia de centto
=AC DA+ ACAB= que passa no ponta .
=-AC[AD + ABX AB = Aretar passa no ponté da circunferéncia e é
=—-ADXAD +4x 4= perpendicular a retdA\C que passa no centro da
=-2x2+16= 12 circunferéncia. Logo, a reta é tangente a
142 AC DB - AC DB circunferéncia no ponta\ .
e c0 HACH HDBH De igual modos passa no pontB da circunferéncia e é

perpendicular aBC. Logo, a retas é tangente a

12 ~12_3 circunferéncia no pontd .

\/42 +2J#+2 20 5

(ﬁ) = arcco{%_j = 531

Pag. 112
16.1.
Pag. 110
1 17 P
15, r:x-8y-17= 0= y=—x-—
r: x-8y y=5x"
st (x,y)=(3,9+k( 4,7 kOR
a
AL, -2 e B(-1,1 A B
15.1.1-8x(-2)-17= 0= ¥ 16- 17 0- &
Logo, Alr .
(-1.9=(3, §+k(4, ]~ AP[AB =0 define a reta perpendicular a ret#B no
=3+ & [&=-4 | _ ponto A
1=8+ K kK=-7 16.2.
Logo, BOs. p

15.2.a) Aretaa é perpendicular a reta.
m, xm =-1] = max%:—l.:) ma:—8
Aretaa passaemi(l, - 2).
ary+2=-8(x-1) = y=-8&+ 6

Ae——— Rp

BP[AB =0 define a reta perpendicularAB no pontoB .



16.3.

OP[AB =0 define a reta perpendicular AB e que passa
pela origem,O .

Pag. 113
17. A(2,-1,23 B(4,1,1¥¢( 3,3)
17.1. AB=B-A=(2,2,-3; BC(1,1,4)
ABOBC - ABIBC=0 -
=(2,2,-31 ,11)= 0
= 24+2-1=0<
- A==2
17.2.BC(-2,1,- 2
C=B+BC=(4,1,3+(-2,1,- p=( 2,27)

17.3.a) Seja P(x,y ,z)0a.
Ponto médio deAB] :

M(M, _1+1,27+]j=|\/|(3,0',:’j
2 2 2 2

PAB=0 - (x—s Ly ,z—%}[@ 2,2,- )= 6

= 2x—6+2y—z+g=0w
= 4x+4y—-22-12+ 3= 0=
= 4x+4y-22-9=0
b) a: 4x+4y-2-9=0;V(3,3,3
4x3+4x3- 2% 3 = 0~ 12 12 6 8 ©
= 9=0 (Falso)
Logo,VOa.
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18. A(-3,2 eB(3.D
18.1.SejaP(x ,y) um ponto da circunferéncia de diameths];
APBP=0 < (x+3,y- J[{x- 3 y)= 0=

= (x+3)(x-3)+(y-2y=0-

e X2-9+y*-2y=0<

= X +y?*-2y-9=0
18.2.

A

y
p

o
(S

RN (9] X

PAPO =0 define a circunferéncia de diametrad].

2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa
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19. A(2,-1,3 &8(-2,3)):
19.1.SejaP(x , y , z) um ponto da superficie esférica de

diametro ABJ.

APBP=0 -

e (x-2,y+1,z- 3{x+ 2 y- 3z- J= O

= (x=2)(x+2)+(y+D(y-3+(z- 3(z- 3= 0~

o X -4+y*-3y+y-3+7°-72- ¥+ 3= 0=

o X +y*+72°-2y-42-4=0
19.2.a)

ABIMP =0 define o plano mediador deAH].
b)

Soe

[0

AB[BP =0 define o plano perpendicular & reA8 no

ponto B .
c)

MPBP =0 define a superficie esférica de diametro
[MB] .

Pag. 116
20. A(0,7) B(8.,-9 €( 2~ )
s: (x,y)=(8,-9+k(7, % kOR
20.1. Seja P(x , y) um ponto da reta tangente a circunferéncia
de centroC no pontoA.
APCA=0- (x,y-7){2,- 9= 0=
o 2X—9y+63= 0= Y= X+ 63
= y:§x+7

20.2.



2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

B(8 . = 9) € 0 ponto que se obtém na equagéo vetoria de 23.1. (x : y) :(1 , 2)+k( 6 ,-\/—1? kOR

parak=0. Logo,B0s. 2 23 3
BC(-6, 7) m=—p ==
(7, 6) € um vetor diretor de. J3 n 5n 5
— a=T—arctan — |=M—-—=—,; a=—rad
BCE=(-6, 77, §=-42 42 2 6 6 6
Logo, sOBC. 23.2.(x,y)=(1, -)+k(-1, 0 kOR
Portanto, como a reta é perpendicular 8C no pontoB, m_g_
s é tangente no pont8 a circunferéncia de centr@ que -1
passaenB. a=0 rad
Pag. 117 241 A(V3,9 e a=T"
21. A1, -3,) &(-1,5,) 6
Seja P(x,y ,z) um ponto dea . m=tan>Tt = tar[n—nj:—\/é
APIAB=0 - Gf 6 3[
= (x-1,y+3,z-3-2,8,p= & y—lz——s(x—\/é)ﬁ y:——3x+1+1.:.
3 3
= 2(x-1)+8y+3IJ+ z- 3= 0= A
o —2X+ 2+ 8y+ 24+ 2- = O~ = y=—?x+2
= —2X+8y+ 2+ 24= 0= T
- X—4y—Z—12: 0 24.2. A(\/l—z ) —]) eazg
a:x-4y-z-12=0 T
Seja Q(x,y ,z) um ponto de 3. m“ang‘f:”
BOAB=0 - y+1:J§(x—J1—2) o y=vx-V3/12 1=
= (x+1,y-5,z-30{-2,8,p= G - y=-/3x-+/36-1-
o 2(x+)+y-9+ qz- §= 0- o y=3-7
o —2X—2+8y— 40+ 2- 6 0= _3n
- _2X+8y+ z_ 48: O@ 243 A(_3, 2) e a—j
= X—4y—-z+24=0 _ 3m) _ M _
B: x—4y-z+24= 0 m—tan(ZJ-tar[T[ zj-—]

y—2:—1(x+ 3) o y=-X-3+ 2=
Atividades complementares o y=-x-1

Pag. 119
L g 24.4. A(Jé , —2) e a=0
22.1. x-2y+2=0-= =X+ 2 - y==x+1
Y Y Y 2 m=tan0= 0
m:é y:_z
2
a:arctanlz 26,6 25.1. X
2 y
1
22.2. Xx+2y+2=0« 2y=-X—- 2« yz—Ex—J C
1
m=-=
2 D
1
a=180°—arctarﬁf}= 1534 B
2
223.9x-y+3=0< y= X+ 3
ng O A P )C=
a =arctan( 9= 83,7
3.2 AN _OTl, A~ _TT
=0 =—FX- 7 & e V PAC—f, BAC =—
22.4. 3x+5y+2=0< 5y X-z y 5x c 12 4
I'T]:—§ P,AB:@—E:ST[_:SH:E
5 12 4 12 6

3 DC e AB sdo retas paralelas. Logo, a inclinacadde é
a =180 - arctan— |= 149,T Tt
S igual a inclinacdo deAB , ou seja, ég rad.



2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

PAD = PAC+CAD =214 T 21 28.2. 1 =+/6x+/2x cos- =
12 4 3 3
A inclinacdo deBC é igual a inclinacdo dé\D , ou seja, é :\/1—2><1 -
. 21
igual a 3 rad. 1
:2\/§x7:\/—3
25.2. Reta AD 2
m:tan( 2“} tar['r[ Ej:—\/_e 28.3. G0y =\/2_7x}>< COSFi-[=
3 3 3 6
A(l, 0) :3\/§x%x Co{n—%[j:
y=—/3(x-1) = y=—/x++/3
_ V3)_ 3
Reta AB =3x| -2 |=-=
\/_ 2 2
m= tan( J 3
6 29
_\3 INRE ' .
== (x-1) = y=——x-—
3 3 3

D
60°
A B
4 ¢ 29.1. ABIAC =15 -
~ ABx5xc0s60= 15-
P ?BxSx%:lS@
B

26.1. AD [AC = ACX AM = 4x 2= 8 ifAijoiAzB:i o
26.2. BCBD =BDxBM =6x3=18 29.2. BC =AB + AC —-2ABx ACxc0os60 (Teorema de Carnot)
26.3. AC[CD =-ACXCM =-4x2=-8 BC’ =62 + 52— 2x 6x 5x—

26.4. DC [(BD =-DC (DB =-DBxDM =-6x3=-18 ., 2

BC =36+ 25- 3C

BC’ =31

BC =431
30. |a|=6,[v|=v3 e (4, V)=
30.1. GV = 6><x/—3><00$6 6<\/—3< 3.3 3

30.2. (—2v) W =-2(v(m) =

%@\:I

AB [TB = AB[@CA+ AB) = =-2(0)=
= AB[CA+ AB[AB = =72x9=-18
i 30.3. (3u) v -3)=
:—ABDAC+HABH = i B
=6V -Qdi=
:—5><6><co{3}+ 5= :exg—q\u\f:
N =54- 9x 36= - 27(
=—5x6x(—5)+ 25= 4C 30.4. (2v-v21)((-v) =
=-NI+J2A W=
28.1. UV =|d|v|codu V) = = —2|[v|f +/2x 9=
:3x4xco%[: =-2x3+9/2=9/2- 6=- 6+ 9 -

31.1. DC[DA=DC xDAx cos(CﬁA)
_12x£ 6V 2 1

=2x2xc0s60= «E:



2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

31.2. BC[DC =-CB[{-CD)= 35. AB=a=AC
=CBI[CD = @2:_&2+a2=2a2
— CBxCD xcos60 = 35.1. BNINC = (Nc=BN)
=2xoxi= =BN (BN =[BN| =
2
——\2 —2
1 _ (Il _fect _
Jol=3 . I91=3. (6:9)= 2" 2]
2 2
loa-avf =(2i- %) 2-¥)  aw=|of :2%=%
SAIM-6IV- 6/ 0+ W= SN
e e 35.2. ANAB =(AM +MN) (B =
=4 -euv -aiw+ gy = L
o =AM [AB + MN [AB = )MD/TB
“ox(3) 1o ses- =0+ ABIAB = W=, 58
=1—12><%><3><co{2—;[j+ 8t :1HH3H2:}az:a:
2 2
:82—18x[—1J:82+ %= o
2 36. A(-1,2,0 B(0,1,8ecC(2,1,2
D c 36.1.a) ABBC=(1, -1,3{2,0,- ¥=
=1x2-1x 0+ 3X(-)=-1
35 b) 2AB-BC =
=(2.-2.9-(2,0-p=( 0~ 2,)
A B CA(-3,1,-2
_—_ . — —— ——2
PETRCZABXAB=AE (248 - BC) A=
AD[AC = AD x AD = AD (0, -2, 93,1~ -
AB[AC = 4AD[AC - o Y
. =0-2-14=-1¢€
= AB =4AD 36.2. P(0, 0,2)
Por outro lado: 5E(a 1 o
., P , 1,
AB'+AD" =(3/5) - _( ?2)
AC(3,-1,2

—2 —2
< 4AD +AD =45~ PCIAC=0 = 6-1+ A 2-2) = 0=

- 5AD =45 9
@Ezzgﬁ = 5+4-22=0= Z=9- z:E
AD>0____ 9
- AD=3 P(0,0,*J
—2 —2 —2 2
AB =4AD < AB =4x9o
—2
;)(}AE:% 37.1.4(1, -1,9 &(-2,2,)
- AB=6 —\_dw _(1,-1,9-2,2,1
AB=6 e AD=3 COS(U'V)_HUHHVH_ JIriroxJar 4r 1
-"2-2__ 4
Pag. 120 TJ2do 32
AB[BC + BC[CA+CA[AB=-6 - ,_A_ 4
. (u, v):arcco -—— |= 2,8ra
- —-BAIBC -CBICA- AC[AB=-6 - { 3&}
Sabemos quéAB=BC =AC e
CBA=ACB=BAC=60. 372.0(2,-3,3 e(-1,0,)
= ~3BAIBC=-6 - —\_(2,-3,3¢-1,0,B_
- BABC=2 < cosld,v
et J4+9+1/1+ 0+ 9
= BAXxBCxcos60 = 2~ —2+3 1
@EAXEA\X%:ZE. _\/1_4\/E_\/140
= 1
_ Hgzzﬂrﬁ;oﬁazz (u, v)=arcco{\/m}- 1,5ra



2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

38.1.G(-3 .k, e( 2,1,-k)

=0 6+k-%=0 k=-6 Declive da retar :
=-]1 —/3)|=-1=
38.2. a(k+1,k , ) ev(k-1,1,) M xm, m (-3
(=0 (k+1)(k-1)+k+1= 0= @m=%@
= k?-1+k+1=0- N
3
- k(k+1)=0< om==
= k=00k=-1 A retar passa em (-12 , 0), logo:
38.3.t(k+2, -k ,k+ 29 ev(k+ 2k+ 2.) J3

r:y-0=—(x+12 = y=§x+ A/3
=0« (k+2)°-k(k+2)+k+ 2= 0~ 3 3

< (k+2)(k+2-k+)=0-

= (k+2)x3=0= BDr.Logo,y:§x3+4\/§@y:5\/—3_
= k+2=0- k=-2

40.2. B(3,y)

B(3,5/3
39. d(a,b) ,M(3,-3 A(1,- F s:y-5/3=-V3(x- 3 = y=—V &+ 3/ 3+ § 3-
39.1.v(-b, a) ew(b , -a) - y=—/3x+8/3
vii=(-b, a)lfa ,b)=-ba+ab=0 Coordenadas d€(x , 0)
wi=(b, -a)fa,b)=ba-ab=0 —/3x+8/3= 0= —/X=-8/3= x=¢
Logo, v Od e wOd . c(8.0
| =+a? +b?
41.1. MPCAB=0
9l= (o) +a* =b7va =Jar+b? )
= 57+ (e = o = oD
Logo, [laf| =[[v] = . A B

39.2.

A

Mediatriz do segmento de retAH]

41.2. APBP=0

=
S

Circunferéncia de diametroAB]

A

AM=M-A=(2, 4 41.3. MBBP =0
Vetores perpendicularesAM com a mesma norma: P

(-4,2) e(4,-2

C=M+AM=(3, -9+(2,4=(5.3 T E—
B=M+MB=(3,0+(4,-3=(7,- B

D=M+MD=(3, -)+(-4,23=(-1,)

B(7,-3 .C(5,3 e D(-1,1) Reta perpendicular a retaB no pontoB

41.4. MPBP =0
40.1. DCO =90°-0ODC = 90 - 30 = 60 P

Inclinagdo da reta: a =180° - 60 = 120 A
m =tan120 = taf 180~ 60 )i — :
m =-v3

Circunferéncia de diametrdvB]




2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

Pag. 121 44. ABIAC =36
AB[AC = ACXAC = AC’

/, AC +BC =6.F - BC =61 6 -

42.1. MP[AB=0

- BC =121
BC>0____
. y S < BC=11

_ACXBC 6><11

AIABC 2 =33
/ Aec =3.3 cm2

Plano mediador deAB]

42.2. AP[BP=0 45. AB[AP=
£ :Nat@ﬁa#ﬁv):
= AB[AO + AB[DP = )ﬁg:zﬁgzﬂg
N 5 =2A0 A0 + 20B[OP =

=2Jsc +2[o8]joP o o8 7]

=2r? 4 2xXr xrx cogy =
=2r?(1+ coxr)

Superficie esférica de diametrdB]

42.3. MB[BP =0
46.1.
7

Pelo Teorema de Carnot:
_b?+c’-a® _9+4-16_

P COSA= = =
2bc 2% 3x 2
......... 3 _ 1
A M B 4x3 4
AB[AC = ABx AC x CoSA =

42.4. MPBP =0

Superficie esférica de diametrv] (1] 3
=2x3x| —= |[=——
2
43. Areado setorBOD:%[cm2 46.2. BCICA ( E)BDA—
SejaB@Dze.Entéo =BAICA+AC[CA= -
wo ~(-78) (-] - Acrc=
2 2 = AB(AC -|Ac| =
x4 E
2 2 =3 _p-_3 4.2
2 2 2
=
4
~ ~ T[_3T[ 47.
DOA-Tt—BOD-T[——-7 A M D
OA(DD = OAXOD xco o:A,\@)z
N
=2x2x coss—n: 400%11—5):
4 4
:4)((—\/22]:—2\/—2
B C

10



2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

C—ED—=(CD+W)EQEA+W):

(_ 5107 fone L -

D [DA+— CDDQ\B+;DADDA+ ;DADAB—

=0—§ABD°\B+§HDA“ +§xo: (cB=-28)

= 3[A8|" + S]] =0 (<[

Logo, CM ODN .

48.1.a) |u+v| =(u+v)fu+v)=

SUM+0@+VMi+v =

= + 2009 + v

b) Ja+vl =Ja + 205 4[] -

- 200 =|a+v -|al* -|v|* =
i = LG+ 91 —lal? -l

= aw=_ o+ [ -]’

o= =+ (-9)f =

=l + 20 (-v) +|-9]" =

c)

=HUH2—ZUW+HVHZ
d) (G+V){u-v)=0@-0@+VA-v¥=
=HUH o
(G+v)O(V-V) = (G+V){u-v)=0 <
= [l - ol =0 « fa* ="
= |u]=]v] dado que|=0 e [v|z0
48.2. |d|=v3, |v|=1 e a0V

cos(u+\7,u—\7)—(u+v) a-v) _
Ju+vi|a -]

_ Jal” v
Vo + 20 +[o]" x o] - 209 +[]”
DR
T o (-0t 5%

(U +V, U —\7) = arcco{%} = 60

48.3. || =|v] =|a +v]

=21
472

cos(U,U+\7 =

(I -+ 1 = )

v
I
i} <
e}
+
<

“o 2 Ja+ 9] =g~ 91)
_UW+0v _ 2

|aflal

Jal’
O 1 [ i
—112
2 o

(I =] =[a +v])

\H 2

=1y
2

Logo, (u, 0+ \7) 60 .

11

49.

A M B

49.1. AC = HEHZ = A +WH2 =

=AM + 2AM tMC +[MC] @
- ~Jowi e - =)

- 2 —2 |2
=H—AM +MCH :HMC -AM

<[ - 2w « ] =
<[z cc ] e
Logo, de(1) e (2):

AC" +BC" =2[C[ + 2] =

—2 —2
=2MC +2AM =

—\2
=2MC + Z[AZB] =

=2MC +2ﬁ—
4

[m:lﬁj
2

—2
AB

2W+

492, AC’ +BC = 2MC > + ;Ef

F+42=MC’ +2><22‘:»
o 25=MC + 2

MC>0____
= MC _é% = MC=

P
2

Avaliacdo 1

Pag. 122
1. ABAB=[AB| =22=4
ABICB=2CBICB=2[CB| = 2x £ =2
AC (BC =-CAICB =-CACA=-|CA =-
RespostalC)

O lugar geométrico dos pontd(x , y) tais que
AM [BP =0 é a reta tangente & circunferéncia de diametro

[AB] no pontoB.
RespostafA)



2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

A4, eB(8,- ) 7.2. POLPA=POL{PO+0A)=
mAB:—l—Z:;s:_§ :ﬁ)[P—O"'ﬁ)@:
8-4 4 4 Y S,
3 =|Po| -oP A=
tanorz—:1 - _
. =22 —OPx OAX cos(OP ,OA) =
1+tarfa = 2
, cosa =4-2x 2x CO{T[—EJZ
( 3) 1 9 1 3
14| —| =—— = 1+—= =
4 coda 16 coda =4-92x 2x(_}J: 6
25 1 16 2
& — = o COSZO'=f
16 coda 25
ComoaDF[ ’ n{ comr=-4 8. SeRC=CS,entdoBR=DS pelo que os trianguloBR]
e [ASD] séo iguais.
Resposta(D) Area de PBR :36; 20 cne=8em
6>(BR=8 o ﬁ:g
2 3
BR=DS="2
3

N?’DTS:(N?HWQ) E+FS):
= AB[AD + AB DS+ BRIAD + BRIDS =
=0+ ABxDS+BR+ AD + 0=

—6x 24+ 856216+ 16= 3
33

AB=10, AC=BC e BAC=CBA
« ABIAC = ABx AM =10x 5= 50
« AB[BC =-BABC =-BAXxBM =-10x 5=-50

+ AB[CB=-AB[BC =—(-50)= 50> 0 9. A(4.0
+ BC[BA=BAxBM =10x 5= 50 fx+3y=3e y=-x+3e y=-tx+1
Resposta(C) 3
9.1. m =-1

AL1,0,) B(2k-1-R e(k+ 1,1) 3
C a=T— arctar(é} =2,8rad
k 9.2 X =1 X —1 =1 =3
AC(k,1,3; AB(1,k-1,- %~} s y-0=3x-4) = y= K- 12
ACAB=0 < k+(k-1)+3-%-1= 0~
= —4k=4- k=-1 9.3. C(x,y);OC(x,y); OA(4, 0
RespostaD) OC [DA = 4x
Y Yy, Logo, OC[DA nédo depende dg , ou seja, da ordenada do
AM +DM +AD" = AM +8 =10 -

., pontoC.

= AM =36«

- AM =6 (i >0) 10.1. BH (AG = (BA+ AH ) ({AH + HG ) =
AB[AD = ABx AM =10x 6= 60 :(M+B—A)[QM—B—A):
RespostalA) — 2 =2

, =|AA] -[eA =
. e e . Pag. 123 =(a2+a2)—a2= (Teorema de Pitagoras)
AB AP = 20B[{AC +OP) = g2
= 20B[AO+ 20BOP = 10.2. | AG| =|[BH| = v3a
:2(7313[73+253xa3xc0%[: BH CAG a2 2 1
cosg =————— = ==
[er][AG] Vaava 3 3

= ZHO—BHZ + 2% 2% 2x1 =
2 1
—ox P2+ 4=12 a:arcco{éJz 70,5

12



2.1. Declive e inclinagdo de uma reta. Produto edaa

11, r:x-7y+20=0 11.3. Sejap a reta perpendicularrano pontoA .
A(l,y)l:lr X=7y+20=0- y=1x+@
11.1. a, =13% v
m =tan(138) = taf 180~ 4§=- tand5- m:%
B(-1, -30s 1
X =-1 = X—=-1] < =-7
y+3=-1(x+1) = Mo M M3 M
o y=-x-1-3 < AL, 30p
s y=-x-4- pry-3=-7(x-1 « y=-7+ 1C
= X+y+4=0 Sejaq a reta perpendicular a resano pontoB .
m,xm =-1< qu(—l):—]_.:. m,=1
1-7y+20=0<
- 7y=21= B(-1. =304
- y=3 q: y+3=1(x+1) < y=x-2
A(l, 3) C é o ponto de interse¢do das refa® .
11.2. A(1,y)Or y=-7x+10 [x-2=-7%+10
o ’ y=Xx-2 y=x-2
x—3 x—3
{8x:12 ) "o
y=Xx-2 _3 1
==2-2 =—=
y 2 y 2

13



2.2. Equacdes de planos no espago

Atividade inicial 2 Equacdes paramétricas sle

Pag. 124 Xi'z“‘k
1 d(2,-1,9 y(1,2-)1d(a b o y—94—+8|; kOR
z=-

ili=0< (a,b,c){{2,-1,9= 0 &-b= 0
_ Qualquer ponto da retz¢ da forma:
-~ b=2a (-2+4 , 9- & ,- 4k) KOR
Substituinddb por z2em i, fi(a, 2a ,c) que é uma
. ) B O pontol é o ponto des que pertence a:
expressdo geral dos vetores perpendiculares ao eto a: 4x-8y+z+3=0

4(-2+ &) - g 9~ &)+(-4k)+ 3= 0=
= —8+16&k—- 72+ 6&- 4k+ F O
= 8k=8l- k=1

2. Porexemplofi(1,2,9 A,(1,2.)1 1 1,2,)

3. AMi=00nE=0- I(-2+4,9-8,- 4 )=1(2,1,-3
b=2a b=2a
- {(a b,o)f1,2,-1= 0 {a+2b—c:oc’ r= A= (2-2 (- (-4 = A9 -9
b=2a b=2a =16+ 64+ 1= (21 -3
‘:{a+2x2a—c:o‘:{c:&'ﬁ =81=9
Substituindo emn(a , b ,c), b por 2 e ¢ por &, 23. @) r:(xy,z)=(n, ~Lm)+k(3n,mm- § kOR
obtemos ﬁ(a, 2a , 51) , expresséo geral dos vetores Vetor diretor der : ?(3m, m, m- 5)

Vetor normal ao planar: 1i(4, -8, J
rlla = r0f =« Fi=0«

perpendiculares @ e av.

4.  Porexemplo, para=1, fi(l, 2, § < 4x3n-8n+m- 5= 0w
= 12m—-7m=5«< 9= 5 m=1
Pag. 127 b) r estacontida ey se e s6 se//la
11. A(l,0,-3 &(-2,3,) eoponto(n, -1, m)0a
a: =2(x-1)+3y-0+ {z+ )= 0- rlla0(n, -1, m)0a =
o —2X+2+3y+z+1= 0= - m=10(n, -1, 300 -
o —2x+3y+z+3=0 - m=104n-8x (-1 + I+ 3= 0=
1.2. A(-2,1,3 «&(0,- 1,% e m=104=-12-
a: 0(x+2)-1y-9+ 4z- 3= 0= - m=10n=-3
o -y+1-27+ 6= 0=
o —y+2z-5=0 Pag. 129
1.3. A(-2,1,0 «i(3,0,X 3. ABC:x+2y+2z-6=0eV(3,6,9
a:3(x+2)=0- x=-2 31 (x,y.z)=(3,6,9+k( 1,2, 2kOR
3.2. Eé ainterse¢do de com ABC.
Pag. 128 Qualquer ponto de é da forma:
2. aid4x-8y+z+3=0; A(-2,9, - 4) (3+k ., 6+ X , o )
2.1. ﬁ(4, -8, :) € um vetor normal do planar . Logo, fi O valor dek para o qual este ponto pertence ao plano

. . . ABC é dado por:
€ um vetor diretor de qualquer reta perpendicula a em

, 3+k+2(6+ X)+ A 9+ X)- 6 O-
particular da retas que passa em .

s: (x,y.,2)=(-2,9,- ¥+k( 4,- 8,)1kOR = 9K+3+12+ 18- 6 0=
o 9k=-27- k=-3

s Assim:
A E(3—3,6—2><3,92<)30uE(0,0,3

33. B(0,y, 0 eBOABC
l 0‘ 0+2y+0-6= 0= = 6= y= &
! B(0,3.,09
| 3.4. BVIBD=BDIBV =
= ﬁ Xﬁ = (E é aprojecdo ortogonal dé na retaBD)

2.2.

Trata-se de determinal sendol o ponto de intersecio

da retas com o planoa . = 2BExBE = 2BE =
st (x,y.2)=(-2,9,- ¥+k( 4 - 8 )IKDR =2(\/02+32+ 32)2: 2x 18 3¢

14
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4.

4.1.

4.2.

Pag. 130
a: 3x+y-2z+1=0
Al,1,-) &8(1,0- )
3(x-1)+(y-9- Az+ 9= 0~
= 3X+y-2z-6=0
B Kox+ky+z+1=0
a) A(l,1,-304
k?x1+kx1+(-1)+1= 0=
- k?+k=0< k(k+1)=0<
= k=00k=-1
b) B(1,0,- 205
k?x1+kx0-2+1= 0= k*- 1= O
= k=-10k=1
c) Se [ passaenA eB entdok=-1 e
B x—y+z+1
n;(1, -1, 3 éum vetor normal &8
n, (3,1, -2 éum vetor normal a
nh, =(1, -1,903,1,- p=
=3-1-2=0
Comon, [h, =0, entdo 3, € perpendicular ao plawo.

5.2.

5.3.

5.4.
5.5.

Pag. 131
ABC: 3x-6y+2z+12= C; E(6, -8, 10

. O plano EFG passa enkE e é paralelo ao plandBC .

3(x-6)-6(y+ 8+ Az-10= 0=

= 3X—6y+ 2z-18- 48 2G 0=

= 3x-6y+ 22— 86= 0
M(1-k k9
EM =(1-k-6 ,k+8,- 9=(-k- 5 k+ 8 - ¥
EM é um vetor da ret&M .
(3, -6, 2 €um vetor normal ao planaBC .
A retaEM é paralela ao planédBC -

-~ EMH=0«

- (-k-5,k+8,-9(3,- 6,p= 6

= —3k—-15- &k—- 48 1& 0=

= 9%k=-81l= k=-9
(3, -6, 2 ¢énormal ao pland\BC . Logo é um vetor
diretos da retaFB .

Assim, G(m+% , 2m-2, :m) é um vetor diretor da reta

FBse e s6sé& e forem colineares:

=

1
m*+S om-2_2m [-6m-3=6m-6
3 -6 2 m-1=-3m
12m=3 1
= - m=—
4m=1 4
(x,y.z)=(6,-8,1p+k( 3 - 6,)2kOR
O ponto A é a intersecéo da reBA com o planoABC .
Qualquer ponto d&A é da forma:
1(6+3 , -8 & ,16- R)

15

2.2. Equacdes de planos no espaco

| pertence &BC: 3x-6y+ 22+ 12= C.
3(6+X)-6-8- &)+ 416 R)+ 12 G-
= 9k +36k+ &+ 18+ 48 26- 12 0-
= 4% =-98= k=-2
Parak =-2 obtemos as coordenadas Ae
A(6-6,-8+12,16- # ou A(0, 4,9

6.1.

6.2.

7.1.

7.2.

7.3.

Pag. 133
a: (xvy,2)=
=L -1, 0+A(1 0, 1+ u(- 2,1~ )14 yOR
A(B,-3,0 8(2,- 2,)
(3 -30=(L-1L,9+A( L 0)Hu(- 2% )%

3=1+A-2u 3=1-2+ 4 (V)
o 3==1+U e pU=-2 < u=-2 =
0=A-u A=pu A==-2
H=-2
- {A:—z
O sistema é possivel. Logala .
BOa ?
(2-2,9=(L-19+A( L, 0)pu(- 2, %)
2=1+A-2u
o q2=-1+y < qu=-1 =
1=A-yu 1:A—(—1)
2=1+0+2 (F)
e qu=-1
A=0
O sistema é impossivel.
Logo, BOa .

€(1,0,0 e,( 0,1,) sao vetores diretores do plano

xOy e, portanto, de qualquer plano paralelrQy .
(xy,z)=(2, -2, 3+A(1 0, p+ru( 0,1)04 yOR

A(1,0,9 B(0,2~-) € 1,2)
v(1,0,-3
AB=B-A=(-1,2,-)
AC=C-A=(0,2,)
a: (xvy,2z)=
=(1, 0,0+A(-1, 2,- J+u( 0, 2,)14 ¥OR
B:(xy,2)=
=(L 0, 9+A(-1 2,- 1+u( 1 0- )11 yOR
c(1,2,3087
(1 29=
=(1, 0,0+A(-1 2,- W+u( 1, 0~ )1=
1=1-A+u [(1=1-1- 2 (F
- 12=21 ={1=1
1=-A-u H==-2

O sistema é impossivel.
Logo, COS.
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9.2

9.3.

Pag. 134

=L 3 -9+2(2 1 P+u( 1- 1)1 4OR

Seja fi(a, b ,c) um vetor normal ag . Entdo:
2,1, 0=0 ((abc)d 2 1 p= 0

{ﬁ[ﬂl, -19=0 {(a,b Of1- 1) 0

Q{2a+b:0 Q{b:—2a @{bz—Za

a-b+c=0 at2a+c=0 |c=—-3&

fi(a, —2a , - &) define a familia de vetores normaigra
Paraa=1,A(1, -2, - 3.
(1,3,-30a
a:1x-10)-2y-3-3z+ 3= 0=

= X=-2y—-%-1+ 6- 3= 0=

= X—-2y—-3z+2=0

A1,0,3 ;AB(2,-2,) ; AC(3,0,3

ca) (xy.2)=

=(1, 0,9+A(2,- 2, )+u( 3, 084 #OR
b) Seja fi(a, b, c) um vetor normal ao plandBC .

{(a, b,c){2, -2 3= 0 {2a—2b+c20@

(a, b, c)f3,0 3=0 3a+x=0

{Za—%—azo {b:;a

c=-a
c=-a

ﬁ(a , %a , = a} define a familia de vetores normais ao

plano ABC .
Paraa=2,1(2,1,- 3.

2(x-)+1y-0-2z-3= 0= X+y- 2= (

E=A+1AC=
2

=1, 0,3)+%(3, 0,

=1, 0,3)+[g , o,g}

f£09
ERCES

Vpirémide =9

e xh=s

1
—x
3
EXSZXh:Q@ h=3

3

V(x,y.z),y<0

Sabemos qu&V é um vetor normal ao planaBC e
[£9]-n=3.

VE é colinear commi(2, 1, - 3 eHWHzS.
EV=k(2,1,-2=(% ,1,- B

2.2. Equacdes de planos no espaco

[EV]=3 = ()" +K2 +(-%)" = 3
o A2 +kP+ 4k =9 -
k=9 k?=1-

- k=-10k=1

Sek=1,EV=(2,1,-2 e

v:&@:(§ , 0,§j+(2,1,— 2=
2 2

o

Sek=-1,EV=(-2,1,

v=E+§/=(§ , 0,
2 2

o

Comoy<0,temosv(% , —1,%} .

10. A(2,1,9 B(-1,-2- B €(- 3,0)
10.1. AB=(-3, -3, -3

AC=(-5,-1,-1)

3,3

-5 -1

Pag. 135

Como AB e AC n#o sdo colineares,, B e C definem

um plano.
10.2. Sejaﬁ(a , b ,c) um vetor normal &ABC .

-5a-b+c=0 -Ba-b-a-b=0
c=-a-b c=-a+3a_|c=2a
a+b=0 |b=-Z |b=-2

fi(a, -3, &).Paraa=1,temos quéi(l, -3, J é

um vetor normal aABC .
A(2,1, QOABC

Ux-2)-3y-)+ Z= 0= x- F+ 2+ F (

1. E(2,0,2 B(2,2,pG6( 0,2)
11.1. EB(0, 2,- 3 e EG(-2, 2, (
Sejafi(a, b ,c)
AEB=0 [(a.b.,c)o0,2,-2=0
{ﬁﬁzoﬁ{(a,b,c)m—Z, 2,9=0
_ {2b—2c:0 . {b:c . {b:c
-2a+20=0 -a+zx=0 |a=c
fi(c,c,c)
Parac=1,n(1,1,} .
E(2, 0, JOEBG

um vetor normal ao plareBG .

EBG: Yx-2)+ Ly~ 0+ Xz~ = 0= x+y+z— & (

16
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11.2.

Aretar que passa el (0, 0, 2 e é perpendicular BBG é:
(x,y.z)=(0,0, 2+k( 1,1,)1kOR

Todo o ponto de é da forma(k , k , 2+k) .

A intersecao de com o planEBG obtém-se paratal que:

k+k+(2+k)-4=0= &- 2= 0= k:%

O ponto de interse¢édo deomEBG é:

2 2 2 . 2
ll=,—=,2+=|,ousejal| =
3 3 3

2 8
3'3'3"°
Raio da superficie esférica:

e (7

3
4
3

4 4 4
= |—4+—+—=
9 9 9

A equacgdo pedida é:

X2 +y?+(z-2)° =4

12.

12.1.

12.2.

Pag. 136
r: x=10z=2
A(B,1,3 eB(2,1,9
C(1,0, 2 éumpontode
7(0,1,Q éum vetor diretor de

r

/
C
/‘\*A

o passa enC e tem a direcdo dos vetords e CA.
CA(2,1,-3

Sejafi(a, b, c) um vetor normal ar .

{ H—:(:)o@{(a,b,c)mz,l,—); 0

jn [ 1}

(a.b,c)fo,1,9=0

{2a+b—c:0 {c: 2a
b

=0 b=0
fi(a, 0, &)
Paraa=1,f(1, 0, 3 que & um vetor normala .
A(3,1,30a
a: Ux=-3)+0y-9)+ z- )= 0= x+ 2- & (
AB(-1,0,-3
r(0,1,9

Sejafi(a, b ,c) um vetor normal #.

fi(a, 0, -a)
Paraa=1,vemii(l, 0, -3 que & um vetor normal &.
A(3,1,308

B:Ux=3+0y-1)-9z- 3= 0= x-z- = (

17

12.3.

13.

13.1.

13.2.

2.2. Equacdes de planos no espaco

7(0,1,0Q éum vetor normal &
A(B,1,30m
T y-1)=0<y=1

r: (xy,z)=(1 0, 3+k(- 1, 2- BKOR
st (x,y,2)=(-1 4,- 2+t(1 O, L tOR

-1,4,-2=(1,0, Wk(- 1,257 )3
-1=1-k k=2
= 44=2k o k=2
-2=4-% |k=2

O sistema é possivel. Loga(-1, 4, - J0r.

(-1, 4, - 3Ospois € o ponto que se obtém para 0.
r(-1, 2, - 3 éum vetor diretor de.

s(1, 0, 3 € um vetor diretor de.

Comor e S nao sao colineares, as retass ndo sao

paralelas.
Comor esndo séo paraleladdr e As, entdor e s

sdo concorrentes no ponto.
O planoa passa enA e tem a direcéo dos vetores:
r(-1,2,-3 e 35(1,0,1)
Sejafi(a, b ,c) um vetor normal ar .
Aif=0 ([(a.b,c){-1,2,-3=0
nE=0 |(a,b,c){1,0,)=0
-a+2b-x=0 c+2-3%=0
a+c=0

2b=2c b=c
a=-c a=-c

Parac=-1,fi(1, -1, J que é o vetor normal & .

a: Yx+1)-1y-4-1z+ I= 0-

= X—-y-2z+3=0

a=-Cc

,logofi(-c,c,c).

14.

14.1.

Pag. 137
ro(x,y.z)=(1,0, 9+k( 1.~ 1,)3kOR

s: (xy,2)=(0, 0, )+t[—:—13 L } tOR

151
-1 3ef(-l 1
r(1, 1,3et( 3 3

-

r=-3t.Logo, 7 et sé&o colineares pelo que as retas
s&o paralelas. Assimi(1, 0, QOr .

Ads?
1=-%
11 t3 t=-3
(L o, 9=(o, o,)m[—f = - }1@ 0= = it=
3'3 o1
O=r-t

O sistema é impossivel. Logh[Js. Portanto, as retas sao
paralelas e néo coincidentes, ou seja, sdo esrit@m
paralelas.
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14.2.7(1, -1, 3 éum vetor diretor de .
A(L,0,90r e B(0, 0, 30s
A e B séo pontos der .
AB(-1,0,}

a é o plano que passa &l , 0, e tem a diredo dos

vetoresi e AB.
Sejafi(a, b, c) um vetor normal & .

A =0 (a,b,c)ff1,-1,3=0

{ﬁmﬁ:oﬁ {(a,b ¢)f-1,0,1= 0
a-b+3c=0 c-b+X=0

m{—a+c:0 m{a:c -

b=4c
a=c

fi(c, 4c ,c).Parac =1, obtém-s&i(1, 4, 3 que é um

vetor normal @ . A(1, 0, Q0a
a:Yx-D+4y-0+1z- Q= 0= x+ 4+z- E (

15, (x-3)°+(y-1)°+2=12
a:x-y+z=1
AL, -1,3

15.1. (1-3)°+(-1-)°+ Z = 12~

O pontoA pertence a superficie esférica.
15.2.C(3, 1, Q € o centro da superficie esférica.

AC(2,2-2

B

S s

=

B=C+AC=
=(3,1,0+(2,2,- p=
=(5.3.-9
B(5,3,-2
15.3.a) Seja P(x,y,z) um ponto do plano tangente &
superficie esférica no ponto
APAC=0«
e (x-1,y+1,z-3{2,2,- p= G
< 2(x-1)+2(y+)-2qz- 3= 0-
= X-1+y+1-z+ 2= 0=
= X+y-z+2=0
b) SejaX o ponto de tangéncia.
X Blle

2.2. Equacdes de planos no espaco

Entdo,CX é normal aB. Como B// a , entdoCX é

normal aa . Logo, CX ¢ colinear comni(l, -1, 3 ,

ou seja:

CX=A(1, -1,3=(1 ,-2 A)

Por outro IadoHC—BH =r=412.

[cX| =12 = A2+ (=) +2% =412~
©312=12e A’=4e )=204=-2

CX(2,-2,23 ouCX(-2,2,-2

X =C+CX

X=(3,1,9+(2,-2,p=( 5~ 1,) ou

X=(3,1,09+(-2,2,- p=( 1,3+ ):

Como Blla, ii(1, -1, ) é um vetor normal & .

B: (x-5)-(y+)+(z-2)=0= x-y+z-8=C

ou
B: (x-1)-(y-3+(z+2 =0 x-y+z+ 4=C

N

d

c)

V12
c

0°+(v3) =(V12) - d=12- 3 d°= 8- d =

Qualquer plano que diste 3 unidades do centro
C(3, 1, Qda superficie esférica interseta-a segundo

uma circunferéncia de raif8 .
Os planox = 3,y = 1 ez= 0 sdo perpendiculares aos
eixos coordenados e passam no centro da superficie
esférica.
Os planos perpendiculares aos eixos coordenados qu
distam 3 unidades do centro s&o:

Xx=3-3« x=0

Xx=3+3< Xx=6

y=1-3 < y=-2

y=1+3 - y=4

z=0-3« z=-3

z=0+3- z=3
Por exemplo, o plano de equagéo 0 interseta a
superficie esférica segundo uma circunferénciaite r

V3.

Atividades complementares

Pag. 139

16.1.A(%,0,—1J ei( 2,-1,F

i z[x—l}—l(y—op {2+ 9= 0-

2
= 2X—-y+3z+2=0



2.2. Equacdes de planos no espaco

colinear comi =
m _3m

a) sa-5 é
m-1_
1 =371

= =3m+3=mOm=-9m =
= 4m=30m=0=

16.2. A(-1,0,9 e](% .~ 1,)1

7 2 (x+)-Ay- 0+ {z- 9= 0-

<

163. A(1, -1,3 (2,0~ )1 T meg om0
T 2(x-10)-(z-3=0= 2x-2z+1=0

164.A(2,-1,9 a(1,0,X
T 1x-2)=0e x=2

165. A(-3,-2,) a@( 0,- 2,X
T:-2(y+2)=0= y=-2

A condicéo é impossivel. Nao existe para o quak é
perpendicular aa .
b) slla = Si=0 <
= (m-1,m,3n){1,-3, )= 6
= m-1-3m+3n=0-
= m=1
c) A(l, -1, 2n) éum ponto des.
s esta contidaema se e s6 se € paralelaaa e
Ala = m=101-3x(-1)+ In= 5=
= m=102m=1~

17.1. x-y+z=0
i(l,-1,3eA(0,0,0
17.2.2x=z2 = 2x-2=0

n(2,0,-3eA(0,0,9 - m=10m=1
2

17.3. 5+z:y P g—y+z:O

2 Como a condicao é impossivel, ndo existélR para

o qual a retar esta contida ena .

ﬁ[% —l,OjeA(0,0,()
17.4.y=3 19. ABC: 2x+y+2z-4=0
n(0,1,9eA(0,3,9 19.1. A(x, 0, 0

2X-4=0= x=2

A(2,0,9 ; B(O,y,0
y-4=0- y=4

B(0,4,9 ;C(0,02)
22-4=0- z2=2

c(o,o,z)
V:}OAXOBX&:}X 2x4x2:2
19.2.1(2, 1, 2 € um vetor normal #ABC

r: (x,y.2)=(0, 0, 9+k( 2, 1, p kOR

18. a:x-3y+z=5
AL, -3.,3

18.1.7(1, -3, 3 é um vetor diretor de , dado que é normal a
a.
ro(x,y.,z)=(1,-3,+k( 1.~ 3))

18.2. Trata-se do pontbde interse¢do decom ¢« .

Todo o ponto de é da forma:
(1+k, =3-% , ¥k) kOR

O ponto de que pertence @: x-3y+z=5 é o0 que se
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18.3.

obtém par& tal que: x =2k
(1+k)=3(-3- &) +(1+k)= 5= r: qy=k ,kOR
= 1k=-6< z=2k
o k= _6 19.3. Intersecdo de com o planoABC :
11 Qualquer ponto de € da forma(2k , k , X) ,kOR
Parak = —1%: O ponto der que pertence ao planBC obtém-se par&
6 5 tal que:
l+k=1-—=— 2x(2K)+k+2(K)- 4= 0= &k+k+ &k- & 0-
4
_3_3(:_3+B3=_£5 ﬁ9k:4wk:§
11 11
5 15 5 sek=2 x-8
O ponto pedido tem coordenac{a& s T —J. 9T g
11 11 1

s: (x,y.2)=
=(4 -1, )+k(m-1m, &) kOR
s(m-1,m, 3n) é um vetor diretor ds.

A(l, -3, éum vetor normal ax

19

O ponto de tangéncid,, tem coordenadagg , g , fJ.
O raio da superficie esférica é:

_5r. [64,16, 64_ 4
81 81 81 3

Equacao pedidax® + y> + 2> = 136
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19.4. B: kx+ky+y+kz-1=0-
= ke+(k+1)y+kz-1=0
t(k, k+1,k) €um vetor normal &3.
v(2,1, 2 éumvetor normal @ .
a) Blla = G écolinear comv =

b)

<)

BUOa - G0V =
> Ul=0s
= (k,k+1,kK){2,1, 2= 0-
= 2k+k+1+ %k=0-
o Bk=-1- k=-1
5
B(0, 4, Q08 <=
o kx0+kx4+ 4+kx 0- 1= O=

- 4k+3=0<
o k=3
4

20. C(3,0,9

20.1.V, 4, =OC xOD < 18= 3 xOD
OD=2
a) E(0,-3,2 eC(3,0,)

Ponto médio deFC]:

(23
EC(3,3,-9

Plano mediador d&[]:
3 3
JX——= [+ y+—-|-2z-1)=0~
[ ZJ [y 2) (z-9
w3x+3y—22—9+9+2w
2 2
= 3X+3y-22+2=0

by D(0,0,3 E(0,- 3,2 €( 3,0)
DC(3,0,-9 eDE( 0, 3,)
EDC: (x.y, z)=
=(0,0, A+a(3,0- p+B( 0, 3,0g BOR
202.a) F(3,-3,3 D(0,0,p B( 35 3)
DB(3,-3,-3
B 3(x-9-qy+3-4z- 3 -
= 3X-3y+22-9- H 4= O=
= 3x-3y-2-14=0
by A(0,-3,0 e&(3,0,X

AC(3, 3, Q é um vetor diretor dé\C

A3,

ACm=(3,3,03,- 3, p=
=9-9+0=0

Como AC[fi=0, a retaAC é paralela # .

-3, -2 éum vetor normal 8.

20

2.2. Equacdes de planos no espaco

AOB?
3x0-3x(-3 - 2¢ 0- 14 0=
= 9-14=0 (Falso)
A é um ponto da retdC e Alla . Logo, como sabemos

que a retad\C é paralela a , podemos concluir que a
retaAC é estritamente paralelgfa

21.

21.1.

21.2.

21.3.

21.4.

Pag. 140
v(0,6,3
AC: (x,y.z)=(0,2,)+k( 1,1,)1k0OR
AB: (x,y,z)=(0,2,)+t(1,1,)0t0R
BVC: x+y+z-9=0
O pontoA pertence as reta8C e AB. Como estas retas
nao sao paralelas, pois 0s seus vetores diretbrels (1) e
(1,1, 0)néo sédo colineares, entdo sdo condes @
ponto A .
Da equagéo das retas conclui-se que o ponto ddertatas
(0, 2, 1) pertence as duas retas. Ldg@ , 2, 1) .
O plano ABC contém as reta#B e AC . Logo, este plano
passa emA e tem a direcdo dos vetores de coordenadas
1,1,1)e(1,1,0).
ABC:(x,y,2)=(0, 2, 3+ A( 1, 1,1+ p( 1, 1,)04 (e0R

Equacéo cartesiana:
Sejafi(a, b ,c) um vetor normal #BC :

{(a,b ,c)ff1,1,)=0 {a+b+c=0ﬁ

(a,b,c)f1,1,9= 0 la+b=0
_ {a—a+c:0ﬁ{c:0
b=-a b=-a
i(a, -a, 0
Paraa= 1, obtemosi(1, -1, § que é um vetor normal a

ABC.

ABC: 1(x-0)-1y- = 0= -x+y- 2= (

B é o ponto de intersecdo da ré&tB com o planoBVC de
equagdox+y+z-9=0

Ponto genérico daB: (t, 2+t , J ,tOR

Como B pertence ao plan8VC :
t+(2+t)+1-9=0= 2= 6=t=:

Logo,B(3,5, 3.

C é o ponto de interse¢do da ré&@ com o planoBVC.
Ponto genérico daC: (k , 2+k , 1+k) kOR

k+(2+Kk)+(1+k)-9=0 = 3k=6 = k=2

Logo, C(2, 4, 3

A0, 2,1

CA=(-2,2-4,+3=(-2,-2-%
CB=(2-3,4-5,3 )=(-1,- 1,)
CACB=(-2,-2,-23{-1,-1,p= 2 2 4
Logo, CALICB pelo que o trianguloABC] é retangulo
emC.
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2.2. Equacdes de planos no espaco

21,5,%:c-vz(2 4, 3-( 0,6, )3:( 2~ 2 ,)( b) A origem O pertence af
%(2 , =2, Q éum vetor diretor da rets(C. O pontoA(3, 0, Q pertence 33 pois 0~ 2x 0= 0.

ﬁ(l -1 Q é um vetor normal ao planaBC Logo, a retaAO, ou seja, 0 eix®x esta contido no plano

. . B
ComoVC =20, VC é colinear conti. Logo, a retaVC é
perpendicular ao planéBC . 23. a: 2x+3y+&z+1=0
1CAXCB —— 5
21.6.V, sige =— xCV 2
piramide 3 2 V(S y 2 , ]J
CA=|CA|=Va+4+4=V12=2/3 St (x=3 +(y-4+(2-9"= 50
CB =H68H =J1+1+ 4=4/6 23.1.Areta VC passa enV e é perpendicular & . Logo,

&:\WH:M:@: 2/ (2,3, 9, por ser um vetor normal & , € um vetor

diretor deVC.

_1_2/3x6 _
Vpiramide—gxiz XZ\/E— \VC: (X LY ’Z):(g L2, %+k( 2,3 ,)6KDR =
_2/3xJ6xy/2_ 2/36_ .
B 3 T3 7 x==+2k
2%x6 3
= 3 =4 iad y:2+3<,kDR

z=1+6k

22. A(3,0.,0 .
23.2.C é aintersecdo déC com a .

r:(x,y.z)=(0,6,9+k( 0,1~ 2kOR
22.1. A(3,0,Q0a B(0,6,)0r

Comoa contétmareta BOa .

Assim, AB(-3, 6, § é um vetor diretor der .

Céo ponto[g+2k , 2+ &, B ﬁj parak tal que

2[2+2kj+3(2+ X)+ {1 &)+ E O

7(0,1, - 23 éum vetor diretor da reta. o ak+ 9+ 36+ 104 6+ 6+ £ 0w

Portanto,a passaemA(3, 0, § e tem a direcdo dos 49 3 1

vetoresAB(-3,6,Q er(0,1,- 9. @4%:_5’:' 73

Seja fi(a, b , c) um vetor normal aa . C(5_2 o4 3x(_}J e 6{_1JJ
ARB=0 [(a.b.c){-3.6,0= 0 3 3 3 3
{ﬁ[ﬂ’:o @{(a,b,c)mo,l,— 3= 0 cit.1,-3

2
{—3a+6b:0 a=2b 23.3.\/C=\/(2—1j +(2—3)2+(1+ ])ZZ

b-2c=0 c=%b
= ﬂ+1+4: igzj
b Vo Vo 3

il 20 ,b, = |.Parab=2 obtemosi(4, 2,3} queéum o o
2 23.4. Centro da superficie esférioa(3 , 4 , 3

vetor normal az . Substituindo nas equacGes paramétricag@jevem:
a: 4x-3+2y-0+1z- Q= 0= &+ Y+z- 12 | 5 (o2
22.2.s: x=10y=2 3=§+Z< 9=5+ & T3
Substituindo na equacéo de temos 4=2+K = k:g - k:g - k:g
4x 1+ 2x 2+ z- 12= 0= 5-1+ & 3 3 3
o 4+4+7-12= 0 2= 4 k=2 k=2
6 3

Logo, C(1, 2, 4, pelo que tem cota 4.
Logo, o centro da superficie esférica perten¢€.a

23.5.Sejar o raio da base do cone.
A(3, 4, 9 é o centro da superficie esférica.

22.3. A base DAB] da piramide é um triangulo retangulo &
contido no planoxQy . Logo, a altura da piramide relativa a

esta base é a cota @&. L
A distancia deA aa é AC, dado que o ponta pertence a

1_OAxOB 1 3x6 .
v =§x7xcotac =3 4= 1z retaVC perpendicular ar .
22.4.7(0, 1, - 2 énormal ao plang3. E:\/(3—1)2+(4— V+(5+ 3 =49 7
a) B:0(x-0)+1y-0-qz- Q= 0- O raio da superficie esférigs /50 .
- y=-2z=0

21



2.2. Equacdes de planos no espaco

Temos, entéo: 25.1. B(2,y , 9 pertence ao planar: y+z-2=0.
Entdo,y+2-2=0- y=0.Logo, B(2, 0, 2.
D(0,y , Q pertence ao plano: y+z-2=0.

Entdio,y+0-2=0= y=2.Logo, D(0, 2, Q.
As diagonais de um retdngulo bissetam-se.

PortantoE é o ponto médio dd3D]:

E[2+O 0+2 2+ OJ,ou seiaE(L, 1,3

2 2 2
(O desenho nio est4 a escala) 25.2 E(l 1 :)
r>0
r2+7%= (@)2 o r2=50- 49-r = 1 ComoE ¢ a projecao ortogonal deno plano da base, a reta
- EV é perpendicular ao plan@: y+z-2=0. Portanto,
Portanto, o cone tem altursge raio da base igual a 1. A(0, 1, 3 é um vetor diretor da re@v.
v =limxpexl=1M EV: (x,y,z)=(1,1,)}+k( 0,1,)1kOR
cone 3 3 9 X:1
24. 11 (x,y.2)=(1,0, §rk( 0,1, )KOIR EV: |y=1+k, kOR
C z=1+k

25.3. A(0, 0,2) pertence ao plana: y+z-2=0.
Logo, 0+z-2=0< z= 2, pelo queA(0, 0, 3.
A(0,0,2 B(2,0,pB( 0,2).
AB(2, 0,9 :|Ag

r AD(0,2,-2 ;[AD|=v 4 4

SejaM o centro do quadraddOpABC] . Sejah a altura da piramide.
O,M e B pertencem ao plan@ que passaer® e é
perpendicular a .

7(0, 1,3 éum vetor perpendicular a .

a: 0(x-0)+Ly-0+1z- Q= 0= y+z= (

Y
- <

v —%XEXEXk

piramide —

8:%x2x 2\/—2xh o

M ¢é o ponto de intersecéo decom a . - 24=4/n -
Todo o ponto de é da formaR(1 , k ,k). o h=24 . h:izg
ComoR(1,k ,k) pertence ar vem: /2 2
_ _ - h=3J2

kK+k=0-k=0 Como V pertence aret&V é daforma(l, 1+k , 1+k) e
Logo,M (1,0, Q. ——
B=M+OM =(1, 0, Q+(1,0,p=( 2,0,) HEVH_ 2 -
e EV(1-1, 1+k-1, k- ), logo EV(0 ,k ,k)
o= e
A e B sdo os pontos da retacuja distancia aM é H H_ -
igual a 1. o VK2 +k?=3/2 = XK?=18<
M(1,0,0Q R(1k k) - k?=9 < k=-30k=3
W&(O K k) Comol-3=-2el+3=4:
o 1 V(1,-2,-2 ouV(l, 4,9
HMW‘:L:' VK +k? =1 KP=1c kzzE = Dado queV tem cota positiva, entdd(1, 4, 4.

ﬁk:i\ﬁﬁk:iﬁ 254.V(1, 4,9

2 O vetor ﬁ(O , 1, .’) é normal ao plano por ser normat a

Assim: Yy-4)+1z-4=0- y+z- 8= (

A[l,—\f ,—\/Z_ZJ,C(L\/E \/25] eB(2,0,0 25.5. B: 3x-y+z=3
a) f(0,1,3 éum vetor normal ao planm.
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G(3, -1 é um vetor normal ao plang.
Pag. 141 (3.-1.1 plang

25. a=ABC:y+z-2=0 nw=(0,1,3¢3,-1,5= 6 & 4
B(2,y , Q,A(0,0Z) E)( Oy, ) Logo, a e B séo perpendiculares.

22
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by B(2,0,23 &(0,2,X

BD(-2,2,- 3
BD: (x,y.z)=(2,0, 2+k(- 2, 2~ 2kOR
O ponto de intersecdo 8® com S é da forma
(2—2k N G R).
Como este ponto pertencga 3x-y+z=3:
3(2- %) - X +(2- X)= 3-

e —k-Xk-Xk+ 6+t 2= 3=

= -10k=-5= k:1

2

Sek=%, K=1e 2 R= -
PortantoBD interseta/s no ponto (1, 1, 1), ou seja, no
ponto E .

A-1,-1,-3 B(1,1- P €(- 2,45)

BF =6

.Seja fi(a, b ,c) um vetor normal ao plandBC.

AAB=0 [(a,b.,c)f{2,2,09=0

{ﬁgﬁ:o“{(a,b,c)c@—l, 5,0=0
{2a+2b:0®{53+b:0c) {b:O
-a+50=0 a=% a=0

A(0, 0 ,c) é afamilia de vetores normais ao plABRL

Parac=1,n(0, 0, }.

BF é colinear comri(0, 0, } etemnorma 6.

Logo, BF (0, 0, § dado que a cota d€ é maior do que

acota deB.

F=B+BF=(1,1,-2+(0,0,p=(1,1,)

F1,1,9 ec(-2,4~ %

CF(3,-3,9

RetaCF :

(x,y,z)=(1,1, 3+k( 3,- 3,)6kOR

L(-8,10, - 140CF ?

(-8,10,-13=(1,1,pk( 3+~ 3)6

-8=1+ X X=-9
=410=1-K =<1&X=-9 = k=-2
-14= 4+ & &k=-18

O sistema é possivel. Logo, o pohtpertence a retaF .

CA(FL,-1,-3 F(1,1,% €(- 2,45)

AF(2,2,9eAC(-1,5,0

Sejafi(a, b, c) um vetor normal ao planarC .

ACAF=0 [(a.b,c){2,2,8=0

{ﬁgﬁ:o“{(a,b,c)c@—l, 5,0=0
{2a+2b+6c=0@ {5)+b+ &=0_ {c:—b
-a+5b=0 a=% a=9

fi(5b,b, - D). Parab=1obtemosi(5, 1, - J que é

um vetor normal ao planéFC .

23

26.3.

27.

27.1.

27.2.

27.3.

27.4.

28.

28.1.

28.2.

2.2. Equacdes de planos no espaco

AFC: 5(x-1)+(y-1- 2Az- 4= 0~
= bx+y-2z+2=0
O lugar geométrico dos pont&{x , y , z) tais que

SA[SB =0 é a superficie esférica de diamets].

EFG: x-2y—-2z+18=0

c(4.1.,3

EH(2,2,-3eGH(4,1,4)

A(l, -2, - 2 éum vetor normal ao planBFG .
Logo, i é um vetor diretor da reGG .

CG: (x,y.,z)=(4,1,)+k( 1~ 2~ 2kOR
G é aintersecao da ref& com o planoEFG .

Os pontos da refaG sdo da forma:
(4+k ,1- X% , + R)

O ponto deCG que pertence ao plafd-G obtém-se para o
valor dek tal que:

(4-k)-2(1- X)- - X)+ 1& O-
= 9k+18= 0= k=-2
G(4-2,1-2(-3 .+ 2(- P=G(2.5.9
EHGH=0-(2,2,-}{A ,14)= 0-
«20+2-1=0= A=-2

CA=GE=GH +HE =
=(-2,1,-9+(-2,- 2,)=
=(-4,-1,-)

A=C+CA=(4,1,3+(-4,-1,- )=

=(0.0.9

Logo, A é a origem do referencial.

A2,3,-3 &(1,2,)
ABC: 2x-y+2z+1=0

P(x,0,0
AP(x-2,-3,)
OA(2,3,-)

APMA=0+- (x-2,-3,30{2,3,- )= 6
= 2Xx—-4-9-1= 0~
= 2X=14 = xX=7
P(7.0.9
F é a intersecéo da rdEx com o planoABC .
n(2, -1, 2 é um vetor normal ao plandBC . Logo, fi
€ um vetor diretor da refF.
EF: (x,y.z)=(1,2, 3+k( 2~ 1,R2k0OR
Os pontos d&F sdo da forma:
(1+2k , 2=k , 4 R) kOR
O ponto de&EF que pertencem ao plad®C obtém-se parka
tal que:
2(1+ X)—-(2-k)+ A 4+ X)+ E 0=
= dk+k+4k+9=0= k=-9- k=-1
PortantoF tem coordenadal-2, 2+ 1, 4 2 ou
F(-1,3, 9.
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Avaliacdo 2
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(x,y.z)=(1,m ,- 2+k( 2,- 1m) kOR
a: 3mx+3y+X+1=0
(2, =1,m) é um vetor diretor da reta.
(3m, 3, 3 € um vetor normal ao plano .
(2,-1,m{3 ,3,3= 0- B- 83 8= &

= 9IM=3 = m:}
3
RespostalA)
r:(x,y.,z)=(1,0,9+k( 1,1,)0kOR
g: (x.,y,z)=

=(1,1,-3+2(1,1,pru( 1,0)1% yOR

7(1,1,Q éum vetor diretor de
Sejafi(a, b, c) um vetor normal & .
{(a, b,c){1, 1, Q= 0 {a+b=0 _ {b:—a

(a b,c){1,0}=0 |a+tc=0 |[c=-a
Logo, fi(a, —a, —a). Paraa= 1, obtemos o vetor
i1, -1, -3 éo vetor normal & .
Af=(1,-1,31,1,p= ¢ %
Logo, aretar é paralela ao plang.

A(L, 0, 90Or

0: Yx-)-Ay-)-9z+3= 0= x-y-z- F (
1-0-0-1=0 (verdadeiro). Logh 16 .
Aretar é paralela ao plané e existe um ponto de que
pertence & . Assim, a retar esta contida end .
Resposta(B)

r: x=-10z=1

7(0,1,Q éum vetor diretor de . Logo, 7 é um vetor
normal ao planar: ax+by+cz+d =0.

Portanto,r (0, 1, § ¢ colinear conti(a, b ,c).

Logo, a=00c=00b# 0.

RespostaD)

(x-1)*+y*+(z-2)"=9
Centro: (1,0, 2); raio: 3

Se AB =6 = 2xraio, entd0AB] é um diametro da superficie

esférica, pelo que a retgpassa no seu centro.
Resposta(B)

a:xXx=2« x-2=0

A(l, 0, -3 éum vetor normal @ .

Qualquer vetor com a direcdo de é perpendicular & :

A (L,1,901,0-)p= 1 0 B

®)(0,1,30f1,0-)=8 6 2

© @, 0,31, 0-)p= ¢ 0 4
(1.,1,3f1,0-)p= % 0 4

RespostalC)

2.2. Equacdes de planos no espaco

A5,4,0 8(0,4,)
Todos os planos passam nha origem
(A) 12x5-15¢ 4+ 26x G 0= & ( (V)
12x 0-15< 4+ 26k 3= 0= & 1 (V)
RespostafA)
A(-2,1,-2 ;0A(-2,1,- p
C(-2,-2,3 ;0C(-2,- 2.}
D(-1,2,2 ;0D(-1,2,p
OA+0D=(-3, 3, Q
Como OD = AE , temos:
OA+AE=0E=(-3, 3, Q
OE(-3, 3, Q é colinear com o vetor (3,-3, 0).
A reta dada passa dire é paralela AE , logo essa reta

passa no Vertice .
RespostalC)

8.1.

8.2.

8.3.

9.1.

Pag. 143
ABC: 2x+y-2z+6=10
A(0,0,z) ev(7,8- ¥
A pertence ao plandBC :
0+0-22+6=0- z=C
A(0,0,3
a) Ovetor ii(2, 1, - 3, normal ao plancABC , € um
vetor diretor da reta/E .
VE: (x,y,2)=(7, 8- 4+k( 2,1~ PKOR

b) E é o ponto d&E que pertence #BC .
Todo o ponto d¥E é da forma:
(7+2 , 8tk ,- 4 &) kOR

ComoE pertence ao plandBC , temos:
2(7+ %)+ 8+k- -4 X)+ 6 O
= d+k+ &K+ 14+ 8+ 8 6 0=
= 9%k=-36- k=-4

E(7-8,8-4,- 4 8$=E(-1,4,9

Centro:V(7, 8, -9
Raio: OV =49+ 64+ 16=+/ 12¢

(x=7)" +(y-8)* +(z+ 4)*= 129

r:(x,y,z)=(0,0,- J+k(- 1, 2 )1kOR
st (x,y.,z)=(1, 27 1+k( 1, 2,0kOR
As retasr e s ndo séo paralelas dado que os

vetores (-1,2,1) e (1,2, 0) ndo sdo ealies.
(0,0,-30r

(0,0,-30s7?
(0,0,-3=(1,2,- +k( 1,2,)0-
0=1+k
= 40=2+X%k = k=-1
-1=-1

O ponto(0, 0, - 30s, sendo obtido park = —1.

Portanto as retas e s sdo concorrentes em (0,0, -1).
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9.2. Trata-se do planar que passaerf0, 0, -3 etema
direcao dos vetores(-1, 2,3 es(1, 2, Q.
Sejafi(a, b, c) um vetor normal ao plana .
{ﬁ[ﬁ*:o@ {(a,b )-1,2,)= 0

AE=0 |(a,b,c)f1,2,09=0
_ {—a+2b+c:o© {2b+ Db+c=0

=

a+2b=0 a=-2
c=-4b
a=-2b

A(-2b ,b , - 4).Parab=-1, obtemosii(2, -1, 4
que é um vetor normal ao plaao
a: 2(x-0)-1y-0+ 4z+ 3= 0~
e —2X+y—-4z-4=0
9.3. I(0,0,—:)eA(—3,6,3

,3,1j
2

N w

Ponto médio ddA: M (—

1A(-3, 6, 3
Plano mediador deA:

o: —3(x+gj+ 6(y-3+ {z—%)= 0

= —3X+6y+ 32—9—18—§: 0~
2 2
o =3+ By + Z- 24= O
= X—-2y-z+8=0
Todo o ponto da reté da formgl+k , 2+ X , - ).

O ponto des que pertence ao pland obtém-se par tal

que:
1+k-2(2+ X)+ 1+ 8 0= - B+ 6 0= k=

B(1+2,2+4,-)1=B(3,6,-3

10. C(2,-2,Q; ACB: 3x+z=6 e CAICD=-2,5
10.1.a) E(0,y .0
3(x-0)+1(z-0=0< 3x+z=0
b) Trata-se do plano mediador dEC] que € o plano
perpendicular ao eix@x que passa no ponto médio de
[EC] cuja abcissa % =1.
Logo, a equacgéo do planxé 1 .
c) [OECB] é um quadrado de ladéC =2.
E(0,-2,0
(3, 0,3 éum vetor normal ao planaCB . Portanto,

n é um vetor diretor de qualquer reta perpendicular

ACB :
(x,y,z)=(0,-2,0+k( 3,0 ,)1kOR

10.2. P(1+sina , tamr - 1, cos)
B(2,0,0 €(0,- 2,X
Centro de superficie esféridd:(1, -1,

Raio da superficie esférica= ME =12 + -1+ 2)° =2

Equacao da superficie esféri(;m:—l)2 +(y+ 1)2 +22=2

25

2.2. Equacdes de planos no espaco

ComoP pertence a superficie esférica, temos:
(1+sina-9*+(tar- ¥ Y'+ cdw= 2

- sinfa+tarfa+ coda= 2

- (sinza + co§a) + tada = 2

= l+tafa= 2~ tada= 1~

< tang =-10 targ = !

Comoal:l}o , 1—2-[{ ,temostana =1, dondea:g e
P[1+ sinE , tan[[— 1, cogj
4 4 4
p(1432 11 V2| oy p[20Y2 o 2}
2 2 2 2
103.¢(2,-2,9

A projecao deA no planoOxy é o centro do quadrado
[OECB]. Logo, o pontoA tem abcissa 1 e ordenada -1 .
A(l, -1,2) pertence ao plan@x +z=6

Entd0,3+z=6~ z=3, peloque A(l, -1, 3.
Assim, a piramide QECBA] tem altura 3 e area da base
22 =4 pelo que o seu volume ¥ :%X4x 3=4.

Para determinar o volume da piramideE{CBD] precisamos
de determinar a cota d@ .

Al,-1,3 c(2,-2,pD( 17
CAICD =-2,5.

CA(-1,1,3 eCD(-1,1,2)
CAICD=-2,5- 1+ I+ ¥=-2,5c 2=- 4,5 z=- 1,
Logo, a altura da piramid©ECBD] é 1,5 e o seu volume é

Iz) e

V, =%><4>< 1,5= 2, pelo que o volume do octaedro é

V,+V,=4+2=6.

Avaliaco global

Pag. 144
1.

-
A M B

O lugar geométrico dos pontBglo plano tais que
ABLCP =0 ¢ a reta perpendicular™® que passa ent .

RespostalC)

2. ACD: 2x+2y+z=4
A(x,0,0: x= 4~ x= Zz,logoA(2,0,0.
C(0,y,0:%=4-y= ,logoC(0, 2,0 .
D(0,0,z) :z=4,logoD(0, 0, 4.
V=2x2x4=6
RespostafA)
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3. a:x-2y+z=1
ro(x,y,z)=(m,-1,m+k(1,1n) kOR
Ponto dea comx=2 ey=0:
2-0+z=1- z=-1
O ponto (2, 0, —1) pertence a reta
(2,0,-3=(m ,- 1m)+k( 1, 1n) kOR -

2=m+k 2=m+1 m=1
= <{0=-1+k = {k=1 =<k=1 -
-1=m+kn -1=m+n -1=1+n
m=1
=3k=1
n=-2
Resposta(C)

4. ABIAC=8

HBX%HB=8@ AB' =16~ AB=4
C
4

A 2 B

h?+22=42 < h?=12< h=/12- h= 2/ 2
4x 23

AtABC]:TZL]'\/é
Resposta(B)

5. S (x-2)°+(y-2°+(z-2°=3
a:z=3
(x=2)*+(y-2)*+(z-2*=302= 3~

= (x=2)°+(y-2)*+(3- 9*= 30z= 3=
= (x-2)°+(y-2)*=202=3
Circunferéncia de centro (2,2, 3) e ral@d contida no
planoz=3.
RespostalC)
Pag. 145

6. Ovetorg (0,1,  énormal ao planxOz.
Ovetorr(1, 0, 3 éum vetor diretor da reta.
&d=(0,1,90f1,0,)= .Logo,como& OF ,a
retar é paralela ao plangOz

7. A3, 2 eB(x ,0

7.1. my =tan138= taf 180~ 4J=- tand5-
AB:y-2=-1(x-3 - y=-x+5

7.2. B(x, 0) € um ponto da retay =-x+5.

Logo, 0=-x+5<= x=5e B(5, 0).

73. C(0,y) eB(5,0

mg =-1

26

2.2. Equacdes de planos no espaco

_5-0__5
Myc oy y
5 5
Myg X My :—1a—1x(—j:—1ﬁ_—1ﬁ. y=-5
AB C y y
c(0,-9

8. C(6,4eA(9,)
8.1. SejaP(x,y) um ponto daretd .
AP[AC=0 < (x-9,y){-3, 4= 0=
o 3+ 2T+ &= 0~ 4= - 27-
3. 27

s V= —X——
y4 4

8.2. Centro da circunferéncia (6 , 4)
Raio da circunferéncia; = HEH =J/9+16=5

Equacédo da circunferénci(ax—6)2 +(y— 4)2 =25

2

8.3. Area de um setor circular%
25M_ax25 M_a T
12 2 12 2 6

G 5[] ol

:5)(5)(@ :275\/—3
2 2

9. A6,0,9

a: 3x—-4y+ 22=18

DE: y=00z=6

P(x, 0,9

Como POa, vem:

3X+2x6=18= X= 6= X= ¢

P(2,.0,9

EF: x=60z=6

Q(6.y.9

ComoQUa , vem:

18-4y+12= 18- y= :

Q(6.,3,9

AQ(0,3,9eAP(-4,0,9

co ﬁ,ﬁ):ﬁ=
|~#{l~]

(0.3.94-4.0.p_ 36 _
Jo+36J16+ 36 4§ 52
36 6

~35x2/13 V65

QAP = arccosi = 42

\/65

n(3, -4, 2 éum vetor diretor ds.
E(6.0,9

9.1.

9.2.

Por exemplo:
s: (x,y.z)=(6,0, §+k( 3,- 4,)2k0OR



