3

Sucessoes

Atividade de diagnéstico
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1. wu,=2n-3
1.1. u,=115« X- 3= 115=
= 2n=118~ n= 59
A sequéncia tem 59 termos.
12, y=-1,u,=1,u;,=3 ,u,= 5@a&.,=
1.3. u, =2x21-3=42- 3F 3¢
14. u,=96= 2n—3=96= A= 9o n-9—29|]N
nZ
2.1. a) 3n+5 b)
n+1l
22. uy=8,u,=11,u,= 14 eu,= 1
3.1 u=2""=2; u,=22%=2=1
- 11 . ,_1_1
u:223:21:f; u:224:22:7:f
° 2 ¢ 22 4
Logo, o termo geral pode saf =2*".
. s 1 1
32. @) u, =2""; uy,=2"=2°%=—=——
) th 2 256
b) U, = ~(n+1) =2l obn
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41. a) [-6,-1] eem [2, 6] b) [-1,4]
4.2.
X | -6 -1 2 4 6
fx)| -3 -~ 4 | - |2 - |=2| ~» 0
4.3. f écrescenteem[-6,-1]eem[4, 6] e é deergs em
[-1,2].
5.1. a) Maximo absoluto: 6
b) Minimo absoluto: nédo existe
5.2. A func&o é limitada, porque5< g(x) < 6, qualquer que
sejaxdD, .
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Atividade inicial 1
1. D;=]-3,§
21. ]-w, -3 [3, +of
3. -5 éminorante dé e 5 é majorante d&, logo
OxOD,,-5< f(x)<5
4.1. Méaximo absoluto de : 3
4.2. Minimo absoluto d& nao existe
5. f édecrescenteem [-3,0]eem ]1,4[.
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1. A=[-3.q0{2,%
1.1. a) 5 e 6, por exemplo b) -4 e -3, por exemplo
) [5, +of @ |-, -3
1.2. Minimo de A: =3 ; méaximo deA:5
1.3. O conjuntoA tem minorantes e majorantes.

Logo, A é limitado.

1.4. Por exemplo,Bz[—4 , +oo[.
2.

Majorantes|Minorantes|Supremo|infimo  [Maximo |Minimo
2112, 400  [Jro0, 1] |2 1 2 1
2.2.[2’ +oo[  []-o0, 1] 2 1 nao teni
2-3-[6, +oo[  []-c0,-5] |6 -5 6 ndo tem
2416, +o[ | 6 nao ten6 nao tem
2.549 ], 1] |nédo tem1 nao temil
2.6{p (0] ndo temnédo tenndo tennao ten
2.7/0 ]-, 3] [n&otem3 ndo tensd
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31 a=2,a,=-4,a,=8,3,=- 16@,= 3
3.2. b=b,=b,=b,=b,=30
33. ¢= -3.,¢,=-5,c,=-7€,=-!
34. d=1,d, =—1 dy=1 d,=-1 @ =2
2 3 4 5
35 g=e=g=¢=e=5
36. f,=0,f,=2,f,=0,f,= 2é,=
2 _
4. un-n L
n
41. a u =0
3
b) u,=—
) U, >
(n+1)2—1 nP+2n+1-1_n*+ M
C) U= = =
n+1 n+1 n+1
n? -1 )
42. u,=99- =99-n"-99- F 0=
. 9,9+./9,9+ 4 = 9,%. 102,01
2 2
NN
- n:9,91 10,1@ n=10
2
U,=9,9
2 _
43 u =62 "1og. -m-1= 0-
_ 6++/36+ 4|]N
2
6 n&o é termo da sucessao.
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51. u,=2n+1
Uy —U, =2(n+ ) +1-( 1+ )=
=2n+2+1-2h-1= 2> 0 ,0n0ON
OnON, u,,, —u,>0
(u,) € crescente.
5.2. U -u _nh+1-2 n-2_n-1 n-2_
n+1l n n+l n
2 _~_n2_
_h"-n-n n+2n+2= 22 >0, OnON
n(n+1) n?+n
OnON, u,,,-u,>0

A sucessadu,) é crescente.



53. u,=2"
Uy —U, =2 -2"=2x2- 2= 2> 0 ,0n0ON
OnON, U, -u,>0

A sucessadu,) € crescente.

6.1. u,=1-3
Uy, —U, =1-3(n+ 1) - (1- 3) =
=1-3-3-1+ H=-K C
OnON, U, —u,<0

A sucessadu,) € decrescente.

n+l

6.2. u =1+"1+1-
n

_n+2n-n’-2n-1__ -1
n(n+1) n(n+1)
OnON, u,,, —u, <0
A sucessadqu,) € decrescente.

<0,0OnON

Pag. 156

1 1 _n+l-n_ 1

n n+l n(n+1) _n(n+:|)
a.,,—a,>0,0n0N

>0, 0On0ON

A sucessada,) é mondtona crescente.
b) b,=6+(-1)"
b=5,b,=7,b,=5
b,>b eb,<b,
A sucessadh,) é ndo monétona.
_n+3
T n+l
_h+4 n+3_
n+2 n+l
_n*+4n+n+4-n’-h-N-6_
(n+1)(n+2)
-2
:W<O , OnON
A sucessadc,) é monétona decrescente.
d) d,=(6-n)’
d;=1,d,=0,d,=1
d,<d; ed,>d,
A sucessadd,) é ndo monétona.
7.2. e =(-3)
§g=-3,6=9,e=-27

) ¢

N+l n

e >¢ Ue<e, .
Logo, a sucesse,) é ndo monétona.

7.3.

7.4.

3.1. SucessOes de numeros reais

f,=(-1)"+2n
fa= £ = ()" +2(n+ 9 ~(-9" - &=
=)' x(-Yrn+2-(-9 - 2=
=-(-2) - (-9 +2=-A-7'+ 2=
0 sen épar
4 sen éimpa
fon— f, 20, OnON
A sucessad f,) € monétona crescente em sentido lato.

g,=2n-5

(S PAER ¢ :2(n+1)—5—(21— 3:
=2n+2-5-n+ 5= 2> 0 0OnON

OnON, g, —9, >0

A sucessaqg,) € monétona crescente.

_ 3 n+l 3 n B
nah=(3) (3] -
3 3 (3Y
== | x==|=| =
HisaH
(33
2)\2 2 (2
OnON , h,,—h >0
(h,) € mondtona crescente.

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.
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1
=-1+=
% n

0<1s1
n

-1< —1+1 <0
n

OnON, -1<a, <0, logo a sucessafa,) é limitada.
b, =3

A sucessadh,) € constante, logo é limitada.

1

c,=(-1) x

0<151 , OnON
n

Mlesl,DnDN
n

Como OnON, [c|<1,(c,) é limitada.

1 .
— sen epar
d ={n P

-1sen éimpa
Sen é par:
o<i<l
n 2
0<d, <1
2
Sen é impar,d, =-1.
Logo, OnON , —-1< dns%.

A sucessadd,) € limitada.



8.5.

10.

o}
ol 34
-4 o o

OnON, e, —-€<0
A sucessade, ) é monétona decrescente

:DnDN,qsq:anN,%sg
Por outro lado, comalnON, [gj >0, vem que:

OnON, O<e, S%

Logo, a sucessge,) é limitada.
u,—n

O conjunto dos termos del,) € Z~, ou seja, € ndo limitado.

Logo, (u,) é uma sucess&o nao limitada.
u, =(-1)"x3
u = -3 sen éimpe
" |3 sen épar
OnON, -3<u,<3

(u,) € limitada

11.

12.1.

12.2.u

Pag. 159

OnON, 0<u, < 2=(u,) é limitada.

3
n+2
3 3
57
n+2 1+2

3

n+2

u =5-

0<

[i é decrescenﬁs
n+2

0< <1

4<5-

n+2
OnON, 4<u,<5=
=0OnON, |u|<5
=2n+3=2+ 1 [
n+l n+1l
1 1

O<—<=
n+l 2

1 ae
——— é decrescen
n+1

n

2< 2+i5 2+iL

n+1 2

DnDN,2<%sg:>DnDN,qug

3.1. SucessOes de numeros reais

Lu =
n \/ﬁ+2
‘u _ (_1)n+1 _ 1
" Wn+2| Jn+2
Como L define uma sucessao decrescente:
Jn+2
OnON , L L L

— < -
Jn+2 J1+2 3

TomandoL :?13 , temosOnON

u|<L.

13.

13.1.

13.2.

13.3.

Pag. 160

un=—2+1
n

u,<-2+0,1- —2+%<—2+ 0,1=

P £<i = p>10
p 10

p=11

1
up<—2+gc> —2+—<-2+€ =
1 1

o —<fe pt>le p>—
P I
p L . 1
P € 0 menor inteiro maior que-.
&

DnDN,1>Oc> OnON —2+}>—2c>
n n

< OnON, u,>-2
Logo, —2 é um minorante de, ).
Em13.2.mostrou-se que, s&> -2, X ndo é minorante de
(u,) . Portanto, —2 é o maior dos minorantegulg .
1 1

un:—zﬁ —2+-_=-2o =—=0
n n

A equagao € impossivel, pelo que —2 nZo é telenfu, )
e, portanto, n&o é minimo dgi,) . Logo, (u,) n&o tem

minimo.

14.
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SejaP(n) a condigdo enN .
g4 =2
« P(1) é uma proposicao verdadeira, pois
8:4=2-2=2
« P(n)= P(n+1
H:8:4=2

T: 8n+1:4n+1:21+1 _gig I’12+1
1
gt ai=(gxg {4x 4= ab_a_b
)EZEXE

:(8” :4”)><(8:4):
="x 2=
—om
Logo, pelo principio de indugdo matemati€{n) ¢é
universal emN , ou seja,(n00N , 8 :4'= 2.

) Por hipétese



15.1.

15.2.

15.3.

Pag. 162
SejaP(n) a condigao en .

M-

(2k-1)=

~
1

1
* P(1) é uma proposicao verdadeira, pois

> (-1)=1

= 2-1=1 (verdadeira)

=(n+1)°
Assim, P(n) € hereditaria.
Portanto, pelo principio de indugdo matematiefn) é
universal, ou sejalin0ON , >’ (- 1) =n?
k=1

SejaP(n) a condigao eni .

n

P(n) = 2 (2

* P(1) é uma proposicao verdadeira, dado que

n+1

le (2k)=1(1+1 = 2x 1= Z (verdadeiro)
. P(n):> P(n+1)

H: Y (2K)=n(n+1)
k=1

n+l

T: (2k) (n+1)(n+2)

n+l

(zk):g(m)+k=zm(zk):
=n(n+1)+2(n+1)=
- (n+1)(n+2)

Logo, P(n) é hereditaria.

) Por hipétese

Pelo principio de indugdo matematid(n) € universal, ou

n(n+1).

seja, OnON , kzn;(%)=

SejaP(n) a condigao enN .
n 1)
P e =10y

k=1
ma proposicao verdadeira, pois:

lek3:12x22 - 13:f'
k 4 4

=1

" P) e

- 1=1

« P(n)=P(n+1)
n n?(n+1)°

. 3 —
H: Y k= 2

k=1

3.1. SucessOes de numeros reais

s oo (N1 (n+2)°

T: Y kK®
=i 4
n+1 n n+1
Zk3zzk3+ Z k3:
k=1 k=1 k=n+1 )Por hipétest
2 2
:7n (n+1) +(n+l)3:
4
nz(n+1)2+4(n+:|)3 ~ (n+1)2[n2+4(n+;|” B
- 4 - 4 -
(n+1)°(n*+4n+4) (n+1)(n+2)’
N 4 - 4

Logo, P(n) é hereditaria.

Pelo principio de indugdo matematida(n) € universal.

n 2 2
Assim, OnON , > K =w )
k=1
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16. Seja P(n) acondicgo, emN ,
64" —1 é multiplo de 9
 P(1) é verdadeira, dado que
64 -1=63 e 63 8
« P(n)=P(n+1)
H: 64"-1 é multiplo de 9
T: 64" -1 é mltiplo de 9
64" -1=64x 64 E
=64"(63+ 1)~ 1=
=63x64'+ 64 - &
=9x7x 64 +(64 - )

. Logo, 64 —1 é multiplo de 9

Como 9x7x 64 é mlltiplo de 9 e, por hip6tesé4” —
multiplo de 9, ent&o064™ —1 ¢é mdltiplo de 9 por ser a
soma de dois multiplos de 9.
Logo, P(n) ¢ hereditaria e, comd(1) é verdadeira,
entdo, pelo principio de indugdo matematica, éarsal, ou
seja,

OnON, 64' -1 é mltiplo de 9

17.1.Seja P(n) a condi¢&o, emN

n?+3n € um namero par
 P(1) é verdadeira porque
1> +3x1= 4 pelo que é um nimero par
+ P(n)= P(n+1)
H: n®+n éum namero par
T: (n+1)°+n+1 é um nGmero par
(n+1)* +n+1=
=n*+2n+2+n+1=
=(n?+n)+2n+2=
=(n?+n)+2(n+1)
Como, por hipétesey® +n  é um namero par e
OnON, 2(n+1) € um nimero par, entdo



(n+1)*+2(n+1) & um ndmero par por ser a soma de dois
numeros pares.
Portanto,P(n) é hereditaria e com®(1) é verdadeira,
pelo principio de indugéo matemétida(n) € universal:
OnON, n?+3n é um ndmero par
17.2.SejaP(n) a condigéo, enN ,
n<3
* P(1) é verdadeira porqué<3
+ P(n)= P(n+1)
H:n<3
T:n+1<3™
n<3=3an<3xI=n+ < 3>
=n+1<3*", porquednON , 1< Xh
Logo, P(n) é hereditaria.
Pelo principio de indugdo matematid(n) é universal, ou
seja,On0N , n< 3.
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18. Em N, sen é mltiplo de 5, entdan+1 né&o é mdltiplo de
5. Como B é multiplo de 5, entdd@nN, 5n+1 ndo é

mltiplo de 5.
Se 5n+1 é mdltiplo de 55(n+1)+1=(5+ )+ £ é

mltiplo de 5 por ser a soma de multiplos de 5.
Logo, a condicdo é hereditéaria.
19. Seja P(n) acondi¢do, emN, ,

Y (@c+=(n+ )

é verdadeira pois:

n+l

Z(2k+1) (n+ 2’

\ Por hipétese
:(n+1)2+2(n+])+ 1=
=n*+2n+1+ N+ 3=
=n’+4n+4=(n+2)°

Logo, P(n) é hereditaria.

Pelo principio de indugdo matematid(n) é universal, ou

seja, OnON, , Zn:(Z<+]):(n+ ])2.
k=0

Pag. 166
b =5
20. b, :i, nz2
b,

20.1. bl:5,b2:% b= 5éb,==

3.1. SucessOes de numeros reais

20.2. Por exempilo,

21.

5 sen éimpe

b, =91

= sen épar
5

b =5
{bn =3+b,,, OnON {3
SejaP(n) a condigéo enN .
b,=3n+2
* P(1) é verdadeira pois
b =3x1+2« 5= 5
« P(n)=P(n+1)

H:b,=3n+2

T:h,=3(n+1)+2

b, =3+b, (da férmula de recorréncia)
=3+3n+ 2= (por hipétese)

=3n+3+2=Fn+ )+ Z
Logo, P(n) ¢ hereditaria.
Pelo principio de indugdo matematidd(n) é universal.
Assim, OnON , b, =3n+ 2.

22.1.

Pag. 167

. _3-2(n+1) 3-2n_3-n-2-3+A_ 2
an+l an 5 5 5 5

Como g :g, (a,) éuma progresséo aritmética de razéo

a =3
r= —é definida por >

a,=a, —é, para todmON

22,2y, =1*1
n
n+2 n+1 n*+2n-n?- h- 1
vn+l_vn
n+l n n(n+1)
_ 1
n(n+1)

22.3.

Como v,,, -V, n&o é constantdy,) nao € uma

progresséao aritmética.

23.1.

23.2.

23.3.

Pela defini(;é((,wn) € uma progressao aritmética de razéo 1.
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a=12er=-1
a0 =3, +(100- ) x(- ) =12-99=-87
1

=-2 er==
% 3
a4 =@, + (100 ])x%3 =—2+%)= 31

a=0er=1
60 =0+(100- Jx 1= 9¢



3.1. SucessOes de numeros reais

Pag. 169 12"
241.b =3er=-3 26.3. c, :Zx(éj

b,=3+(n-1)x(-3) = b, =-h+6 e 2-(n)
Calculo da razéo: c, 2x(1)2_n 3 3
b, =b,+(10-5)xr = —25=-10+ § - 3

- 5r=-=15<r=-3 (cn) € uma progressao geométrica de razado 3.
b, =b, +(n-5)x(-3) = b, =-10- 31+ 15

= b, =-3n+5 27. a=-5ea,=-4C

1 a, =a;xr =(a,xr)xr=a,xrxrxr

24.3.b,+b,=0 er=5

b, +b;=0 = by =-b,

b =b,+(5-2)x % = —b,=b,+> - Pag. 171
2 2 281l.u=-4 er=2

a,=axr’e -40=-5xr® = r’°=8=r=2

n-1

3 3
- _2b2:§©b2:_z un:ulxr
1 U, =—4x2" oy =-2x 27" o
b,=b,+(n-2)x= = b =——-+—--1= n+
b2 ( ) 2 n 4 2 @Un:_z .
-p =07 282 u,=2 er=2
2 4 2

24.4.b,-b,=30b,+b,=2 <

U, =u,xr"? = u, :EXZ"‘Z su, =2x27% -
< b,-b-30b,+(b,+2r)=2< 2

— »Hn-3
- r=-302,-6=2<r=-31b,= 4 = U, =2
b, =b, +(n-4)x(-3) = b, = 4- T+ 12 283.u,+u;=-36 er= 3= Bs+us;=—-36 = 3
= 4u,=-36 er= 3=u,=—-9 =
= b, =-3n+16 6 6
Uy =Ugxr"® =y =-9x3° =y =-Fx 3 ° =
= u, = _3n—4
251, y =20+t
3
L —u _2(n+)+1 2n+1_ M+ 2+1-h-1 Pag. 173
n+1 n — 3 3 - 3 - 3 29.1. u, =2n
(u,) € uma progressao aritmética de razéo. S, = U =2+ 40, 50=
25.2.100< 22 < 120 306 B+ = 360 =42x10= 42C
3 29.2.u,=2n-1
= 299< < 359- 15&n< 17 u, +u 1+199
179~ 150 + 1 = 30 S = +—22x100= x 100=
Ha 30 termos da sucessao entre 100 e 120. =100x 100= 10 00t
5n-1
29.3.u, =
Pag. 170 tn 2
o6p g Tl 5-1, 5351
A 535=u1+u35><35: 2 2 x35=
Tln+1 2 2
B 3 IO _2+87 .. 8% 35 311
a, T 3T 2 2 2
3 29.4.a,=2-3n
(a,) € uma progressdo geométrica de razéo & t+ay x40= "1t2x120 o
n-1 n=1 2
26.2. b =(V/3
" (\/—) =-119x 20=- 238(
V3) i 295 b, =11
bg+1:( )n_lz(\/g) -3 b ==
h - (V3) 9 19
. & Botby, 2" 2
(b,) € uma progressdo geométrica de razé® . >b, = 5 x11= S5 11=
n=10
14

=—x11=7x11= 77
2



29.6

u =
" |u,., =u, +1, nON

u =2
Uy =U, +(20- D) x 1= 2+ 19= 2!
Uy =U, +99x 1= 2+ 99= 10!

V|, = Yz T Uigo -
=—=—2x(100- 20+ 1 =
2, U = }

:glx 81=61x 81= 494

30.1.

30.2.

30.3.

31.1.

31.2.
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Se arazao entre as areas de dois triangulosadivess, t

n+l

1 ~ ~ .
et é 2 entdo a razao entre as medidas dos lados desses

n

. 1 1
triangulos é,|— =—.
4 2

Logo, a sucessapp,) dos perimetros é uma progresséo

. ~1
geométrica de raz % sendo:

p1:3x1:3

n-1
pn:p:LXrn_lc’ anSX(%] < pn:3>< 2-‘"

S =t %
11
4
Calculemost, :
h>0
h2+1:1.:. hzzg).:.hzﬁ3 1
4 4 2
V3 .
R T
1 2 4 2
110
1_,
_+3 [4)
Logo,Sm-Tx § =0,58
4
5 53
Sn=«/§ 4) _N3 " 4
a1 a3
4 4

1023 102:
2X —— =

a[ljl@z( L

2) 4.1 1024) ° 1024 51z
2
a,=3"
a,

3.1. SucessOes de numeros reais

l 8
(3]
8
23_" :3_1x73 :Ex?x[l-i}:}x@ozﬁ(
=1 1_} 3 2 3 2 6561 656
3
31.3.u, =208 eu, = 332
U =uyxr?
3328= 20&r? < r?= 16= r=- Lr = .
Ser=-4:
U = Uy xr° =3328x (-4’ =- 212 99;
1x(-4)° 5
S=u,x (9 - 512 9921 % = - 43663 3¢
1-(-4) 5
Ser=4;
U, =u, xr®=3328x 4 = 212 99
_p _
S=u8><1 4 =212 992<1 4 = 72 630 27
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32.1.Minorantes:|~eo , 0] ; majorantesp ; maximo: ndo existe
Minimo: 0
32.2. %32153_’%1@ x+32 20 3-x> 3
= X2-10-x>0e x=-10x<0
B=[1. ¢

32.3.

33.

33.1.

33.2.

33.3.

34.1.

34.2.

Minorantes:|~e , —1]; majorantes{0 , +oo[ ;

maximo: ndo tem; minimo: -1

X =120 xO]~ , =J0O[1, +o

Minorantes®; majorantes®; maximo: ndo tem; minimo:
ndo tem

n n
=(-1 .
= )xn+1
1 2
ulz_E’UZ_E ,U3_ eu4:
1.2 3 4 13
2 3 4 5 0
- _1n+1n+1
a) un+1 ( ) n+2
_ n 2N —l(_ 27" n _
D) =(-1) 1+2n_[( 1” T
_an 2n _ 2n
1+2n 1+ 2
—(-1)® 59__59
o =(-1) “80 60
a, =2n"+1

8.~ =2(n+1) +1- (27 + )=
=20 +4n+ 2+ 1- 1’ - 1= 4+ 2> (
OnON, a,,, -a, >0. Logo,(a,) é crescente.

p n-L
2n
._.n_ n-1_2n°-2°+h-"h+ 2
By bn_2n+2 - 2(n+ ) -
= 1 >
n(2n+2)

OnON, b,,, —b, >0. Logo, (b,) é crescente.



35.

36.1.

36.2.

37.1.

37.2.

37.3.

37.4.

10 sen>5
Se n<4,a,,-a=2n+)- =2
Se n=5,a,,,-a,=a,—-a,=10- 10= C.
Se n>5,a,,-a,=0.

_{Zn sen< 5

Assim, OnON, a,,, —a,2 0. Logo, (a,) € monétona

crescente em sentido lato.

a,=1-2n

a,-a,=1-2(n+)-(1- )=+ - 2 & A=
=-2<0

OnON, a,,, -a,<0. Logo, (a,) é€ mondtona decrescente.

_2-n

_n+1
_2-(n+1) 2-n_1-n 2-n_
bn+1_bn_ - - - -
n+l+l1 n+1 n+2 n+1
:n—n2+1—n—2n+n2—4+2h:
(n+1)(n+2)
-3
— <0
(n+1)(n+2)

b

n

OnON, b,,, —b, <0 . Logo, (b,) € monétona decrescente.

a, =1+(-1)"

a=0,a,=2,a,=C

>3 ea;<a,

Logo, (a,) é ndo monétona.

b, =4n+(-1)"x2

b=, =4(n+2) (- x 2= 41+~ §'x 3=
=an+4-(-10"x2- 4-(-1"x 2=
:4-2x(—1)”x 2= 4~ 4><(- ;)” =
_ |0 sen épar
"8 sen € impe

OnON, b, —b, 0.

Logo, (b,) é crescente em sentido lato.

¢, =4-(3-n)’

cnﬂ—cn=4—(3—(n+1))2—(4—(3—n)2)=
=-2(2-n)*+(3-n)’=
=—4+4n-n*+9-+n’=
=-2n+5

5-2n>0= <5 n=1n= ¢

5-2n<0-= n=3
Logo, (c,) € ndo monétona.

d,=(-1)"-2n
=0, = (1) = 2(n+ ) =[(-9" - 2] =
=—(-1)"-2n-2-(-9"+ n=
:—2><(—1)" ~ 2={—4 sen ? Par
0 sen éimpa
OnON, d
Logo, (d

n+1_dnso'

) é decrescente em sentido lato.

n

38.2.

38.3.

38.4.

38.5.

38.6.

38.7.

3.1. SucessOes de numeros reais

0< g <2 [% é decrescenﬁe

3<—+3<5
n

OnON, 3<a,<5.
Logo, (a,) ¢ limitada.

b =-2
(b,) € constante. Logdp,) € limitada.
n_2
=(-1 —
6, =(1)' <
_2
kJ_E

0<g <2 porqueg é decrescente
n n

Logo, OnON, [c,|< 2 pelo que(c,) é limitada.
2n+5 5
= =2+
& n n
5 5
0<—x<5 [7 edecrescenﬁe
n n

2<2+§S 2+5
n

Logo, OnON, 2<g, <7 pelo que (g,) € limitada.

2

0<=<1 [ni é decrescenﬁe

OnON, -3<f <-2.Logo,(f,) é limitada.
oo L
"+l

nw__~n* +1 define uma sucess&o crescente. Logo,

nw_~Vn°+1 é crescente @, € decrescente

0<#< 1
n+1 V1+1
1
0< <—
9n NG
OnON, 0<g, <€ . Logo, (g,) é limitada.
3n n+1
hn:_ﬂ:_ —i -3h-3 3
n+1l n+l 3
3
=-3+—
" n+1
0<i5§ (i édecrescen}
n+l 2 n+1

—3<—3+—3 < —3+§
n+1 2

OnON, -3<h, s—g

Logo, (h,) é limitada.



38.8.Sen é par:
0< g <1 [Z é decrescen}
n n

Logo, OnON, -2<i, <1 pelo que (i,) € limitada.
39.1.a,=2n-1

O conjunto dos niimeros impares nédo € majorado.,l2ogo
sucessada,) ndo € limitada.

39.2. b, =-n?

O conjunto dos quadrados perfeitos naturais naajérauo.
Logo, o conjunto de termos c(bn) nao é minorado pelo

que (b,) é nao limitada.

n’+1 1
=n+

n n
OnON, ¢, >n . ComoN nao é majoraddc,) néo é

393.¢c, =

n

limitada.

39.4. 0 conjunto dos niimeros primos ndo € limitado. Ldgh)
ndo é limitada.

40. a=0,a,=1,a,=2 ,a,= 3 ea,=

Sen>5
3_3 3
(E é decrescen}

0o<=<-=
n 6

1

O<a, <=
% 2
Logo, OnON, 0<a, < 4 pelo que (a,) ¢ limitada.

41, OnON, u, >00—>

un

21

u,>00 5

uﬂ

2leu,>005= 24, = u,> (Eunsg

Logo, OnON, 0<u, sg pelo que(u,) é limitada.

- -n+2 | n+2
42, u=2"N=gs 2 n+2 1
n+2 =
0< < 4 (i é decrescenﬁe
n+ 3 n+2
e-1et <14t
n+2
OnON, —1<uns%:DnDN, -1<u, < 1= 0On0ON ,|u < -1
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43.1.SejaP(n) a condig&o enN .
n n(n+1)(2n+1)
ki=— AT T
2 6
. P(l é verdadeira:
Lo, _1x2x3
PR
+ P(n) = P(n+1)

H- Zn:kz _ n(n+1)(2n+1

- 12 =§ (verdadeira)

P 6
1. Sl A+

3.1. SucessOes de numeros reais

n+1 n+1

SO WE

k=1 k=n+1

n(n +1)(2n+])

M

) Por hipotese

(1) =
_ n(n+1)(2n+])+ gn+ 3’ _

6
(n+1)(2n* +n+6n+ 6
- =
_(n+)(2n*+a+ D+ g
= - =
(n+1)[2n(n+2)+gn+ J] _
6
_(n+1)(n+2)(n+3
6
Logo, P(n) é hereditaria.

Pelo principio de indugédo matemétid%(n) € universal, ou

seja, On0ON, ikZ:M _
k=1 6
43.2.SejaP(n) a condigdo enN .
- 1
Z k?

k=1

Tk n+l
* P(1) é verdadeira, dado que
L1 11

;k +k 1+1
n)= P(n+1)

L n

an 1=é (verdadeira)

0

(
H

1 n+l 1 _

k1k2+k Zk k:zmk%k'

L 1
n+1 (n+1)2+n+1

- n, '
n+l (n+1)(n+1+1

-n, 1
n+l (n+1)(n+2)

n(n+2)+1 _ n?+2n+1 _
(n+1)(n+2) (n+])(n+ pil
_ (n+1)2 _n+l
(n+1)(n+2) n+2

Portanto,P(n) é hereditaria.

) Por hipotese

Pelo principio de indugédo matemétid%(n) € universal:

o1 n
OnON, Zkz koAl
k=1

43.3.Seja P(n) a condicido emN

9" - 2" é multiplo de 7

* P(1) é verdadeiro dado qué" - 2'= 7 é um mdltiplo
de 7.

« P(n)=P(n+1)



44.

44.1.

44.2.

45.

46.

47.

48.

49.

H: 9'-2" é miltiplo de 7T: 9" - 2" é multiplo de 7
9 -2 =9xF -2 2=(7 Ix 9- X 2=

=7xF+2xg -2 2= 9+ £ 9- 2

Logo, se por hip6tes®" - 2" é multiplo de 7, entédo

g™ — 2™ & multiplo de 7 dado que o dobro de um mdiltiplo

de 7 é um mltiplo de 7 e a soma de mdltiplos dauih
multiplo de 7. Logo,P(n) é hereditéria.

Pelo principio de indugéo matemétid%(n) € universal, ou
seja,n0N, 9'-2" é miltiplo de 7.

a=2

A :gan +1, para todonON

Seja P(n) acondicdo, enN , a, <3
* P(1) é verdadeira porque, =2 logo, a, <3
« P(n)= P(n+1)
H:a,<3
T:4a,<3
an<3:§an <§X3:§ah< Z:fgan+1< 3=>a,<:d

Logo, P(n) é hereditaria.
Pelo principio de indugdo matematidd(n) é universal, ou
seja, OnON, a, <3.

&
3

Pela alinea anterior, temos:

2
8.0~ =38 +1-a, =1~

a<3--as3.1-%50
3 3

Logo, OnON, a,,, -a, >0 pelo que(a,) é mondtona

crescente.
b, _2n+l
3
b b _2(n+)+1 2n+1_ M+ 2+1-h-1
n+1 n 3 3 3 3

Logo, (b,) é uma progressao aritmética de ra%éo

u=10,r=3
Wo = U, +(100- ) x 3= 10+ 306- & 30
o =8, Uyp=-2
Uy =Uyy+(20-10) X1 = —=2= 8+ 10 = r=~:
U, =, +(n-10)x(-1) = u, = 8-n+ 10=
= Uu,=-n+18

31:10,32:_
r:ﬁ:j:—}
a 10 2

29
_ 10)( (}j =
2

5

228

29
3, = a, ¥ réo-t :10x(—%] =

= 5x2x 2% =_5x 28=-_

X _8,64
6 x

o X*=51,84 x=-7,Ax= 7,:
RespostalA)

x> =6%8,64 =

51.

52.

3.1. SucessOes de numeros reais

(an) € uma progressao aritmética de razdo7 sendo

a=2.
a,=a,+9xr =2+9x 7= 6E
%0:a1+a10>(10:2+65xlo: 67 5= 33!

2
Sejax o termo intermédio & arazado da progressao
geométrica:

X , X, IX « progressdo geométrica
r
X ~ . Zar
— , X+8,rx « progressao aritmética
r
X
7+x+rx 52 —+rx=52-x
r
x+8—f— ~(x+8) |[X4rx=16+ X
r
X
7+rx 52-x —+rx=52-x
52-x=16+ X X= 36
LZ+12r 52- 12 L2+ 12- 4G 0
x=12 x=12
2 _ 1
{12r -40+12= 0 r_e,Dr-5
x=12 x=12
Célculos auxiliares
r:401\/4d— H1x12 oo ]
24 3
Ser =3, 1—2=4 e12r = 36.
r
Ser:},1—2=36 el2r=4
3 r

Os nimeros sdao 4,12 e 36.

X X
—+X+rx=70 —+rx=70-x
r r

= =

BX——=4rx—-5x ﬁ+4x=10<
r r

5+rx=70—x
r

X 10
—+rx==—x
r 4

5+rx:70—x
r
70—x=§x

2

20

Xirx=70-x |=+20 = 70- 20
r

r =
7x=140

20 2or-50=0 {20r2—50+20=o

r
x=20 x=20

x= 20

r:2IZIr=1
2

]
— Y ——— /Y

x=20
Célculos auxiliares

2r’-5+2=0or r=20r==

2

_5%:/25-16  _ 1
4

ser=2,%=10 erx = 4o0.
r



53.

53.1.

53.2.

53.3

54.

55.

56.

Ser:E, 5=4O erx =10.
2 r
Os numeros sdo 10,20 e 40.
1
Ul—g
n+
1 xu,, OnON
3n
_1+1 2.1 2
U, =—— XU =—X—==—
3 3 15
2+1 1.2 1
Us = P T SX LT
3x2 2 15 1t
un
v, =—
n
Vl:&:}
1 5
_un+l_ 1 n+l un
n+l — - X X n T An
n+l n+l X
Uy
Vn+1:&:}
v, U 3
n

. < - 1.
(v,) € uma progressdo geométrica de raéao

i 3
V==X = ==x| = x|=
" 53 513 3

30
V. =—X| —
" 53

a=2,r=3
S, =2186
1-¢" 2187 | 3
a % =2186 < 729 3
1-r 243 | 3
81 3
o 2x22% 516 21 |3
1-3 9 3
3 3
= 3"-1=2186- 3= 218 1
- 3=3 o
- n=7

u,=52 e u, = 832
U, =u,xr*? < 832=5r? «

r>0

o r2=16er=4
U, =u, xr® =832x £ = 53 24¢

_ .6 3
s=u,x 1 =53 248174 -

1-r -3
=72 683 52(

v, =k* e (u,) € uma progressdo aritmética de raz&o

\' Unsg

n+1_k — L Uns Uy — T

TS =K' =k
n

Logo, se(u,) € uma progressdo aritmética de razagv,)

€ uma progressao geométrica de rako

57.
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Seja |, olado do quadraday, . Entéo,l ,, € igual ad,,

n+l

diagonal do quadrada, .

11

57.1.

57.2.

58.

59.

60.

61.

62.

62.1.

62.2.

3.1. SucessOes de numeros reais

e =y =17 +17
' 2
In 2|n lYl dﬂ

OnON, 1, =2,
p, =4, (perimetro = 4« lado)

pn+1:4'ln+l:4(\/—2|n):\/—2( 4n) ln

OnON, p,.; =V2p,

Logo, (p,) é uma progresséo geométrica de ra2a

a,=(I,)’
2 2 2

= (1) =(V21,) = 2(1,) =

OnON, &, =23,
Logo, (an) € uma progressao geométrica de razao 2.

l,=2
=) =017
ah :alxzn—l - 22)( 21—1= 21+1

{(x—r)+x+(x+r):3

(x=r)xxx(x+r)=-3

+1
+1

(area = (ladg)

2,

&<(v9"

- {(Xl:—lr)(1+r)=—s“

x=1 x=1 x=1
“l1-r2=-3" |r?=4 |r=-—20r=2

Ser=-2 ex=1,x-r=3 ex+r=-1
Ser=2 ex=1,x-r=-1 ex+r =3
Os nimeros sdo —1,1e08 3,1e-1.
u, +u, =120
Ug+U, = 7?
Ug =U, +5r
U, =U,_g+5 = U _g=U,—5
Ug +U,_=u,+5r +u, -5 =u,+u, =120
1,3,9, 27,.

T

1 h=6x 10 min

1-3

=1x =3280
S 1-3
3280 pessoas
Uy, —U, = 1 , para todonON

n(n+1)

* u,-u =1 u,=u 1

2 1 1x 2 2 1 2
* u,,—Uu, n&o é constante.

 OnON, u,,, —u, <0. Logo, (u,) é estritamente
decrescente. Sabemos qun N, u, > 0.
PortantoOnON, 0<u, <u, , ou seja(u,) é limitada.
Respostai(C)

v, =1024

Vv =

n+l

—%vn, para todmON

Pela defini(;ao(vn) € uma progressao geomeétrica de razao
1

E .
_ __1 _.1 _
v, =1024 ,v,=-=x 1024 - 51 , v, =—-x512=— 256
2 2



62.3. N&o. Por exemploy, <v, e v; >V,

l 10
()
_ .10
62.4. S, =v1911—r =1024x7i -
-r

1+=
2
=1024><g x[ 1- ij = 1024‘3x71023= 68
3 1024 3 1024
1 n-1
62.5. v, =V, x rnt :1024x[_5J
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Avaliacéo 1
1. u = 2n+1
2n
Resposta(D)

2. OnON,d,, -d <0<
< (d,) é mondtona decrescente em sentido lato.

Resposta(C)
3. Un — (_1)n+1
-1 sen épar
U, ={ . p ,logo (u,) € limitada
1 sen eimpe
RespostalC)
u=-4

4. 2u, -1
u. =

, para todonON

2x(-4)-1 -
U2=7( ) :79:—3;[-]3:7
3 3 3 3
Respostai(A)
5 u,=2-3n

(u,) € uma progressao aritmética de razéo —3.

2x(—3)—1: -7

Respostai(D)
6. c¢=c,=1
C,=1+1=2
c,=2+1=3
c,=3+2=5
Respostai(B)

7. {um =°
u,,, =u; +3, para todmON
(u,) € uma progressao aritmética de razéo 3
Wgo =Uyo+(100- 10 x 3= 5+ 9& 3 27
Resposta(B)
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_an+1
B n
AL At Al An+10= 4h - n= 1C
10 n 10
41
"10

8.1.
U

f—; é 0 10.° termo da sucessao.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

9.1.

9.2.

9.3.

10.

3.1. SucessOes de numeros reais

4n+1)+1 4n+1_4dn+5 H+1

B B n  n+l n
_4n*+5n-4’-n-4H-1_ -1
n(n+1) n(n+1)

OnON, a,,, -a, <0 . Logo (a,) é mondtona decrescente.
(a,) ndo é uma progress&o aritmética poreag - a, néo

é constante.

a<5- Ml 5 mricmonzd
n

Como OnON, n=1, podemos concluir que
OnON, a,<5

OnON, 4n+1

>0 . Logo

OnON, 0O<a, <5, pelo que(a,) € limitada.
_3-n

b=

b, _bn_S—(n+1)_3—n_3—n—1— 3#n_ 1
" 4 4 4 4

CnON, b, -b, =3

(b,

. ~ S ~ 1
) € uma progress&o aritmética de razavo—z

2 18
b+by -4 4
=T 2y1=4 4 x21=

Su=7 >

:_—4><21:—42
2
b, <-10 = 3%4”<—10‘:» 3-n<-40- n> 4

O primeiro termob, tal queb, <-10 éb,, = -%1_

a1:

NI

1
4, =——, paratodon0ON
] 2-a p

Seja P(n) a condicdo emN
n

aﬂ_n+1
. . . 1 1_1
*« P(1) éverdadeira, poig,=—— = —=— (V
(@) poig, == = =5 (V)
« P(n)=P(n+1)
n
H:a=——
% n+1
_n+l
+1 7 A
n+2
A= 1. (pela formula de recorréncia)
+1 2_an
1 -
= = (por hipétese)
n
2_
n+1
_ 1 _n+1
2n+2-n n+2
n+l

PortantoP(n) é hereditaria.



Pelo principio de inducédo matematiPéy) € universal, ou

. n
seja,On0ON, a, =——.
) & n+1
100 _
11. Y (2n-1)= wlx 100= %Q 100= 10 00
n=1
12. ah) € uma progressao aritmética
S, =176
a,=a,+30

S, =176 - %x 11= 176

a +a +30_176

T

= g +15=16- a, =1
a,=a,+10r = a,+30=a,+10 <« r = ¢
a,=1+(n-1)x3- a = -2

13. a&,=1,r=0,3

a=a,-0,3=1-0,3= 0,3
a,=a,+8%x0,3=1+ 2,4 3,¢
SMFWMO:%%QO: 2,05 1&¢ 20,

O Luis percorreu 20,5 km.
u=2
14.

un+1

:u—é‘, para todanON

14.1. SejaP(n) a condicdo enN :

n-1
o)
3

*P(1) é verdadeira, pois
l 1-1 l 0
u1:2><(fj - 2= ZX(fj = 2=21 (V)
3 3

« P(n)=P(n+1)

()

Logo, P(n) é hereditaria.
Portanto, pelo principio de indugdo matemati{a) é
universal:

1 n-1
OnON, u, :ZX[fJ
3

13

3.1. SucessOes de numeros reais

n n-1
142.u,,-u, = zx(lj - ZX(EJ -
3 3

SURCRCE
=(2-2x 3)x[%j =

=-4x [}J <0
3
OnON, u,,,-u, <0
Logo, (u,) é mondtona decrescente.

14.3.

= 2X§(1— %J = 2186
2 3 729

15. OnON, U, -U, =+
(3n-10)(n+ 3
15.1. (u,) n&o é uma progressao aritmética porque,
u,,, —Uu, n&o é constante.

15.2.3n-10>0- n= 4

U, -U,>0=n=4

U, —U, <0 n<4

Logo, (u,) ndo é monétona.
15.3. u,,, >u, paran=4

u,, <u, parans<3

Logo, u, 2u,, OnON pelo queu, € um dos minorantes de

(un) -
16. OnON, v, >00-2<-3-
Vn

- OnON, v, >00-2< -3, =

< OnON, v, >0Dvns§ o

- OnON, O<vns§

Logo, (v,) é limitada.



Atividade inicial 2

1.1.
1.2.

2.1.

2.2.

Pag. 182
V,.(3)=]3-0,2; 3 0,p=] 2,8; 3|:
V(3.5 =]3,5-0,01; 3,5 0,0x] 3,49; 3t

10

{XEHRZ \x—0,2[<1i0}:vl (0,9

2n+1
u, =
n+1
B _2n+1_2_21+1—2h— 2_ -1
" n+1 n+1 n+1
_i<un_2<i@_7l>_7lm_7l<7lw
10 10 n+1 10 n+1 10
@i<—anDIN = 10<n+1l= n>9
n+1l 10
un=3—1
n
un—3=3—1—3——7l
n
_i<un_3<7l,:,_,l>_7l|:|_,l<7l
10 10 n 10 n 10
= l<i|ZInD\N = n>10
n 10

A partir do termo de ordem 11 (inclusive).

1.1.

1.2.

2.1.

Pag. 184
n+1
u, =——
n
u,-1<0,01- (Mg L
n 100
n+l-n 1 1 1
o K— 6 — <— o
n 100 n 100
= n>100

A partir do termo de ordem 101.
Sejad um namero positivo qualquer

u,-1<38 = 1o onst (da alinea anterior)
" n 3

SendopdN e p= % , tem-se

OnON, n= p=|u,-1<3, ou seja,
limu, =1.

Sejau, -3 e & um numero positivo qualquer
n
lu,-0<J = 3c5ens3
n o
3

SendopON e ng , tem-se:

3 .
OnON,n=2p=|=--0<J ,ou seja,

n

im3=0.
n

14

2.2. Sejau, = 3
2n

3.2. Limites de sucessoes

n . .
1 e um nGmero positivo qualquer
+

un—§<6~:» £l --]<8 =
2 2n+1
@w<5@ 3 <8@
4n+ 2 In+ 2
- 3<aN5+25 - NS >3- < n>3;526

, . . -2
Sendop um ndmero natural maior ou |gua|§a45— ,

vem OnOIN, n> p:>‘ 3n —71<5.

2n+1
Logo, lim Ell =§.
2n+l 2
2.3. Sejadum numero positivo qualquer.
-1)" -1)"
1—()—*<6 o ( ) <) = 1<é§ - n>iL
n n n )
1 .
SendopON e ng , entao:
-1)"
OndON,n=p=> 1—( ) —+<5
n
il ()
Logo, lim|1-+—— |=1.
n
Pag. 185
3.1 lim(-1)=-1
3.2. Ilmg:g
5 5
3.3. limy2 =42
3.4. lim(~T0) +lim TT1=~TT+ T1=0
35. lim[ -2 :lim ( ):—1 (-4)= (-1
3 3 3 4) 12
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4. Sabe-se quémv,=b e (v,) € decrescente.
Como (v,) é convergente, entdo é limitada.
Atendendo a quév,) além de convergente paya
decrescente, enta@inON, b<v, <v,
Assim,b é um minorante &1 € um majorante do conjunto
de termos ddv, ).
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u =0
5.
Uy, = ! , para todanOJIN
7-u,
5.1. SejaP(n) a condicdo em\ .

3
P(n) had Un <E

* P (1) é verdadeira, dado qug=0. Logo, u, <g .

« P(n)=P(n+1)



5.2.

5.3.

Admitindo, por hipotese, que para daddN se tem

3 3
u <E , pretendemos provar que,, <E .

n

3 3
U, <= = -U, <—= =
2 2

= 7—un >7—§ = 7—un >E'.:.
2 2

7 14
<

— =
11 7-u, 11

1 2
o <
7-u

n n

3 14 3
=U, <5 porque 1—1<7

2
Logo,P(n) é hereditaria.
Pelo principio de indugdo matematiPéy) € universal, ou

seja, OnOIN , u, <g.

Seja P(n) a condi¢éo eniN: u,,, —u, >0 < u,,>u

n

~

* P(1) é verdadeira dado que, = Z ’ = =1
—u,

ey =0 peloqueu,>u,
« P(n)=P(n+1)
Admitindo que para um dadmON , se temu,,, >u
pretendemos provar que entéq, >u,,,

n

un+1>un <

n+1<_un ind
e 7-U,<7-u, =
1 1

>
7-u, 7-u
7 7

>
7-U,, 7-u

n

< —u

OnON, 7-u, > 0 porque

<

3
n DnIIIN,un<E

<

< un+2 > un+1

Logo,P(n) é hereditaria.
Pelo principio de indugdo matematica, podemoslargue
OnOIN, u,,, —u, > 0, ou seja, i) € mondtona crescente.
. . . 3
A sucesséoug) € monotona crescentelenOIN , u, <5.
Logo, (n) é convergente porque toda a sucessdo mondétona
crescente e majorada é convergente.
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2n-3

u, =
4
SejaL um numero positivo qualquer.
u,>L = 2n_3>L = 2n=-3>4L - >4 + 3=
4L +3
= N>

2

Portanto, sendpON e p> aL+3

, entao:
OnON,nzp=u,>L

Logo, limu, =+ .

a,=n"-1

SejaL um ndmero positivo qualquer.
a>Len-1>L-n’>L+1
Comon>0 eL+1>0, vemn>~/L+1.

15
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Sendop um numero natural superior\B +1:
OnON,nzp=u,>L
Portanto,u, — +oo.
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8. u,=1-8n
SejaL um namero positivo qualquer.
L+1
U, <-L e 1-81<-L e -&<-L-1- n>T
ParapdN e p>LT+1:
OnON,nzp=u,<-L
Logo, u, - —oo.
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9.1. u,= an+1
3n+3
Seja§ um numero positivo qualquer.
4n+1_ﬂ<5© 1+ 3-12- 12 o
3n+3 Ih+3
= _79 <0 = i<5@ no+o>1 =
9(n+1) n+1
= no>1-90 = n>£
o
Portanto, para cada >0, existe uma ordenpdIN tal que
OndN,n=p=> 4n+1_7j<5 sendopdN e
3n+3
1-0 . 4n+1_ 4
p=—— . Logo, lim =—.
) 3n+3 3
9.2. Seja LOR".
At an+1>3 - 4> 310 >t t
Logo, para cadaL JIR", existe uma ordempN e
p>3L—1
2=
. 4n+1
Logo, lim = 4c0
9.3. SejaLUR".
TNl o can+l<-d o —<-1- 3 o
3L+1
= N>
4
. . . 3L+1
Sendop um namero natural maior ou |guala4—:
OndN,n=zp=> _4g+1<—L
Logo, lim _4n+1=—oo
11 .
9.4. Como 5—5 =0, para qualquerd >0 existe uma ordem

pON tal que:

OnON, n= p:>‘}—f1 <0.
3 3

Portanto,limé :} .
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101, im2- M- _4_ 102, mr3 -3
4n+7 4 7 +5 7
10.3. lm 2= M= 10.4. m=1= 4o 4
-n -1
. -6n
10.5. lim =0 10.6. lim——=-o
- 13
M+l e 10.8. lim(-2n+7) =—
10.9. lim (7 -3n) =~ 1010.Mn1:0
-0 -10 -0
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n-1
— = <
1-m 3 sen< 10C
11. u,= ea, = 1
: %2 sen> 10¢
n
11.1. lima, =lim 211
n
11.2. limb, =limu_,, =lim y_=lim 2= = 3
n
11.3. limc, =limu,,; =limu, =3
-3n sen< 50(
12. =
A sen= 50C
12.1. lima, —Iimi—o
o n+1
12.2. lima,,, =lima, =0
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13. an:(—n”x§
n

14.1.

14.2.

an — 0 dado ser o produto de uma sucessao limitada,

((—1)"), por uma sucesséo que tende par(agoj.

2 = cos(-n) - cos{-n)

2n+1

OnON, -1< cog-n)<

lim =0

2n+1
an— 0, por ser o produto de uma sucesséao limitadaimar
sucessao que tende para 0.

b, =1+ 2sim =(1+ 2sinn) x
1-3n -
OnON, —1< sinn< 1= On0ON , & * 2sin<
1 -0
1-2n

br — 0, por ser o produto de uma sucessao limitadapar
sucessao que tende para 0.

15.1.
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lima, =lim n'® = +c0 15.2. limb, =limn™ =0

16
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5
limc, =limn? =+

15.3.
2
15.4. limd, =limn 5 =0
1
15.5. lime, =lim +/n =lim n? = +c
2
15.6. lim f_ =lim In? =lim n? =+
2
15.7. lim g, :Iim(nxxsln'z)zlim (nxn 5]:
3
=limn% = +oo
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. 1 . 1
16.1. lim|3+=|=lim3+lim==3+0=3
n n
-n &
16.2. Iim(2n+1+2n+n 2]:
n n
_ 1
=lim 2n+ l+I|m2—+l|mn 2=2-1+0=1
n
- - 1
1&3nm(2 n lj:limzn+nm1+|imn2=
n Jn n
:—l+l+ 0=0
sin
T
= Iim[sin(Zn) xlj +lim2 4 limn” =
n n
=0+ 0+ 0= 0 dado que
Iim(sin(Zn)xéj: 0 porqueOnON, -1<sin(d)<1e
n
lim < =0.
n
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17. a,=-3+n?
lima, =lim (-3+n?)=lim(-3) +limn?=-3+0=-3
_2-4n
Ton+1
limb, =—=-4
c, —2+n—Jrl
n
mn%=Hm(2+ﬂi}j=Mn2+ﬁmﬂi}=2+1=3
n n
17.1. lim(a, xb,) =lim a, xlim b, = -3 x(-4) =12
17.2.lim (b, xc,) =lim b, xlim ¢, =4 x3 =-12
17.3. lim(a, xc,) =lima xlim ¢, =-3x3=-9
17.4. limb, +lim (a, —c,) =4 +lima, -lim ¢, =4 -3-3=-10
Pag. 197
e
18. a,=3+n?

1 L
lima, :Iim[3+n 3J:Iim3+limn 3=3+0=3



18.1. lim

18.2. lim

18.3.1i

n =2+t
3n

limb, =lim (2 +iJ:Iim2+limi=2 +0=2
3n 3n

n+l n
C,=——+——
2n n+5
n+tl n j_l
2n n+5
&, _lima, _3
b, limhb, "2

a,+1_

c, limc, 3
2

limc, =lim (

fim 2 =

lima, +liml_3+1

1
D
X

b, +c, _limb, +limc, _

2
lim == - =
a,—-b, lima,-limb, 3-

19.1.

19.2.

19.3.1i

19.4.

(1 Ym+1) (1
|Im[n+1— n+\/§J _[ el
=(0-v2)'= 4

-2
lim{—"— +1-n2]| =[lim—"
2n+3 n+ 3

-2
+1-lim n‘zj =

SR DR(RE

lim "t 3= hm——HG—JE5=JZ:2
ey

20.

20.1.
20.2.
20.3.
20.4.
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an:—2n+1—> —00 ; bn =1+3n* o +o00; C :3n+1
n

- 3;

n

-n-1 1
d = L —=:e =1+n - 4w
n > > &
lim (b, +

) ) +00 + 00 = +00

lim ) +00 +3 = 400

)=

) -0 +3=-00

(b
(&+
Iim(an —oo):—oo
lim(d, +c

n

21.

21.1.

Pag. 201

lima, =lim (n* +2n+1) = +e0 + 00 +1= +e0

(n?
limb, =lim (1-n?) =1-c0 = oo

Iimcn:Iim(S 2n- ):5—00—oo=—oo

Hmdn=mn1 3n-n?)=l-w-0=-x
(e~
lim(a, +b,) = (n +2n+1+1- n)
=I|m(2n+2)=

17

3.2. Limites de sucessbes

c0—00

21.2.lim(a, +c,) = Iim(n2+2n+1+5—2n—n2)=

=lim6=6

(o)
21.3.1m(a,+d,) = lim(n?+2n+1+1-3n-n?)=
=lim(-n+2) =~

22. a1:2h25—4;b = Z—Ei}
n

22.1.a) lima, =lim [ J
b) limb, =lim (n j
=0-

C) Iimcn:Iim[ —n3 =

Sl

22.2. —2>< oo)
—00 x( -2

)
(me0) =~
2

a) lim(a, xb,)
b) lim(c,xa,)
c) lim (b, xc,) x
d) lim[(a,+b,)xc,]=(

I
+
8

+00

+oo
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23.1.lima, =lim (n+2) =+ ; limb, =lim (2 +3n?) =

limc, =lim (1 - nz) =-o0 elimd, =lim [-EJ =0
n
20x0)

lim (a, xd, ) =nm{m+2p{_2ﬂ=

n

23.2.

:Iim[—Z—ﬂJZ—Z—OZ—Z
n

im (b, xd,)’ = fim ((2 +3n2)x(—ijJ -
=lim —E—Gn =0-c0=-w
(2o

nm(%xdg=nm{@—nﬁx(-ij}=

:Iim(—g+2nj:0+oo=+oo
n

23.3.

23.4.
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00 ;

2 n
u,=n®+—— , v, =n
n+1

2

24, R ——

n+1
2

24.1. limu, :Iim[n3 +n}:+oo +1 = +oo
n+1

2
24.2. limv, =lim [n 3 +1J =0"+0" =0"
n+1
24.3. i

24.4.

Pag. 206

25. u

Pag. 207
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H H _2 -3 + + + lim -V 16 —E—l6xf—£4
25.1.limu, =lim{n2+n~|=0"+0" =0 Sn_l_ _1_1_,3_ 3~ 3
4 4
252, limv, =lm -~ =3 =3 -9 u =3
2n—-n +0—0 4o 30 1
5] - +n3 3 on-n? . un+l:Zun » OnON
25.3. Iimu—zlim%:lim Kn 2+n'3J>< ”3” }: .
Vn P— (un) € uma progressédo geométrica, sende3 er ::1 .
onronZam?on® 0-0+0- 0 |im2":u - W 3 a4,
=lim = =0 - Kk 1-t 1 3
3 3 = 1-=
4
Pag. 209 31. O compriment@n da linha é dado por:
. C,=a +a,+ .. +a, =
26.1. |im(2;3n—§j =(—oo— )3:—00 1 1 , 1y
n = 2 TIX| =
_amxy AT, A (ZJ -
= + + X X =
2 3 s ) 2 2 2 2
26.2. lim 1 = :(+'-'>°)5 =+00 T 7T T
nt+— 0" +0 STH—+—+ L+
n+1 2 4 z2
4 ~ ~ L.
26.3. lim 2 1+: _ +cio 3t = o0 cth €a sorrlla de termos de uma progressao geométrica de
on 0 razdo r == , sendoc, =TI.
(3-2nY* s 2
26.4. Ilm[ _Zj =(~e0)" =+ n
1+n Iimcnzi: =21
1-r 1_}
. 2
Pag. 210 %2
1) oo 1 32. Areado 1.° triangulot, = =2
27.1. lim (’j +31'“—[7j =O+Iim(3><—J—Iim4”: 2
5 4 3 . A 1x1_ 1
Area do 2.° triangulot, =—=—=
2 2
1.1
x = 1
Area do 3.° triangulot, = % o
27.2. = As medidas dos lados dos tridangulos estdo emgss#o
geométrica de razéé. Logo, as areaq, , t, , ... t, estdo
= [+0o0 X = +o00 1 2 l
1+0 em progressdo geométrica de razﬁ:{ij :Z , sendo
(Y [1-4n -4
27.3. lim|| =| -3 =0-3— =-Y-4x2= =
{(9} 2‘1n+1:| 7t L=2.
. t 2 4 8
=-Y-8=-(-2)=2 lim(t, +t,+ ... +t,) :1—1r :1_1 = 2><§=73
n-1 +1 1
27.4.1im2_*3% =|im2x2+n3‘3:+wfw:+m 4
4" 1 0
4 Pag. 213
33.1. lim(2-5n+3n°) = lim(3n°) = +e0
Pag. 211 33.2. lim (2n” =50 +n) = lim (-5n°) = —eo
1}1 s
k (7 n H 4 3 2 2
n 33.3.lim(3n*+2n°+n“+1)2 =
28. lim Z[EJ =22) =1 dado quevu, :(Ej é uma ( )
=Y 2 3 2
2 =[Iim(3n“+2n3+n2+l”2 :[Iim(Sn“)}3 =
= - 1 1 2
progressdo geométrica de raz%oe 1.0 termm2 . = (+e0)3 = +o0
20. Jn=4" 33.4.1im(2-3n°+n2) = [lim(2- 3+ n‘z)r’ =
Vn+1 — 43_(n+1) — 43—n—1—3+n _1' l -3
v, 47 4 =[|im(—3n3)+|im7} =(-0+0)7"=0
n

v =471=4=16

33.5. lim+/5+2n+n* =+/limn* =+ = +o0

33.6. limY1-r° = gflim (-n®) =00 =0

18



33.7. lim (2+n3+3”+1—n'3+3‘”):
=limn® +lim (3X3n)—||mi3+||m(}j =
3
=+00 +(+00) =0+ 0=+

+Q/§J:0+1:1

33.8. Iim( 1
n°+n

Pag. 214

34.1. |im(m_\/ﬁ)(°°;°)“m (Jn—ﬂ:/;]/;i)l(l/?h/ﬁ) }

S Ll LI SN g

\/m+\/— \/m+\/ﬁ +00

(=)

34.2. lim(Vn*+2 -n*-1) =
(x/n3+2—\/n3—1)(\/n3+ 2—\/n3+1)_

" Jrt+2-n*-1
—lim_ N t2-n+1 n+2-n+1 _
= Jim 3 -39

34.3. lim (m _ n)(‘”;’“)"m (m - n)(\/nz—+2 + n) _

Jn?+2+n
o nP+2-n® 2 2
=lim =lim =—=0
V2 +2+n Jn2+24n e

-c)

34.4. lim (\/En —W)( =
[0 55T

=lim

Jan++/1+
- 2n* -1- n? - -1 _-1_
e ar  Jmiyzr e e

R
345, hm(\/i 2)(00?)' n*+2-n?)\WWn’+2+n% _
n®+2-ns -

= lim
4 2
\/n3+2+n3

nie2-( 2) 3 3
— i n3 _p n¥+2-n% _
=lim =lim =
4 2 4 2
\/n3+2+n3 \/n3+2+n3
:|im;:izo

4 2 4o
n®+2+n?3

Pag. 215
. %(3 1 _3)
—h— 2% % 4 3 _Nn_
L "m24n lelim 1 :g 8 g:_g
n —n —0=
2o ]
ou
_ 3-n-xn* . -;* 3
lim m _°

19

lim
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Jon? +n+3(m]

2 1
nl2-=+=
°-2n+1_ ( n* nsj_
3 2 - =
s e 3]
n n
n2[2—£+ij
_p n* n°)_+oox2 _
—llm 1 3 = “+00
3-=+—
n n
2n°°-2n+1_. xn°_ .’ _
—— = =lim— =lim — =+
3n°-n"+3 1l 3

35.3. lim 5 = lim n =
ones Tl ]
n2 4
1 2
=lim \/E+E+F __2+0+0 _ ou
(14 L4 5) +=(1+0+0)
n n
IE kN - e N
n*+n+5 n* n?  +owo
3 : 2 8
3-n?Y n3(—3—1J ”2(7‘1J
35.4. Iim( +1J =im—"_ | o|jm—"_ /| =
n

1+0

n(1+

)
| =y

= - ou

1+=
n

36.1. lim

lim

=J4=2 ou
0+0,5
. |2n°+n-1
lim lim =4 =2
\/1 0,57 \/ 0,5° \/ 0,5
_ .3
35.6. |im§/l n =§/Iim [ir*j =30 -0=0
n n
ou
— 3 3
|im§/l i :i/lim—i/lim (—EJ:%:O
n n
Pag. 216
@ n+ n2(1+}j
n+\/n2+1(Ej n)_ JZ =|=n
5n

5

5

5



/ 1
5 [gj 2n+ n2[1+7)
36,2, m 20V N ) _

n++n+1 [1 1)
n+, /n =

1
2n+nfl+E 2+ /1+n 2+\/—1
n+n\/ 12 1+J0+0 1+J_O

n n
(mj \/— x/2n+1
\/ﬁ+\/2n+1 n_ _

36.3. lim 1 =

1+=
\F 2 1
I ey
n \n n

n
1 1+0

=lim

:\/6+\/0TO:

=lim

36.4. lim—=

n
Jn+n

—+1

(e0-)
36.5. Iim( 4n? +n —2n) =

(x/4n2+n—2n)(x/4n2+n+ Zh)_
x/m+2n B

40’ +n-4n* _ n @

=lim =lim
Jan? +n+ 2n Jant+n+

=lim

Pag. 217

o

=

2 (0"_“’) . n2 +]_[°°j
X(n +1)} = lim n (\/_+\/_}
n 1

— +lim—==lim Vn® +0 =+
n

36.6. Ilm{

11
=limn® 2++/2 =limn 6+\/— 0++/2=4/2
=) 1+ 2
o) A+ 2 4" _ 1+ 0_
=lim =lim =——=1
4" +1 4+1 1_i +0
4n

3”+5”x}

=lim =
4+2

20
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n 3" 1
AR
S' S —jim = =

iﬁ 2n 4n+ 2n 0++o+
5 5 5) (5

n+1 -1_ n[z) 1
3610 [m2 *27 -3 Zx2r 2x 21— 9

o1
o1l =

=lim

4"+ g £+9x9
27nx2+2nx2_ (gj X2+[2J x 2
—im 9" —tim A9
=lim 7 lim - =
4
—+9 =
g [9) "
_0x2+0x2'-1 1
0+9 9
. (o) 3\’
3611 Im(3"-4") = lim|4" [Z) ~1||=+00x(0-)=-oo
) (=)
36.12. IIm(5™-2"+3) = lm(5'x5- 2+ 3=
=lim|5" 5—[3J +—3 :+oox(5— 0+ 0):
5 5
[3) _cosn
36.13. fim 2 0T Zyy 2°CO8 _p, " 2
2" +sinn 2'x 2' - sim o-1_Sinn
2n
1_
———=2 dado que, como
2 -0
OnON, -1<com< IJ- K sims e z—ln -0,
podemos concluir qué:? -0 e % -0.
(O produto de uma sucesséo limitada por uma suzessa
de limite nulo é uma sucessao que tende para 0.)
Pag. 218
v, =10
37.
6v,—4 ,nON

37.1.a) SejaP(n) acondicdo eniN:v,,, <v,
*P (1) é verdadeira uma vez que:
v,=10 e v, =./6x10- 4=4/56, ou sejayv, <v,.
« P(n)=P(n+1)
Admitamos, por hipétese, que para dadolN ,
V.1 <V, . Pretendemos provar que,, <V,

Vn+1 < Vn = 6Vn+1 < 6Vn =
Sabemos da definicé

=6V, -4<6y,- 4=

n+l n de( )que
=\[6V,.,—4<./6/, - 4= |y, >0, 000N
=V, Vo

PortantoP(n) é hereditaria.

Fica, assim, provado quenIN , v,,, <V, , ou seja, \f)

€ monétona decrescente.
b) SejaP(n) acondicdo erfN , vnh> 5.
*P (1) é verdadeira dado que=10e 10 >5.



37.2.

37.3.

*P(n) = P(n+1)
Admitamos, por hipétese, que para dadolN ,
vnh > 5. Pretendemos provar, entéo, gyg >5.

V,>5=6v,>6x5=> 6,- 4 30- &
=6y, -4>26=v,,, > 5

pela propriedade transitiva e dado q{@ >5.
Logo, P(n) é hereditaria.

Ficou, assim, provado quenOIN, v, >5.
(vn) € monodtona decrescente e minorada pois
OnOIN, v, >5 . Logo, {m) é convergente.
Como {n) € convergenteimv, =limv,,,
limv, =limv,,, = limy, =lim \Bv, -4

= limy, = /6limv, -4
FazendoL =limv, , temos:
L=V6L-4 « ’=6L- 4 (L>0 e &-4 )

_ 6++/36- 16 o6 2[5
2 2

- °-6L+4=0- L

- L=3-/50L=3+/5
Comov, >5 , OnOIN, entdolimy, =3++/5 .

38.

38.1.

38.2.

38.3.
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v, =20

V,

n+;

L =Y148 nON
5

Por indugdo matematica:
Seja P(n) a condi¢do:vn > 10
* P(1) é verdadeira porquer =20 e 20 > 10
* P(n)=>P(n+1)
Admitamos que para dadoIN, v, >10. Ent&o:

v, >10 - 1y >ix100 Yy gs 24 8oy > 1
5" 5 5

Logo, v, >10=v,,, > 10 pelo queP(n) é hereditario.
Portanto,OnOIN , v, >10.
u, =v,-10

:% pois, v, #0, OnON

. ~ . ~ 1
Logo, (u,) é uma progressao geométrica de razaog .

u, =V, —10= 20~ 10= 1(

n-1
u, =u xr"* :1OX(?1JJ

1 n-1
Logo, u, =10x [EJ .

u,=v,-10- v, =u, +10

1 n-1
Logo,vn:lOX(gJ +10.
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N
38.4.1im> u, :izliozloxfszgs
n=1 1-r 1_} 4 2
5
Pag. 222
39, y =13
4n+1
39.1. Seja § um numero positivo qualquer
u, - BC) PP i LIV YN
4 In+1
- [4-12n+1h+ $<8 _ |7 \<6 _
| 16n+4 | 161+ 4
R <8 = 7<1n6+43 =
16n+4

7-4
165

= 16n6>7-45 = n>

SendopON e p maior ou igual qu%,qualquerque
=)
u,—| =
4
39.2.u,0]-0,76 ; - 0,7 = u, OV, (- 0,7p=

100
3 1
u,—| —— [<—= =
4 100
s 4
- n>A10 o
16x——
100

Logo, ha apenas 43 termos@j;) gue ndo pertencem a
]-0.76 ; - 0,74 .
40. v, = 6
1+2n
40.1. Seja § um numero positivo qualquer.

6 | _5__ 6
1+ 2n| 1+

seja SOR™: OnON, nz p=> <3

Ou seja,limu, = —% .

=

por39.1.

87 o
>— =

n n>43

v, =0[<d = <d -

6-0
20
Logo, qualquer que sejadJR*, para p0IN e p maior ou

= 0+2N0>6 = MO>6-9 = n>

igual a 62;55 ,temo<InON , n= p=1v, -0 <d.

Portanto,limv, =0 .
40.2.Se 6=0,05.
6-0,05
2x0,05

- pONDOp>59
6 _ 6
Yo = 13120 121
Como (v,) é decrescente, o maior termo (de) que

pONOp= = pONOp=59,5=

. 6

ertence &/, ..(0) év,, =—.

p o,os() 0~ 151
41,y =10
n+2

41.1.SejaddR".



1-n

(1)< - 10

#<5@

<0d - i<5‘=» no+20>3 =
n+2

l—n+n+ﬁ<5ﬁ
n+2

<

n+2

= N0>3-20 - n>3_25

Portanto, qualquer que sef1R*, para pON e p maior

. 3
ou igual a , temos:

OnON, nz p=|u,~(-1)|<J , ou sejalimu, =-1.

41.2. ]—1,005 ;= 0199[5:Vo,005(_ )1

6=10,005
S 3-2x 0,005
0,005
= p=5990p0aN
A partir da ordenp = 599.

OpON = p>5980p0N <

41.3.Se(u,) € convergente, entdo é limitada.

42.

u =5
Uy =A/U, +4, nON

42.1.a) SejaP(n) acondi¢éo emN :u, >0

42.2. (un) é convergente dado que é monétona decrescente e

43.

44.

* P(1) é verdadeira pois;, =5 e 5>0.
« P(n)=P(n+1)
Admitamos que, para dadaIN, u, >0
u,>0=u,+4>0- \u,+4>0=>u,>0
Logo, P(n) é hereditaria.
Portanto,0OnON, u, > 0.
b) SejaP(n) a condicéo, emN, u,,, <u, .
*P (1) é verdadeira, porqug =5 e u, =5+4=3.
Logo,u, <u;.
« P(n)=P(n+1)
Admitindo que, para dadaON , se temu,,, <u
vamos provar quel,,, <U,,, -

h 1

U, <u,=U, +4<u,+4=

= \]4n+l +4< un + 43 un+2 < un+l
Logo,P (n) é hereditaria.

Portanto[InON , u,,, <u, , ou seja(u,) € monétona

decrescente.

minorada.
a, =3n-100. SejaL um nimero real positivo qualquer.

L+100

a,>L < 3n-100>L « H>L+ 100= n>

Logo, para qualquer nimero positiv@xiste uma ordem
pOIN , sendop um numero natural superior ou igual a

L+100

,talqueOnON , nzp=u,>L.

Portanto,u, — +co.

b,=n*-2n+1

SejaL um numero real positivo qualquer.

b,>L = n*-2n+1>L = (n-1)*>L « n-1>L =

P n>1+\/t

22

45.1.

45.2.

46.1.

46.3.

46.5.

47.

47.1.

47.2.

48.1.

48.2.

48.3.

48.4.

3.2. Limites de sucessoes

Assim, para qualquer nimero real positlvg existe uma
ordem pOIN , sendop um nimero natural maior ou igual

al+L , tal queOnON, n=2p="b,>L. Logo, b, - +oo .
u, =500- &

SejaL um nimero positivo qualquer.

S 500+ L

u,<-L < 500- h<-L =« /H>500-L = n

Sendgp um nimero natural superior ou iguaig% ,
OnON, nz p=u,<-L.

Logo, u, — o

u,=1-+/n . SejaLOR".

U, <-L = 1-vJn<-L = yn>1+L = n>(1+L)
Sendop um niimero natural maior ou igua(®+L)*, vem
OnON, nz p=u,<-L.Logo,u, —» —o.

lim2N-2-_2 46.2. lim-_2"__4_
1-3n 3 2n-3 2
lim——"_=0 46.4. imir AN -4
5n+2
lim ~25 40 — 46.6. Im>"2 = 4o
1-/2
b=t
13
Uy = L , nOIN
2_ n
SejaP (n) a condigdo, eniN:u, = 2n-1
2n+1
«P (1) é verdadeira poisy, 124711
3 2x1+1 3

+ P(n)= P(n+1)
Admitamos, por hipétese, que, para dadolN ,
2n-1

u, =
2n+1
2(n+1)-1_2n+1

un+1: =
2(n+1)+1 xn+3

. Pretendemos provar que:

u,, = 1 1 . hipét
"*1_2—un_2_2n-l_ (por hipétese)
2n+1
_ 1 _2n+1
N+2-n+1 2n+3
2n+1
Logo, P(n) é hereditaria.
Portanto, fica provado quendN, u, = 2n-1 .
2n+1
. . 2n-1_2
limu, =lim =—=
2n+1 2
. . B5n-1_5
lima, =lim :§

limb, =lim (1-3n) = -c

limc, =lima,,, =lima, =

wlo

limd, =limb,., =lim b, = -c

2x(-1

u, = ( ) n
1-5n

n+l

_1-2sinn

1+/2n




49.1.

49.2.

49.3.

1
1-51°
(a,) € limitada porque o conjunto dos termos (d&) €

-2, 2}

Sejaa, =2x(-1)"" eb, =

limb, =lim 1 =0

Logo, u, — 0 por ser o produto de uma sucess&o limitada
por uma sucessao que tende para 0.

1
1++/2n

Seja a, =1-2sinn e b, =

-1<sinn<1
-2<-2sinn< 2
-1<1-2simn< &
Logo, OnOIN, -1<a, <3, ou sejaa,) é limitada

limb, =lim

1 _
1+J/2n
Entéo,v, - 0 porquev, € o produto de uma sucessdo
limitada por uma sucesséao que tende para 0.
un € convergente, logo é limitada.
v, -0
u, XV, — 0 (produto de uma sucesséo limitada por uma

sucessao que tende para 0).

50.1.
50.2.

50.3.

50.4.

50.5.

50.6.

51.1.

51.2.

51.3. i
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lima, =lim n® = +oo
limb, =limn™® =0

1
2

limc, =limn 2 =0
l
¥n 11
limd, =lim T—Ilm——llm né 2=
23 A
=limn® =limn ¢ =0
n n - _
lime, =lim —==lim —=limn 2=
oo
1
=limn? = +e0
. ¥ 2
lim f, =lim—=limn® =limn *=0
n

lim (n'3 xcos( ) +2nT+1j =

:Iim(n'3 xcos( ) + IlmzLﬂj
n

:0+%:2 ,dado quen™® - 0 e

OnON, -1< cog )<
— — 1
lim sn l+71+1 =lim Sl l+Iimn 3 +liml =
2n #n 2n
:§+O+1:§
2 2

Va+ 1
n

in|

n+1 Jn+1 i A L
x/_n n Jon

JE 2J'2
JE S +2=2/2

23
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11 _
51.4 fim| 042220 i i im0
Jnoo2n+1 n+1
I
:Iimn4+—2:0—1:—1

52.1. lima, =lim [Z(n‘5 +2)J =2x(o+ 2) =4

n-1

. (VBn+1_n-1)_ . Ja+1
limb, =lim lim -
e [ -Jan n SN

V8 1

- - == 1=-

-2 1 va-

52.2.a) lim(a,xb,)=lima, xlim b, =4 x(-3) =-12

b) lim(2a, bn) 2lima, -limb, =2x4+3=11

c) lim[(a,~b,)xb,]=(
=(4+ )(‘):‘21

4
ev, =3><[\/ﬁ—1]
n

H
£

53. u :(n‘l—z)x -

(lim a, =lim b, ) xlim b, =

53.1. limu, =lim (n'1—2)x1_3n}=
L 1+n
. 1-3n -3
=1 -2 0-2)x—=6
|m(n ) " =(0-2)x
[ (4 1
limv, =lim 3><[\/nﬁ —1H =3><Iim(n4 1—1]=
] 3
ZSXIim[n“—l]:SX(O—J):—E
53.2.a) lim% =M _6 __,
v, limy, -3
: : +ox(—
b) |imUn+2Vn:“mUnf2“mVn:6 2x(-3 _
1+u, 1+ limu, 1+6
c) lim u”_v"><2un lim u, IImV”><2I|mu
u, +v, limu, +limv,
6-(-3
6709, 5 6-9%12_ 56
6+(-3) 3
2u,+1 v, +2)_ 2limu,+1 limy, +2_
d) lim n n = - n X - n =
4v, u, 4limv, limu,
_2x6+1 -3+2 13 -1 1t
ax(- 3) 6 -12 6 72
-3 -3
54.1.lim[2+(2n)"| " =[lim2+lim(2n)"] "=
P BUNTRURE A -1, )2 s_1
=(2+lm2"xlimn™) " =(2+2'x0) "= 2°==
8
3 3
54.2. Iim(g+1+ 4ng (Ilm7+hm ﬂj (O +74J2:
n n+l n n+1 1
3 3
=42 =(2)i=2=38
54.3. Iim\/ [2+”—+1j =\/3x[2+ nm”—lj =
n
=¢3(2+1) =3
2 2
54.4. i/l_(sn 1} :\/1—[|im:’h 1j =
n+l n+
={1-F=Y1-9=Y-8=-2



55.

55.1.
55.2.
55.3.
55.4.

56.

56.1.

56.2. li

56.3. i

56.4. i

57.1.

57.2.1i

57.3.

57.4.

58.1.

58.2.

58.3.

58.4.

59.1.

59.2.

un_>+oo,vn_,—oo VW, - 2
Iim(un —Vn):+oo—(—oo):+oo+oo:+oo

lim (w, +u,) =2+00 =+

(w,
lim (Vn —Wn)=—00—2:—oo
(

lim(v, -u,) =

A —oo—(+oo):—oo—oo:—oo

a,=1+n* ,b =2-n’ ec,=n*+n-2
Iiman:Iim(1+n2):1+oo:+oo
limb, —I|m(2 n )=2—oo:—oo
|Ian:|Im(n2+n—2)=+oo+oo—2:+oo

I|m(1+n +2-n%)=lm3=2

(e0-0)
= Iim(2—n2+n2+n—2)=limn:+oo

(==
im 1+n2—n2—n+2):lim(—n+3):—

®
;L

I
n? +l) = 2><(+oo) = +00

N
+
DN‘ N
Ne———
—

lim
lim (1—\75](1— n)+n?x n+1:| =

Hl nx/—
[(

1- ln+n +1}

(1-n +n'1+1:|

(1- )+O+l—+oo+l—+oo
)=0+0=0

=(1-)
Ilman-llm(n +n
limu, =lim (n+1) =+e0 ; limy, :Iim(n3+n2):+oo
limw, =lim (L~
lim(a, xu )(O—m)llm [(n‘2 +n7)(n +1)J =
:Iim(n‘1 +n2+1+ n‘l) =0+0+1+0=1
lim(a, xvn)(OX:W)Iim [(n‘2 +n)(n°+ nz)J =

=|im(n+1+n2+n)=+oo+1+oo+oo:+oo

lim(a, an)(o:)”m [(n'2 + n'l)(n - nZ)J =
=lim(n™ +1+1-n) =0+ 2- 00 =~
2 1

W:ZXEZZXO:O

)= v ()=

lim

lim———— ===+

60.1. i
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c-1d (1) 47 _
X, -1 (% -1

=lim(x, +1) =limx, +1=1+1=2

im

60.2.

61.1.

61.2. i

62.

62.1.

62.2.

63.1. lim

63.2.

64.1.

64.2.

64.3.

3.2. Limites de sucessoes

lim %,

22 -2 .. 1 _ 1 _1
e

2)(x,+ 2 x+2 242 4

Iiml:(1+\/n—+1)s —%/lT} =

:(]_+oo)§ —ﬂ:+oo+oo:+oo
_n)s x 1+ n:| :—oox(+oo) = —00

u=2
u _1+u,
n+1 2 ’

SejaP(n) a condigdo emN, u, =1+ 27"
*P(1) é verdadeira, poig, =1+ 2" « 2= 1+ 1(V)
« P(n)=P(n+1)

Admitamos que, dadosIN :

nON

u, =1+ 27" . Pretendemos, ent&o, provar que:
u,, =1+ 27 =14 2"
1+u, :
Uy = 5 = (pela férmula de recorréncia)
1+1+ 2" »
=——— = (por hipdtese)
2
_2+2 :3+2— =1+27" =1+ 2"
2 2 2

Logo,P(n) é hereditaria. PortantanOdIN, u, =1+ 2™
limu, =lim (L +2"") =lim1+lim(2x2™) =
(1Y
=1+2x Ilm(aj =1+2x0=1
Y3 limy3 1

= =0
Y+n-n?

) %/Iim(—n)3 Yo

lim (n+n? +2")g

:(+oo+oo)§ = 400

()

Iim( n2+1—n) = ( n2+1_n)( n2+1+n):

=lim
Jn?+1+n
2 2
. n°+1-n 1
=lim————=—"=0
n*+1+n to

lim (\/1+ 3n _\/_3\/5)(00:)

(Vian-a) (T 3+ )

=lim

Iim(3n+1— 9n2+6n) =

(3n+1—m)(31+ 1+\/M)_

=lim
3n+1+V N’ + M
o +en-1-1P- 6, 1 _
=lim =lim =
3n+1+J 02 + @ h+ By 92+ B
:izo
+o00



W 2
Jnxneiz, Jfen N
— =V

65.1. lim
(2n 1)1 \/2n 1
. n+1 [3) n+1
65.2. =lm+———=
J_n n (\/E—l)n
N | _\/_2+1_\/§+1

TV2-1 (2-)(Vzr) 2 1

A

1
n“|{1+—= |-2n
Nn?+1-2n i ( nzj

66.2. lim =lim =
3n-2

-2
1
nf1+ L - 2n ”[ﬁ“nz‘z]
=lim 3”2 =lim =
" o3-2)
n
1+% -2
. n Vi+0-2 1
=lim = =
2 3-0 3
n
2_7\/”4'1 o n+1
66.3. im 2N =yn+1_ o " Vi n__
Jan+1 Jn+1 \/21+1
Jn n

2- 1+1
n_2-V1+0_ 1 _42
\/2+1 J2+0  J2 2

=lim

n

66.4. |im(m_m)(°°;”

(x/2n+1—x/n+ 2)(J21+ 1+v/n+ @
Jan+1+4/n+ 2

2n+1-(n+2)

J”THH"Z(HJ_

=lim

66.5. lim (3n +1-4/9n + n) =

(3n+1— 912+n)(31+ 1++/ 912+n)
3n+1+yV M’ +n -

(3n+2)° - (n® +n) _9n*+6n+1- 3’ -~

1
3n+1+\/n2[9+1J 3n+1+n\/9+1
n n

=lim

3.2. Limites de sucessoes

1
+ —
. 5n+1 . n[S n}
=lim l:l|m =
3n+1+n\/9+7 n(3+l+ /9+l]
n n n
_5+0 _ 5 _5

T3+0+/9+0 3+3 6
n+1[§j n

66.6. lim 2. = lim 2% 2—2><I|m[2J =2x0=0
Z y 4

5”‘1[31. 5'x5'_5* (5) 5!
3

66.7. lim—— =lim —xJim :—X(+oo):+oo
3 Ix3 3
4+t Tl"*l[) 4+ 2x 2 -m'xT
66.8. lim . = lim =
224+ 3 2'x 2+ 3
142X 20 _m'xm
_Iim4n+2n><2_1—TlnXT[_"m 4" 1
- n -2 - n -
4'x22+3 2.3
4"
2\ (Y
1+ S| x2t—| = | xTU
_ (4) [4) _1+0xZ'-0xTU_ 1 _
m " TR
73]
4
I R I 3Y
66.9. lim (5" -3 ):nm{s (1—[5J ] = 400 x (1~ 0) = +oo

—o0

66.10. lim (2“*1 -3x 5“'1)( . Iim(2" x 2— 3x B x 51) =

oo+l

© cosn
on—cosn=, 2~
66.11. lim=—; =lim—0 =
n° +cosn 1+ cosn

_2-

0 2 , dado que,
1+0

OnOIN, —1<scomn< 1 e % -0
n

1 ._cosn
Logo, cosnx— — 0, ouseja,—— - 0.
n n

66.12. lim(3"-2" cosn) = IiW{S(l—(anx coaﬂ:

= +00 (1— o) =+ , dado que,

On0OIN, —1< con< ]e(gj -0

Logo, [g} xcosn - 0.

u =2
67. {1

=1+ 2u,,nON
67.1.a) SejaP(n) a condi¢do eniN: u,,, >u,
* P(1) é verdadeira, dado queg =2 e
u, =V1+2x2=+/5, logo, u, >u,
+ P(n)=P(n+1)
Admitamos, por hipoétese, que para um dado
nON, u,,, >u, . Pretendemos provar qug, >u, .



un+1 > un = 2un+1 > ZJn =
=1+, >1+ 4, =

=1+, >+ 4, =

= un+2 > un+1

|OnON , u, ON

Logo, P(n) é hereditaria. Portanto, podemos concluir

que OnON, u,,, >u, , ou seja, ) € mondtona

crescente.
b) SejaP(n) a condicéo, emN: u, <3
*P(1) é verdadeira, pois comg, =2, u, < 3.
« P(n)= P(n+1)

Admitindo, por hipétese, que, <3 para determinado

nOIN . Pretendemos provar que,, <3 .
U, <324, <6= 1+ A< 7= ¥ B <V =

=u,,, <3, dado quey7 <3 e arelagéo

“menor que” é transitiva
Logo,P(n) é hereditéaria.
Assim, OnON, u, <3.
67.2. Toda a sucessao crescente e majorada é converigegte
(un) é convergente.
67.3.Como (i) € convergentelimu,,, =limu,.

limu,,, =limu, < lim\1+2u, =limu, =

= 1+ 2limu, =limu,

FazendoL =limu, , vem:
NV1+2L =L = (>0
e 1+2L=1 = *-2-1=0-
I__21\/4+4 L_2¢2/—2
2 2

e L=1-/20L=1+/2
Como, OnON, 2<u, < 3, ter de selimu, =1+42 .
68.1.Sendo alllR e a>1, asucessdm.__~a" éuma
progressao geomeétrica de razdg a e 1.° termo igual @ .
1= a _ a(l— a”)

= 1-a 1-a
n 1- n
> a a(1-a")
68.2. lim -1 =|im —1=&__ -
a'+b a'+b
a 1-g" [g) (@>b>1=a"-+wo e
T My s Yo
a in_l
=2 xlim-2 = b

comoa>b>1,0<—<1
a

St

a

a 0-1 a
+

X— =

"1-a 1+0 a-1
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69. OnON, u,,,-u, =10-
69.1.10- 21> 0« A< 10= n<
10-2n=0- Z21=10-= n=
10-2n< 0= n>5
Logo, Un) € ndo mondtona.

morm

3.2. Limites de sucessoes

69.2.Como u,,, =u, = n=5 temos queu, = u,
69.3.u, =an+b-n?

=3

_ {a(n+1)+b—(n+1)2—(an+b—n2):10— T

a+b-1=2
_ aﬁ+a+5—wﬁ—2ﬁ—1—aﬁ—b+ﬂz=10—zﬁa
b=3-a
a-1=10 a=11
b=3-a b=-8
(-9 s
70.1. lim 5 =lim =
(Vn+2) n+2Jn+4
3/n
1_
=|im n = \/ﬁ: 12: 1
1+27\/E+£ " " "
n n

1
1—3\/% _ 1-3x0 -1
Z\F 4 1+2x0+0
1+2 = +=
n n

4nx\n—1q§"m 4n(n-10)

=lim

70.2. lim =  |n>10=n-10>0
2-n? 2-n?
2 _ 2
= im 2 AN iy Ay
- -n

05 i A-Y(=D(1=3 2w

n(n+1)(n+2)(n+ 3 n*
70.4.1im &2 i & 0"
@) e
&)
2l
= lim . =919 l<a<b - 0<Z<1
a +00 b
u=2
71. 1

u,, =2-—,ndN
u

71.1.SejaP(n) acondicdo, enN: u, >1
* P(1) é verdadeira porqug =2>1
+ P(n)=P(n+1)
Admitindo, por hipétese, quei, >1 para um dado
nON , pretendemos provar queg,, >1.

u, >1:i<12—i>—13
u u

n n

:2—i>2—1:>un+1>1

Logo, P(n) é hereditaria.
Portanto, pelo principio de indugdo matematica,
OnON, u, >1.

71.2. u, :2—%: 2-1=1

u, <u, . Logo, se(u,) € monétona, é decrescente.
SejaP(n) a condicéo, emN :u,,, <u, .

26



* P(1) é verdadeira, poisi, <u,
+ P(n)=P(n+1)

Admitindo que para dadoON , u,,, <u, , vamos provar

que entéou,,, <u,,, .

1 1
un+1<un:>7>7

On0ON, u, >1
- ( )

n+1l un
1 132——1<2——1:
u u u

n+1 n
= un+2 < un+1
Logo, P(n) é hereditaria e, pelo principio de indugao
matematica, € universal, ou seja,
OnON, u,,, <u, = (u,) € monétona decrescente

71.3. A sucessaoun) € monotona decrescente e minorada.
Logo, (n) é convergente.
71.4.Como (in) é convergente, tem-sému,,, =limu, .

. . : 1)_,
limu,,, =limu, < lim (2 L =limu, =

n

= 2-

- =limu,
limu,

Fazendo L =limu,, vem:

1 L>0 2
Z—I:Lw 2L-1-I"'=0-

o 12-2L+1=0e (L-9)"= 0o L=1

Logo, limun = 1.
u=2
72.
(VI :1—i, nOIN
un
72.1. SejaP(n) a condi¢do, erfN: Un = Un+3
Por indugao matematica:
* P(1) é verdadeira.
1.1 ;U =1-
2 2

W=2;u,=1-

u, :1—i =2=u, .Logo,u, =u,,,.

+ P(n) = P(n+)

Admitamos que para daddlN, u, =u,,, .

1 1 1 1
Uuy=uUy,>—=—o"—="=
un un+3 un un+3
1 1
=>2-—=2-—= Unsp = Upsyg
un un+3

Logo,P(n) é hereditaria.

Ficou provado qu&nON, u, =u,,, .
72.2. (un) € ndo monotona. Por exempla:<u, e u,>u,
72.3. Admitamos que uy) €é convergente. Entdému, =limu,,,

e o limite de ¢n) é solugdo desta equagao.

. . . . 1
limu, =limu,,, < limu, =lim [1 -

n

< limu, =1-

- < (FazendoL = lim un)
limu

n

- LZl—% e ’=L-1- L*-L+1=0

3.2. Limites de sucessoes

Esta equacao é impossivel, pdis (—1)2 -4<0.

Logo, (un) ndo é convergente pois ndo existeuim

. u -
73. Se OnON,u,>0 e lim—=a , entdo limyu, =a.
u

n

73.1.Sejau, =5"+2".

OnON, u,>0
fim Yost =iy 5 27 SIx 5+ 2x 2
5"+2 5+2

n

=lim

2 n
B+|=| x2
[5) =5+0><2=5
n +
1+[g) 1+0
5

OnON , u, > 00 lim™ntt = 5

un
= limglu, =5=1lim{5"+2" =5
73.2.Sejau, =n.

OnON, u, >0
lim Yot =i ML g
u n

Logo, limgfu, =1, ou sejalim¥n=1.

n+1

73.3.Sejau, =
n

+1
OnON,u,>0
2n+1+1 )
AP n+1)( 2™ + 1
lim 2242 = im ”+nl+1zlim( 20y
u, 2"+1 (n+2)(2”+])
n+l
1
Con+l . w2+l 2t
=lim xlim =1xlim =
n+2 2'+1 14+
2n
:1x2+0:2
1+0
Logo, Iimp/2 +1=2.
n+1l
1
73.4. |im(1+1j" = lim gt ++
n n
Sejaun:1+}=n—+l.
n n
OnON, u, >0
n+2
n(n+2 2+
im Yest =i N+ =iy 1 2)=' nmran
n+l (n+1) n“+2n+1
n

Logo, Iim,n/1+1 =1.
n

74. OnON, &,,,-u, =4

74.1. Se a sucessaun] é constantey,,, =u,, OnON.
Uy —U, =4 B, -U, =4 A, =4 U, = 2
Logo, a sucesséor) é constante sg, = 2.

r12

=lim — =1

r12

. . oV .
74.2.a) Se (n) € uma progressdo geométried: é constante.

n

v, =u, +k

27



OnON, &u,,,-u, =4« OnON,u,,, = lun+il
3 3
1 4
~u, +-+kK
vn+1_ n+1+k 3 3 =
v, u,+k u, +k
1
§(un+4+3k)_}xun+4+3k
u, +k 3  u,tk

A sucessaaug) € uma progressao geométrica se
OnON ,u, +4+ X =u, +k.

4+3%K=k « k=-4- k=-2

Temos, portantk=-2 er —% .
b) v,=u,-2
v, =y -2=3-2=1

n-1 n-1 n-1
v, =1x oL eu,=v, +2= 1 +2
3 3 3

p-1

@HmZ%ﬂmZGJ=—L:§
=1 il 3 2

p=1 p=1
n n-1
:IimZ[}j +Iim(2n):§+oo:i3
3 2 2
2
75 u =1
5n
n+1)°
751 Y 5™ _5'(n+1 _5(n*+2n+1)
Sl u, - nz - 5™« n? - 5" x 52 -
5n
SR L Y

75.2. n”* +2n+1< 57, 0n0ON < 4n*-2n-1> 0,0n0OIN

Proposigéo verdadeira porque 4 > 0Ae= (-2)° +16< 0.

n+2n 1

Logo, <1, OnON , ou seja,d0n0OIN ,

n

u
n+l
oS leu,

Como OnON, u,,, <u

2

753.g;>o,mnmm

<u, poisu, >0, OnOIN

Logo, (n) é convergente por ser uma sucessdo monotona

decrescente e minorada.

75.4.Como (in) é convergente temos qlienu,,, =limu,.

u limu, limu
Portanto, sdimu, #0 vem: lim - =———™L —— 0
u, limu, limu,
2 2
n“+2+1_. n 1
Por outro ladofim 221 = im —S—=lim—==
u, 5n 5n° 5

75.5. Sabemos quému, existe porqueuq) € convergente.

n+1<1
u

,, (Uun) € mondtona decrescente.

=1

28

3.2. Limites de sucessoes

Se admitirmos quému, #0 somos conduzidos a

C .U .U 1
contradicdolim—% =1 e lim-— ==
u u 5

n n

Logo, limu, =0.

Pag. 226

Avaliagédo 2

_3n-1
" on+2
limu, =3 elima, =limb, =limu, =3
lim(3a, -b,) =3x3-3=6

RespostafA)
u, - aldR eb, - +w
ooj _a,
lim an—|| b 2170,
a, a1 1+0
Resposta(B)
uy=a>1
U=, nON
_ _ _ 1
u=a,u,=—,u,=a ,uA—E -

(un) é limitada porque o conjunto dos termos ug € igual a

{a , 1} , logo é limitado.
a

Resposta(B)

i (?Y‘_lx(gy

a

U ="——= =
2xa" 2xa' 2
Seu, - 0 e alR", temos:

0<9<1 ea>0<a>9« al]9, +of
a

RespostafA)
| é falsa.
n sen< 1C
Por exemplo, se|, =
P 1 sen= 1C
n

OnON, u,>0 eu, - C No entanto,uy) ndo é
decrescente.

Il é verdadeira.

RespostafA)

Os comprimentos dos arcos estdo em progressacgezam

de razéo% . O comprimento do primeiro arco é igual a
2nxl_m

4 2
O comprimento da linha quando— +w é

w23

lim| —x
2

Resposta(D)



_1. (1)
u, ==sin| =
n n

limu, =0 dado que1 ~0e -k sin%s 10n0OIN
n n
:\/ﬁ+1
lim v, =lim (v +1) =

lim (u, xv,) =lim ﬁ xsin[}j x (Jﬁ +1)} =

n

(\/— 1xsin[nn20 dado que

* OnON, -1< sin(le 1
n

(23
:.imm ﬂ:.im(ﬁ ﬂ 0

e o produto de uma sucesséo limitada por uma sicegie
tende para zero tem limite nulo.
RespostalC)

8.1.

8.2.

Pag. 227

u =4+ h-
" 100+8'I

Sejad um nlimero positivo qualquer.
1 1-n
u-—-|—-=11<8 « +]<8 =
" 8 100+ &
|8-8n+100+ 8| | 108 |
o <$ = <
| 800+ 6 | 800 64|
108
800+ 6%

<J < 108< 80@ + 64nd -

108- 800
645

< 64n >108- 800 - n>

27- 200
>
165
Logo, qualquer que seja> 0, existe uma orderp 0N

=3

(neste casop é qualquer natural maior ou igual a

w),tal quendN , n= p=> un—(—a <0

165

Portanto,u, — —}.
8
A=]-0,135; - 0,11p
a) A=V,(a)
_~0,115- 0,135
2
6=-0,115-(-0,125= 0,0
27-200x 0, O]EI aN
16x 0,01
= p=2157 epdN
N&o pertencem a\/0v01(—0,125) , 156 termos.

=-0,125

b) Para =0,01,p=

29

8.3. a) Iimvn=lim(\/4n2+4n—2n+3) =

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

10.

10.1.

10.2.

10.3.

3.2. Limites de sucessoes

00 —00

(V= -(2- 3)(Var+ a2+ 3)
Jan? +an+(n+ 3 )

:"m4n2+4n—(4n2—12h+ 9:

n2(4+ﬂ +2n+3

=lim

. 16n-9
=lim———-=

n /4+ﬂ+2n+3
n

9
o 16-0  _16_

J4+4+2 3 Ja+r0+2+0 4
n n

b) lim (3fu, v, +43) = gfimu, xlim v, +iim ¢8 =

=3/—}><4+1=—}x 4+1=-1
8 2

v, =100~ 4

=lim

. SejaL um numero positivo qualquer.

-L = 100- /i<-L « ©>10G+tL = n>

v, < 100+ L
4

Logo, sendop um ndmero natural maior ou igual a
100+ L

,vemOnON, n2 p=>u,<-L.

Portanto,u, - —oo

Vi —V, =100- 4(n+ ) -(100- 4)=
=100- - 4- 100~ A=
=-4, OnON

Logo, (v,) € uma progress&o aritmética de razdo—4.
n + +
§ =3y, utv =96 120— AN
=1962_ mxn:(98— M)xn
S, =98n- 27’
DV, =0 98- n*= 0~
p=1
nON
= 2n(49-n)= 0= n= 4¢

iim > v, =lim (98n-2n*) = lim(~2n?) = e
p=1

_ -3
e S oo 1) (2 + )
2n-15< 0= < 15 n<

2n-15>0- n=8

Logo, (u,) nao é monétona.

Sen<7,u,,

Senz8,u,,

Logo, OnON, u, <u, pelo queu, é majorante d¢u,).
-3 -3 _3_1

~(1a- 15 ( 14+ ; “x 15 15 !

-u,>0.
-u, <0.

... Us<Us<U7<Ug>Ug>U10 ...

Ug —

u—ﬂ } u—§ u, =1
855 85 8



11.

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

12.

13.

13.1.

U

Y hON

un+1 = /—l+ Un

Seja P(n) a condicdo em\: un >0
*P(1) é verdadeira dado que =1>0

« P(n)=P(n+1)

Seu, >0, entdo1+u, >0 pelo queluﬁn >0 .
+un

Portanto,u, >0= u,,, >0, ou sejaP(n) é hereditaria.
Logo, OnON, u, >0 .

Un+1:ix u, _ 1
u, U, 1+u, 1+u,

Como OnOIN, u, >0, temos que,/1+ u, >1.

L <1.Assim, On0OIN , m<1.

\I1+un u,

SeOnON, 22 <1, entaoOnON, U,., <U,, OU seja,
un

(u,) € decrescente.

Logo, OndIN,

(un) é convergente porque toda a sucesséao decrescente e

minorada é convergente.
Como (u,) é convergente sabemos dlirau, =limu,,, .

limu,

U, = ———
"1+ limu,

< li

limu_ =l lim u, =lim —n
imu, =limu,,, = limu, =lim

J1+u,

Fazendolimu, =L:
L
Ji+L
e LWI+L-L=0= L(VI*L-1=0

- L=00Vvl+L=1« L=00KL=1-L=C
Logo, limu, =0

L=

=

(M>O)

0

+_4(0)

lim 212

x, —1
N . Y IS 0 W
(xn—l) 11 1 1] o0

=(limx,)° +(lim x,)* +lim x, +1 =1° +12+1+1= 4
u=2
+1)°
[
SejaP(n) a condi¢do emN : u,,, >u,
* P(1) é verdadeira dado que, = 2.
(2+9)°
2 = 2
« P(n)=P(n+1)
Admitamos que, para dadedIN, u,,, >u, -

=§’ pelo queu, >u, .

Pretendemos provar que,, >U,,, .

u, >u =u,+1>u +1=

= (Upy #2)* > (U, +2)° = (u, >0, OnCIN)

n+l
IR e
2 2
= Uniz > Unig

30

13.2.

13.3.

14.

14.1.

14.2.

14.3.
14.4.

3.2. Limites de sucessoes

Como P(1) é verdadeira €(n) é hereditaria, entédo
OnON, u,,, >u, , ou seja(u,) é mondtona crescente.
Admitamos que(u,) € convergente, sendtim (u,) =L

Entéo,limu, =limu,,, e esta equacdo admite pelo mehos

n+l

como solucéo.

2
limu, =limu,,, < limu, =lim (u,+2)"
o limu :(Iimun +1) - L:(L+1)2 o
n 2 2

e P+2L+1=2L = I’+1=0
Esta equagéo é impossivel. Logo, ndo edistel, , ou seja,
(u,) € divergente.
Toda a sucessédo monétona e limitada é convergente.
Como (u ) € monotona e nao convergente, entdo ndo é

n

limitada.

Vl:a

V., =V, =V, nON
V., Vv, ==V <0, OnON
Para concluir qu&ndN, v,,, —v, <0 temos de provar que

=)

>0.

N

v, #0, OnOIN. Temos quey, =
Sev,,, -V, <0, OnON, entdov, <v, , OnON.
Ou seja,v, s%, OnON, pelo quev, #1, OnOIN.

Vpu=0e v, -V:=0< v, (1-v,)=0e v, = 00v, =1
Como v, #1, OnOIN temos quev, Z0=v,,, Z0.
v,200v,20=>v,,;20

Logo, pelo principio de indu¢@o mateméticaz 0, OnOIN
Portanto,On0OIN, —v? <0, ou seja,0On0N, v, —v, <0.
(v,) € monétona decrescente.

SejaP(n) a condigao, eniN : v, >0
*P(1) é verdadeira porque, :% >0.

« P(n)=P(n+1)
Admitamos que, por hipétese, para dadolN, v, >0 .
Pretendemos provar qug, >0 .
Vo >0 = v, _Vnz >0~ Vn(l_vn) >0
v, >0 , por hipétese.
Ja vimos quednOIN , v, s%
Logo, v, <1 pelo quel-v, >0
Portanto, v, (1-v,)>0 , ou sejay, >0=v,,, >0.

Pelo principio de indugdo matematica, podemoslorgue
OnON, v, >0.

(vn) € decrescente e minorada. Loga) (€ convergente.
Como {n) é convergente,

. L . 2\ 1

limv,,, =limy, < lim (vn —vn) =limy, <

= limy, = (limv,)* =lim v, < (imv,)*=0 = lim v, =0



Pag. 228
Avaliagédo global
1. a,-alR eb -+
an,
im— P g o & @
+b,  &th A, a0+l
bn bn +00
RespostalA)
2. OnON, u,,,-u =1
(un) € uma progressao aritmética de razéo 1.
u, =n+b, bOR
limu, =+
RespostalC)
3. limu,=2
Qualquer que seja >0, existe uma ordenpIN tal que,
OnON, n= p=u, 0V,(2)
Portanto, em qualquer vizinhanca de 2 existe uma
infinidade de termos deur) . Assim, (i) tem uma
infinidade de termos positivos.
RespostaD)
4. uml—un:_il, OnON
(n+2)(n+1)
-y =—t__1
°® % 6x5 30
* U, —Uu, <0, OnON
Logo, (n) € decrescente pelo qug, <u,.
* Uy —Ug = 11 Logo, u +i—u
° ® 10x9  90° 90 °
RespostalC)
5. Seja én) a sucessdo das areas dos quadragesl ea, =a’.
dy _1, 1 1 1
=|=| ==d*==(a’+a’)==x2a’*="a’
P [2} 4 4( ) 4 2
21
A EEER
(an) é uma progressdo geométrica de razésendo a =1
1
lims, =2 =—=_=2
S 1-r 4.1
2
RespostalA)
Pag. 229
6. v = n-1
3n-10
61 v=oo N1 3 gy g=on-30- n= 22
8 3n-10 8
_3
Vo _é
6.2. Sejad um numero positivo qualquer

vn—}<5.:. n-1 —7<5@731_3_3]+1<5@
3 3Nn-10 - 30

- ’ ‘<5.:. <0 = 7<M0-3® =
9n-3 N- 30

7+ 300
90

=9N0>7+3W = n>

31

6.3.

6.4.

6.5.

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

3.2. Limites de sucessoes

Qualquer que seja >0 existe uma ordenpdIN tal que

OndN, nz2 p=> vn—:—l3 <0.

. . . . 7+30
p € qualquer nimero natural igual ou superlopa%—.

1
Logo, v, —» =
g 3

n-1 0,20 n-1
3n-10 H-10

< n-1>0,8h- 2,99n- k¥ 1,28- 4%
= n-0,8M>1-2,9In- 1,268< ¥ 4%
= 0,1h>-1,91-0,28<- 3

v,0]0,29; 0,4 =

< 0,4%

= nONOn>13

< nONOn> 3’21

O menor valor dep é 14 .

1 _ _3
v2-—Z , V=2 ,vA—E

Vv, <=2 ev,>v,

(vn) € ndo monotona.

Como {n) é convergente, logo é limitada.
Portanto, a proposicéo é falsa.

. 1
limv, ==
3

1

=limv,, 4 =limv, ==
3

limvy, ek

n+2k

im (Vo + 2V, 5) =MV, 5 +2limv,, 5 :% +2><é=1

8,=2 at
2a,,,+3=2a,,0n0N am:an—g,lilnl]ll\l

a.-a, =—g, OnOIN

. ~ L ~ 3
(an) é uma progresséo aritmética de razau:)—E

25 —

Sa, =8t s, 05- 2734, 55— _ 400

=i 2 2

SejaL um namero positivo qualquer
7-3n

<-Le7-3n<-2L =

a <-L =

7+2L
>

=3n>7+2L = n
Qualquer que seja > 0, existe uma ordenpOIN tal que
OnON, n2p=u, <-L

. . 7+2L
Tem-sep igual ou superior aT

Portanto,a, — —o

Se L = 2000:

pzwogp[m\[ - p=1336 epON



Upyy :u—é‘ para todanON
1
8.1. OnON, un+l:§Xun

. ~ - ~ 1
(un) é uma progressédo geométrica de razaoé

8.2. u,=uxr"t
S S -
u =—x ——x|=| x| =| =
" 4 8 4 (8 8
:§x8x(2‘3)n =3x2x 2N = x F¥
4
u, =3x 27"
k
1-r* 3 1_(3
83. S =ux ==x =
1-r 4 1-=
8
k
:§X§X 1 (}J Ex l_(}j
4 7 8 7 8
3
8.4. lims, = -4 -8,3.°
1-r 1 1 747
8
Pag. 230
_ W =a
w =a
9. = 2 6
5w,,, — 2w, = 6, OnON W"+1:§W"+§’ OnON
9.1. Se (v) € constante, entaw,,, =w,, OnON e
5w,,, — 2w, =6 nON.
Se w,,, =w, ,0OnON:
5w, - 2w, =6 OnON = 3y, = 6 In0ON -
= w, =2, 0OnON
Portanto,w;, =2.
9.2. a) SejaP(n) acondicéo emN: w,,, <w,
« P(1) é verdadeira, poisw2=?2_)><5+g %6 pelo que

W, <W, .

* P(N)=P(n+1)
Admitamos que, para dadd]IN , se temw,,, <w, .
Pretendemos provar que,,, <w,,,

2 2
Wi <W, :gwm-l <gwn =
2 6 6
= 5Wn+1 g < gwn +g: Woiz < Wy

Logo,P(n) é hereditéria.
Pelo principio de indu¢éo matematica, podemos oancl
que OnON, w,,, <w, , ou seja,\n) € mondtona
decrescente.
b) SejaP(n) a condicéo emN: w, >2
* P(1) é verdadeira porquey, =5> 2
« P(n)=P(n+1)

32

3.2. Limites de sucessoes

wn>5:>gwn >EXS:
5 5
2 6 6
= —XW, +=>2+—=
5 5 5
6
=W, >2 dado que2+g>2

PortantoP(n) é hereditéria.
Por indugdo matematica temos qmON, w, > 2 .
9.3. Como () é decrescente e minorada, entdo é convergente.
Logo, limw,,, =lim w,

. . (2 6)_,
limu,,, =limu, = lim|=w, +— [=limw, -
5 5

2, 6_,. 3| 6
= —limw, +==limw, -« —limw, =— <
5 5 5 5
= limw, =2
9.4. v,=w, -k
2 6 2
= =lw, +3-=k
Va1 — W~k - 5Wn 5 k - 5( j
v, w, -k w, -k w, —k

3—gk=—k e B-k=-%k = K= 6o k= 2

9.5. V1=W1_2=5_2:3
2 n-1 2 n-1
vn:\/lxrn—lzgx[fj ewn:Vn+2:3x(7J +2
5 5
(eo=0)
10.1. lima, =lim (\/m—n) =
(\/n2—6n—n)(x/n2—6n+n)

=lim
Jn2-6n+n
—iim n’-6n-n®> _
n2(1—§)+n
n
o —-6n . —-6n _
=lim 5 =lim =
n\/l—f +n n(\/1—76+1j
n n
= lim 5.
2

/1_§ ‘1 J1-0+1
n

Jon? —1@

n\/n2 +1

10.2. limb, =lim

1
9—n2 n 9
=lim =lim
I
n n
oL
—fim Y _n* _ V170 _
+oo(1+
n 1+IT12 = (1+0)
= 1 =0
+o00



10.3. limc, =lim (2 X7 —3"‘1) =
:Iim(2><Tl" ><T[—3”x3‘1):

etz

= +o0 X 2T[ 0x 3*1)

n+(-1)" __ l+ﬂ
10.4. limd, =lim =lim n_ -
2n +sinn 2+ﬂ
n
_1+0_1
2+0 2

Calculos auxiliares
OnON, -1=<(-1)"<1eOnON, -1<sinn< 1

Iimlzo
n

Portanto ﬂ -0e s'—:n

sucessdo limitada por uma sucesséo que tendeqraré z

uma sucessao de limite nulo.
11. AB=BC=AC=9

11.1. DB f><9 6eBE-f><9 3
3 3

DBE =60°
DE =DB’ +BE - 2x DB x BE x cosDBE
DE’ =62 + 3 - 2x 6x 3 COS6D

— 1
DE =36+ 9- 2x 18<§

DE’ =27
DE =27

FE=DF =DE=+27=3/3

GH =GE +EH -2xGExEH x cos 60

& =[§J2_7]2+@J2_7j2—§@x;ﬁ7

GH =2x074 Lx 27-2x 27
9 9 9
G’ =3x27
9
GH =9
GH =3=1H =GI

- C porque o produto de uma

33

11.2.a)

b)

11.3.a)

3.2. Limites de sucessoes

Seguindo o0 mesmo processo, 8¢ é a medida do lado

de um dos triangulos, entédo

2 2
u? :(Zunj +(}u”j —2x§unxéxun><00860

n+l

3 3
uz, = iluf + 1u2 2u2
9 9" 9"
u,fﬂ:gun2 , como u, >0, OndIN , vem
_ 13
Upig = §un
U,y =£un, OnOIN
3
Portanto,(un) € uma progressao geomeétrica de razao
r —@
3
n-1 1 n-1
u, =u xr" _9){\/5] =32><(32>< 31] =

n
Se (a,) € uma progressdo geométrica de razdo

3

r== entdo (b,) é uma progressao geométrica de

~ 2_1
razéo r°===r

3
Célculo deb :

2
h2+[9J -9 . h2=g1-t.
2 4
3x81 9

- h=""""=h==3

47 2\/_

9
9x>4/3
2
2

n1_ 81 N1 LI
b =b x(r'\" ' =22/3x| = = “x3xPxIF

Como a soma dos expoentes é:
1 10+1-_ 1+ 2
4+>=+1-n= =
2 2 2
11-n

pelo queb, :ZXS 2.

~ 81
h=—2—=%7

81
; =3
lim'b, = bl,=4f=
k=1 1-r 1_}

3
_3 gl\/—_243/—3
2 4 8



