1 Modelos matematicos

Modelos matematicos Pag. 16
1.1. Modelos de grafos 7.1. Como asomados graus (1 +2 4+ 3 + 3 =9) é impar.
9 ndo pode ser o dobro de um nUmero inteiro de arestas
Pag. 8 (o dobro de um nimero inteiro é sempre um ndmero par).
G P L Assim sendo, ndo é possivel construir o grafo.
7.2. a)
A B
[ ]
A B
v ®
D C
C 7
p D 4
Péag. 10 ou Aresta paralela
1.1. V={A/B,C,D,E, F, G, H} b)
1.2. A={BB,BC, BE, EB, EC, CD, DE, EF, FD, DF} A B
13. AGeH ¢
14. BE e EB; DF e FD
D C
15. BB e DD
Pag. 11
21. aybeC b) DeE Pag. 17
n(n-1
c) DA e BA d) DC e AB 8.1 De |A- (n-1)
2.2. Duas. CB e AB
. vem que:
F’ag. 13 Z‘A‘:n(n_l)
3.1. Porexemplo, AED ou ABCD 1
3.2. EDCBAE e EFE se:m
4. Por exemplo: 22 ,
41. AaBaC e AaiFarEasDasC 132=n*-n® mon= 132 @
4.2. CasDasEarFaiAa:BasC e CasBarAaiFasEasDasC @nf-n-132=0®
& p==T1vn=12
Pag. 14 Resposta: 12 primos
5. 82, 2x5x(5-1)=2x5x4=40
c
/ NS
A A\/.B C
< C
D
E
A - B=2 C - A=2
B A B
C=2 B=2
< D=2 D=
B - A=2 D - A=
A B
C=2 B=2
Pég. 15 D=2 C=2
6.1. 8 arestas E=2 D=2
2 E - A=2
1
[ B=2
4 c=2
10 ®7 D=2
: 6 ou
* 8
o 4x2x5=40
3 ®9

Resposta: 40 beijos
6.2.

Vértice [ 1 | 2|3 |4(5(6|7|8]9]10
Grau (040|304 |0|3|0]| 4

0+4+0+3+0+4+0+3+0+4=18
18=2x9




1.1. Modelos de grafos

Pag. 23
13. ABDGEDFECFBCA

Pag. 24
14. Né&o é um grafo de Euler, uma vez que tem vértices de grau

15.1.

15.2.

15.3.

impar (vértices A e C).

N&o é um grafo de Euler (euleriano), pois tem vértices de grau
impar (F e E de grau 3).

O grafo admite um caminho de Euler, pois é conexo e possui
apenas dois vértices de grau impar.

EDCHEIHGF ou FGHCDEHFE

Vértice de grau impar

16.

Péag. 25
Sim, pois este grafo é conexo e todos os vértices tém grau par,
logo é um grafo euleriano.

17.

Pag. 26
N&o, embora seja conexo tem dois vértices de grau impar.
Portanto, o grafo G admite um caminho euleriano.

Grau 3

18.

Pag. 27
E, pois todos os vértices possuem grau par e é conexo. Desta
forma, o grafo G admite um circuito euleriano iniciando-se
em qualquer vértice.

Péag. 18

9.1.

9.2.

Resposta: 21 arestas
9.3. Cada vértice temgrau 6 (n-1).
Resposta: Grau 6
Pag. 19
10. O grafo ndo é bipartido pois ha arestas a ligar os vértices do
mesmo conjunto.
V={AB,CDE,F} V=ViUV;
Vi={B,D, F}; V2={C, E, A}
Nota: Cada extremo de uma aresta tem de estar em conjuntos
diferentes.
Péag. 20

11.

Pag. 21

12.1.

C G E
¢ [
Be ] L
F I
° ° K
A D H

12.2. Ndo. Num grafo completo cada vértice liga todos os outros.
Por exemplo, os vértices F e | néo estéo ligados por nenhuma
aresta.

12.3. O grafo é conexo, pois qualquer vértice esta ligado por uma
aresta ou por uma sequéncia de arestas a qualquer um dos
outros vértices do grafo.

12.4. Se, por exemplo, retirarmos a aresta FG o grafo fica
desconexo. A divisdo F fica isolada.

125. Grau A=3 Grau B=2 Grau C=2
Grau D=2 Grau E=2 Grau F=1
Grau G =2 Grau H=3 Grau | =2
Grau J=3 Grau K=2 Grau L=4

126.28=2x 14

Resposta: 14 arestas

19.
20.

Péag. 28
O grafo nédo é conexo (desconexo), por isso ndo € euleriano.
O grafo é conexo e tem apenas dois vértices de grau impar.
Desta forma, adn'1ite um caminho euleriano.

21.1.

21.2.

21.3.

Péag. 29

O grafo é conexo e todos os vértices sdo de grau par, logo
trata-se de um grafo euleriano.
Circuito euleriano:
ABDBEDEGFDFCDCA
ou
AaiBaioDaisBazEagsDaiiEasGasFasD aioFasCarDaisCasA



1.1. Modelos de grafos

Pag. 31 Algoritmo da cidade mais proxima:
22. B—->S—>L—>C—>F — B Total: 1018

142 50 258 416 152

Algoritmo do peso das arestas:
B—-»S—>L-—>C—>F —» B Total: 1018

142 50 258 416 152

Circuitos de Hamilton:

Circuito 1
B>F >SS >C —>L —>B Total:1116

152 249 265 258 192

Pag. 32 Circuito 2 (Circuito 6timo)
23. B>F >S5S L —>C —B Total: 990
152 249 50 258 281
Circuito 3
B>F->L—>C—>S —> B Total 1116
152 299 258 265 142
Circuito 4
B>F->L—>S —>C — B Total 1047
152 299 50 265 281
Circuito 5
B->F—>C-—>L—>S —>B Total 1018
152 299 50 265 281
Pag. 33 Circuito 6
24. B—>F—>C—>S —>L —>B Total 1075
152 416 365 50 192
Circuito 7

B>L—>C—>S—>F —> B Total 1116

192 258 265 249 152

Circuito 8
B>L—->C—>F —>S —> B Total 1257

192 258 416 249 142

Circuito 9
. Pag. 35 BE;LE)S%FECZB Total 1188
gg% O Il, pois repete um menor nimero de arestas. Circuito 10
o B—>L—>S—>C—>F —B Total 1075
A 192 50 265 416 152
B H Circuito 11
! 1 B>L—>F—>S—>C —B Total 1286
® >—@ 192 299 249 265 281
* C: 25 o Circuito 12
) a8 B>L—>F>C—>S—B Total 1314
L G 192 299 416 265 142
*o ) . . . - ]
Circuito 13 (Circuito 6timo)
B—>C—>L—>S—>F —>B Total 990
Pég. 37 281 258 50 249 152
26. Gi1 é um grafo de Hamilton, pois admite um circuito de Circuito 14
Hamilton. Por exemplo, DABCHGFED. B>C>L>F S >B Total 1229
Gz ndo € um grafo de Hamilton, pois qualquer esfor¢o para Circuito 15
obter um circuito de Hamilton levaria a repeticéo de vértices. B—>C-—>S>F —>L —>B Total 1286
281 265 249 299 192
Pag. 45 Circuito 16
27 B—>C—>S—>L—>F —>B Total 1047
: 281 265 50 299 152
Circuito 17
B—»>C—>F —>S —>L —>B Total 1188
281 416 249 50 192
Circuito 18
B>C—>S>F —>L B Total 1188
Lisboa 281 265 249 299 192
Circuito 19
B—>S—>F >L—>C —> B Total 1229
142 249 299 258 281
Circuito 20

B—>S >F >C —>L —> B Total 1257

142 249 258 258 192

Circuito 21
B—>S—>C-—>L—>F —>B Total 1116

142 265 258 299 152

Castelo Branco Faro



Circuito 22
B—>S—>C->F —>L —>B Total 1314

142 265 416 299 192

Circuito 23
B—->S—>L-—>C-—>F — B Total 1018
142 50 258 416 152
Circuito 24
B—>S—>L->F—>C — B Total 1188
142 50 299 416 281

Resposta: O melhor circuito é um dos circuitos 6timos de

Hamilton:B - F - S > L - C —> B ou
152 249 50 258 281

B—>C->L—>S —>F — B, comum  custo total de 990.
281 258 50 249 152

28.

Pag. 46
Da tabela conclui-se que:
Vértice inicial A
Vértice, ndo selecionado, mais préximo de A : E(42)
Vértice, ndo selecionado, mais préximo de E : B(80)
Vértice, ndo selecionado, mais proximo de B : C(39)
Vértice, ndo selecionado, mais proximo de C: D(70)
Vértice, ndo selecionado, mais proximo de D : A(67)
Assim; A-E->B->C->D-A
42 + 80+ 39 4+ 70 + 67 =298 km

1.1. Modelos de grafos

Prim: CF BF CD AC AE
(8+10+12 + 13 +10=153)

...“;\ A@/ B
N L ®
Ee~ 10

13 F

<
%’ 12 CN
P %

Lo

Resposta: Peso total 53

29.

Pag. 51

ED AB AE DF FC
Peso total = (5 + 8 + 9 + 10 +15) km = 47 km

30.

Pag. 53
Kruskal: CF AE BF DC AC
(8+10+ 10+ 12+ 13=53)

%0_ 12 CS
P %

1]
N

Resposta: Peso total 53

Pag. 55
31.1.
Tarefa | Tempo (min) | Dependéncia
T1 10 nenhuma
T2 5 nenhuma
T3 7 Tie T2 @)
Ta 12 T2
Ts 10 nenhuma
Te 15 Tse Ts
31.2. Astarefas Ti, T2 e Ts podem ser realizadas em simultaneo.
Entdo, para Ti, T2 e Ts sfo necessarios 10 minutos.
Para realizar Ts sdo necessarios 7 minutos e depende de T
e T2 (10 + 7), logo demora 17 minutos.
T4 demora 12 minutos e depende de T2, logo, demora 17
(12 + 5) minutos.
Te demora 15 minutos mas depende de Ts e Ts 32
(17 + 15) minutos.
Resposta: 17 minutos
32.1.
S n A
@3; - —@ e 7 A@.
N . T N T7 a
R \@ ' o >@
Te Ts
Ta
32.2. T1 demora 5 dias T2 demora 15 dias
T3 demora 20 dias T4 demora 10 dias
Ts demora 25 dias Te demora 28 dias
T7 demora 30 dias Ts demora 35 dias
Logo, o tempo minimo é 35 dias.
Resposta:35 dias
Pag. 59
33.1.a) V={A B,C,D} o
b) A = {AD, DA, BB} (”:)
¢) Vértice isolado: C 3
d) BB oC
e) AD e DA
332.a) V={AB,C,D,E,F}

b) A ={AB, CD, DE, CE, FF}
¢) Néo tem

d) FF

e) Néo tem

A/;qE FO



34. Os grafos 34.1., 34.2. e 34.4. sdo conexos, pois qualquer
vértice estd ligado por uma aresta ou a uma sequéncia de
arestas a qualquer um dos outros vértices do grafo.

35.
E e F
€s
e €9 €3
er el
€6 €5 €4
A B C D
* AeecBerEelA
* BerEesCesB
* AeiEesCesBesA
» EecFesDesCesE
36.
B 60 D
40 30
A 10 90 20 F
80 45
C 60 E
« A>B >D—>F =130km
40 60 30
« A>C 5>E > F =185km
80 60 45
« A>C —>D —>F =200km
80 90 30
«c A>B>C >D —>F =170km
40 10 90 30
« A>C >B —>D —>F =180km
80 10 60 30
« A>B—>C >E > F =155km
40 10 60 45

37.1. Todos os grafos sdo conexos, pois existe, em cada um deles,

quatro caminhos a unir quaisquer dois dos seus vértices.
37.2.

Grafo Pontes
| ai; az; as; a4
1 a4
1] ds; dg; a10

Pag. 60
38. Todos os vértices ttm 0 mesmo grau ou valéncia (grau 3).
39.

40.1.

1.1. Modelos de grafos

40.2. O grafo ndo é completo, pois num grafo completo qualquer
par de vértices esta ligado por uma aresta, 0 que nao é
verificado neste caso, por exemplo, os vértices J e K néo
estdo ligados.

40.3. E conexo, pois existe um caminho a unir quaisquer dos seus
vértices.

40.4. 12 arestas

40.5. Do grafo anterior deveria excluir, por exemplo, a aresta AB
ou aaresta ED .

Fll

E"——/
T 11 N1/

Fe G H

Ee®
40.6. O nimero de arestas € igual a metade da soma de todos os
graus dos Vvértices, isto é:
2.9(v)

se Y g(v)=2|A, entdo |A|=VEVT

veV
41.1.

41.2.




42.

D Péag. 61

H

421.V={A,B,C,D,E,F, G H}
422. A={(A, B),(B,A), (B, C), (CB), (C,D),(D,C),D,BE),

(E P, (O, F), (F, D), F 6) (G C)HGC), (B H
A H), (H A}

423. A— (A, B),(B,H),(H,A)

43.

44,

45.

46.1.

46.2.

46.3.

B — (B,A), (A,B)

C— (C,B),(B,O

D — (D,E), (E,F), (F,D)

E— (E, F), (F,D), (D, E)

F— (F,D),(D,F)

G — (G, C), (C,B), (B,H), (H, G)

H— (H,A), (A/H)

Por definicdo um circuito de Euler é um circuito que passa
uma Unica vez em cada aresta do grafo. E como um grafo diz-
se euleriano se admitir um circuito de Euler, entdo um grafo
nessas condicdes é conexo e todos os seus vértices sdo de grau
par. Assim, estdo nestas condicdes os grafos 43.1., 43.3. e 43.6..
Por exemplo: ABCDEA

x>

Todos os vértices sdo de grau par mas é
desconexo, logo ndo admite um circuito
de Euler.

A

e N
" Grau 3

N4o, no grafo existem varios vértices com grau impar (mais

do que dois). Portanto, ndo existe nenhum caminho (nem

circuito) euleriano. Teremos de repetir mais.

Eulerizagdo:

Ruas a repetir: FG, DH, El e FJ.
Seré necessario iniciar o caminhoem B ouem J.

1.1. Modelos de grafos

46.4.
Pag. 62
47. A o I
i '}f\ 3
lg®
Sim, é possivel. ABCFEDBEA
48, {

M

* Grafo conexo. « Todos os Vvértices sdo de grau par.
Circuito: EOTMOCTNLORLE
Mordomo: mentiu, pois os vértices L, T, O e E sdo de grau
impar. Deste forma ndo existe nenhum caminho de Euler.

T { 1

5
< / val
i
=
' 1
|

Cozinheiro: entrou pelas traseiras e saiu pela frente. Visitou
todas as salas, exceto a dos Cravos e a das Margaridas.

« Econexo. < Todos o0s vértices sdo de grau par.
Circuito possivel: EOTNDNLORLE



1.1. Modelos de grafos

Meétodo da cidade mais préxima:

Li>le > E >F > G — Li =1415km

129 187 213 522 364

Método do peso das arestas:

L|—>E—>F—>G—>Le—>L|—1249km

150 213 522 235

56.1. Método da cidade mais proxima:

Vi —>Av—>Co—>Po—>Br—>Vc—>Vr—>V|
117 154 110

= 635 km

56.2. Método do peso das arestas:
Vi > Vr - Vc »>Br »>Po— Av - Co —> Vi
110 154 48 53 68 58 96

= 587 km
57. ViVs; V1 VaV3VaVs; ViVaVs; ViVsVaVs; ViVaVaVaVaVs

49.
Cag;po{
ténis
Sdo 10 os vértices de grau impar. Se houver no maximo dois
vértices de grau impar haveria um caminho euleriano e ndo
seria necessario levantar o rolo. Desta forma, teriamos de
adicionar mais cinco caminhos. Logo, é necessario levantar o
rolo cinco vezes.
Pag. 63
50.1. 2 vezes 50.2. 0 vezes
I
iR
50.3. 3 vezes
51. Um cirtuito de Hamilton é um caminho que comeca e acaba
no mesmo Vvértice, passando por todos os vértices uma Unica
vez (exceto o primeiro que também é o Gltimo).
51.1. Ndo 51.2. Néo 51.3. Néo
51.4. Nao 51.5. Sim 51.6. Néo
51.7. Sim 51.8. Sim
52.  Por exemplo:
52.1. FABDCEGF ou GECBDFAG
52.2. ABCGFEHDA ou DACGFBEHD
53.1. DFAHBGCED
D>F->A—->H->B—>G->C-—>E->D
5 13 1 2 3 10 9 7
Peso total = 40
53.2. HFGABCDEH
Péag. 64
54. Gi ndo é umaarvore. (G1 ndo é conexo)
G2 éuma arvore
Gs ndo é uma arvore pois tem arestas paralelas (sé pode haver
um caminho entre dois quaisquer vértices)
G4 ndo € uma arvore pois tem um lacete.
55.

Péag. 65
58.1. Método da cidade mais proxima:

Pa - Br > Be - Bu - Co » Os - Es —» He —>Pa
296 672 1117 1344 620 590 237 2744

58.2. Néo, a escolha mais econodmica seria a cidade de Bruxelas (Br)

com um circuito de Hamilton de 6976 km, isto &,

Br - Pa —» Be — Bu —>Co—>Os—>Es—>He — Br
296 534 1117 1344 620 590 237 2238
59.

% “H
g g
A

o ) > g
10
By ;s,ﬂ
(el o)

Para cada localidade, vamos calcular o nimero de passagens

de nivel a atravessar.

Custo=2x8+(2x3+0x3)+
+(2%x2+0x2+5x%x2)+
+(2x9+2x9)+1+5+
+(1x3+1x3)=83

A solucdo sera entdo qualquer localidade com custo 59.



60.
A B C D E F G
A 11 15 12 22 21 31
B 27 20 14 | 23 35
C 9 21 20 16
D 12 11 19
E 7 21
F 14
G
Método do peso das arestas:
F>E—>B—>A—>G—>C—>D—> =99 km
7 14 11 31 16 9 11
Método da cidade mais préxima:
F>E—->D->C—>A—>B—>G —>F =103km
7 12 9 15 11 35 14
Peso total: 103 km
Péag. 66
61.1. Kruskal - w- &y
1
Viana do{ Brgra
Peso total: 428 km Castelo 9
Vr
Po Vila Real
Porto
) Vs
A;l Viseu
Avejro
. Coimbra

61.2. 428 x 1030 € = 440 840 €
62.1.

62.2.

Como os vértices A e F sdo de grau impar, nao € possivel
encontrar um circuito euleriano. Desta forma, o grupo de
jovens tera de repetir um caminho!

1.1. Modelos de grafos

62.3. Devemos eulerizar o grafo, por forma a ser possivel encontrar
um percurso.
Assim, acrescentamos a aresta AF para que o grafo fique
eulerizado.
Percurso: ABCDEDCAFBEFA

62.4. Se estamos perante um problema é conveniente identificar os
seus elementos fundamentais, destacando-os e omitindo
informacéo ndo relevante.
Na situacdo apresentada do Parque da Pena, determinar um
percurso que torne o trabalho do grupo de jovens o mais
eficiente possivel leva-nos a identificar o essencial nos
caminhos e nos cruzamentos. Desta forma, foi criado um
modelo de grafo na resposta a questdo 62.1., onde os caminhos
sd0 representados por arestas e 0s cruzamentos por vértices.
A realidade foi largamente simplificada ao omitir elementos
como a fonte, os lados, os jardins e o comprimento dos
percursos.
Passamos a ter uma nova visdo sobre o problema original
dando énfase aos elementos essenciais.

Péag. 67
63.1. Um percurso possivel: EsEsEsE1E7EsE3E2
63.2. Vértices: ecopontos; Arestas: trogos de rua

O funcionario conclui a impossibilidade de inspecionar todos
0s trocos da rua, passando unicamente uma vez por cada uma
delas, comegando e terminando no mesmo ecoponto, ja que
isso corresponderia a percorrer todas as arestas do grafo que
modela a situagdo, uma Unica vez, comecando e terminando
no mesmo Vvértice. Significava isso que teriamos de encontrar
no grafo um circuito de Euler, o que ndo acontece, pois 0S
vértices E2 e Es tém grau 3.

Para que o funcionério possa rentabilizar o tempo de inspecao
tera de repetir alguns trogos de rua (arestas).

A melhor maneira de o fazer € repetir dois trocos, EsEs e E2Es
(atracejado no grafo).

Um percurso que se inicie e termine em E2 e permita ao
funcionério inspecionar todos os trocos de rua, repetindo o
minimo possivel, é E2EsE4E-E3E7E1EcEsEsE7ESESESE?.

P4g. 68
11.

1.2. Circuito:A-B-D-C-E-A



2. Néo.
A B
[ ) L ]
[ ] [ ] [
E C D
Grau A=2 GrauB =2 GrauC =3
GrauD =4 GrauE =6
Total = 17
17 é nimero impar.
17 ndo pode ser o dobro de um nimero inteiro de arestas
(o dobro de um numero inteiro é sempre um nmero par).
3. Soma dos graus dos vértices: 2+2+3+4+5=16
D> 9(v)=2|A=16 — |A|=8 arestas
vev
4.  Consideremos o grafo seguinte.
A E
B ¢ Db Grafo G
No grafo G € possivel construir um circuito (ABCA, por
exemplo), no entanto, este grafo é desconexo e tem dois
vértices de grau impar, logo, ndo podemos concluir que se
trata de um grafo de Euler.
5.1.
D
Ae ::] &.
. C
1
C tem grau impar.
5.2. Néo.
6. Circuito: ADCBEDBA
B
A (&
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7.1. Grafo ponderado

L>C—>Ca—>F —>S > L =1650km

206 346 442 197 459

7.2.

1.1. Modelos de grafos

<F—5—L — 1650 km
€O s_F_L — 1291km
Ca—S—L —— 1214km

L—cC F<
S—Ca—L —— 1423km
5< Ca—F—L —— 1815km
F—Ca—L —— 1783km

O Antdnio ao ter que comegar por visitar o seu cliente em
Coimbra fica com 6 possibilidades de percursos, esquema-
tizados acima.

Se de coimbra seguir para Faro e s6 depois visitar as cidades

espanholas, ou seja:
L>C—>F—>Ca—>S —>L =1841km

206 447 442 260 459

ou

L>C—>F >SS —>Ca—L =1423km
206 447 197 260 313

ndo estara a percorrer o circuito de menor distancia.
O circuito que lhe permite economizar no espago percorrido é
L»>C—>Ca—>S—>F—L,comum total de 1291 km.

Kurskal:

.
FS—->CL—>SCa— LF

197 206 260 282

= 945 km

Uma localizacéo possivel da filial e area de residéncia dos
funcionérios é a cidade de Faro.



