1 Calculo combinatério e probabilidades

Ficha para praticar 1 2.1. Am(Bu Z) =
_ o ‘ Pig. 4 :(AﬁB)u(AmZ): Propriedade distributiva
L1 AU(AmB):AU(AUB): Leis de De Morgan =gud, AnNB=J , pois 4 ¢ B sdo disjuntos e
=AU(4UB)= B=B ANA=D
=(AUE)UB= Propriedade associativa _ :? Idempoténcia
o odey 22. (AUB)n4=
= Elemento absorvente = (A N B) Nd= Leis de De Morgan
1.2 (Aué)méz(Zmé)mgz Leis de De Morgan =FnA= ANB=9J
=(4nB)nB= B=B =Und= o=u
=4 Elemento neutro
:Zm(BmE): Propriedade associativa 3.1. AuB:{l, 3,7, 8}u{2, 4, 6, 7} =
=AND= BNB=(0 ={1,2,3,4,6,7,8}
=g Elemento absorvente 3. AF\B:{I 37 8}0{2 46 7}:
1.3. (AmB)u(AmE): Propriedade distributiva _{7’} o T
:j“(;UB): o 33. A4={2,4,56)
=ANU = UB= —
34. B={1,3,58
= Elemento neutro { } B
1.4. (m)u(AuB): Leis de De Morgan 3.5 A\B= {1 37, 8}\{2’ 4 6, 7} _{1’ 3 8}
(ZUB)U(AUB): 3.6. B\A= {2 4, 6, 7}\{1, 3,7, 8}:{2, 4, 6}
- _ 4.1, (B A)=8 (E )=
:(AUA)U(BUB): Propriedade associativa v 7) ~Ee )
—UuU= AUA=U ¢ BUB=U =80 (fmA):
=U Idempoténcia = (B N B) N4d=
1.5. [(AUE)mBJmZ: =0NA=0
= [(A N B) U(E N B)] N A = Propriedade distributiva 4.2. (A mB) U(A UB) - [(A mB) b A} VB =
:[(AmB)UQ]mZ: BNAB=@ =[(AUZ)0(BUZ)UEJ=
:(A ﬁB)ﬁ.Z = Elemento neutro |:U ﬁ(BU A):| _
=(A mZ)mB = Propriedades associativa e comutativa :(BUA)UE _
=ZJNB= ANA=D —
=g :(BUB)UA =
1.6. |:( AﬁB UB) ( ):|qu :l{uj:
= S =U=¢
[((AQB) (B )) ((AUA) (BUA))]UA: 5.1. (AmB)uA:(ZUE)uA:
Propriedade distributiva *(ZUA)UE B
:[((AUB)GU)m(Um(ﬁBuA))}uAj UL U
bop=Ucdud=U 52. [(4nB)U(4\B)]u(ANU)=

= [(A V] B) ) (E V] Z)J UA= Elemento neutro

= 4u(4UB AU(AUB)|= [ —n -
[ (4o )]m[ U( ” )J :[Am(BuB) ud=
Propriedades distributiva e comutativa -
. =(AnU)ud=
:[(AUA)UB]G[(AUA)UBJ: B
=AuA=U
Propriedade associativa
=(AUB)N(UUB)= Aud=dc AUA=U )
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= (A v B) NU = Elemento absorvente 6.
=AUB Elemento neutro B Total

A 3 5 8

4 11 6 17

Total 14 11 25




7.1, AxB={(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)}

72, BxC={(1,2), (1, 3), (2, 2), (2 3)}

7.3. (AxB)u(BxC):
={(a. 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c. 1),

(e 2), (1 2), (1 3). (2. 2), (2. 3)}

74, AxC={(a, 2), (a, 3), (b, 2). (b, 3). (c, 2), (e, 3)}
BxA={(1, a), (1 b), (L c), (2 a), (2. b), (2. ¢)}
(AxC)u(BxA):
={(a. 2), (a, 3), (b, 2), (b, 3). (c. 2), (c. 3),

(1, a), (1, B), (L c), (2. a), (2. b), (2 ¢)}

8.  Pelo principio de adi¢do o CD que a Cristina ira levar para
casa da amiga pode ser escolhido de 5+3 =8 maneiras
diferentes.

9. O numero pedido é, pelo principio da multiplicagio:

28% x25%24x26° =317 990 400

10. A Cristina pode vestir-se de duas formas:
= T-shirt, calga e sapatos = T-shirt, saia e sapatos
Portanto, o nimero pedido é: 8x4x3+8x3x3=168.

11. O condutor serda um rapaz, pelo que, existem duas
alternativas e para cada uma destas existem trés
alternativas para escolher a rapariga que vai viajar a seu
lado. Para estas, existem 3x2x1=6 alternativas para os
jovens que vao viajara atras.

Assim existem 2x3x6=36 maneiras de ocupar os
lugares.
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12.1. Esquematizando:

1.2 escolha: 5 opgoes (1, 3,5, 7 ou9)

2.* escolha: 10 opgdes

3.2 escolha: 10 opgdes

4.* escolha: 1 opgao (igual ao algarismo dos milhares)

5.% escolha: 1 opgao (igual ao algarismo das dezenas de
milhar)

Existem 5x10x10x1x1=3500 capicuas.

12.2. Ha 5 escolhas para o primeiro algarismo; o seguinte e o
terceiro sdo quaisquer numeros impares, logo ha, também,
5 escolhas; para o quarto e o quinto ndo ha escolha porque
vao repetir, respetivamente, o segundo e o primeiro.
Existem 5x5x5x1x1=125 capicuas.

13.1. Os lugares das pontas podem ser ocupados de duas
maneiras diferentes:

A Ana numa ponta e o Carlos na outra e trocando de
“pontas”. Os restantes quatro lugares podem ser ocupados
de 4x3x2x1 maneiras diferentes.

Podem ocupar os lugares de 2 x4 x 3 x 2 x1=48 maneiras.

32. — — — — — —

+ A Beatriz pode escolher lugar de 4 maneiras diferentes
(lugares 2, 3,4 ¢ 5);

* O Carlos e o Dinis tém duas maneiras de escolher lugar
ao lado da Beatriz (CBD ou DBC);

13.3.

14.1.

14.2.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

* Os restantes trés elementos podem escolher lugar de
3x2x1 maneiras diferentes.

Podem ocupar os lugares de 4 x2x3x2x1=48 maneiras.

Esquematizando:

rapariga rapariga rapariga rapariga rapaz rapaz

L 4x3x2x1x2x1 (as raparigas podem sentar-se de
4x3x2x1 maneiras diferentes e os dois rapazes de 2x1
maneiras diferentes)

De modo analogo, pode ser:

rapaz rapariga rapariga rapariga rapariga rapaz

ou
rapaz rapaz rapariga rapariga rapariga rapariga

Podem ocupar os lugares de 3x4x3x2x1x2x1=144

maneiras.
1.°A 2°A 3°A
9 10 2
L» Oous

1a9
9x10x2 =180 elementos.
Como 5 ¢é impar, a soma dos outros dois algarismos do
nimero tem de ser impar. Tal s6 é possivel se os dois
algarismos forem um par e outro impar.

Esquematizando:

5 par imparou5 impar par

1 x x 4 Ix 4 x 5
T »1.3.7.9 L +0,2,4,6,8
—0,2,4,6,8 —>1,3,7,9

Ix5x4+1x4x5=40 elementos.

14.3. 73 _

8 1 7 (todosexceto 0,7 e 8)

7 9

118 (todos exceto 7 ¢ 9)

89

2 98

7+8+2x9x8=159 elementos.

15.1. No baralho existem quatro damas, portanto, podemos
retirar de 4x3 =12 maneiras.

15.2. Esquematizando:

1.% carta 2.2 carta 1.% carta 2.2 carta
Paus  Naio ¢é de Paus Nao ¢ de Paus Paus
13 x 39 39 x 13

Podemos retirar de 13x39+39x13=1014 maneiras.

15.3. No baralho existem 12 figuras, portanto, podemos retirar
de 12x11=132 maneiras.

15.4. Para cada naipe existem 13x12 maneiras de retirar duas
cartas e, como hd 4 naipes, podemos retirar de
13x12 x4 = 624 maneiras.
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16.1. Para que as quatro bolas extraidas tenham a mesma cor,

apenas pode ser a cor vermelha ou a cor azul.

Existem 10x9x8x7 maneiras diferentes de extrair
quatro bolas vermelhas e 7x6x5x4 maneiras diferentes
de extrair quatro bolas azuis.

E possivel obter 10x9x8x 7 +4x 6x5x4 = 5880 maneiras.



16.2.

17.1.

17.2.

17.3.

VvV V V AB

10 9 8 10

A bola azul ou branca pode sair em 1.°, 2.°, 3.° ou 4.° lugar.
E possivel obter (10x9x8x10)x4 =28 800 maneiras.

Esquematizando:
{6, 9}

2 x 5 x 4 x 3
E possivel obter 2x5x 4x3 =120 nameros.

Esquematizando:
- {1,3,9}
5 x 4 x 3 X 3
E possivel obter 5x4x3x3=180 numeros.
Esquematizando:
3 1 {1, 2}

18.1.

18.2.

18.3.

19.1.

19.2.

Tx1x4x3" 2 x5x4x3

E possivel obter 4x3+2x5x4x3=132 numeros.
Existem 18 opgdes de escolha para o responsavel pelos
transportes (a turma tem 18 rapazes), 29 opgdes de escolha
para o responsavel pelo alojamento e 28 opcdes de escolha
para o responsavel pela gestdo econémica. Ao todo sdo
18x29x28=14 616 comissdes que podem ser formadas.
Ha 3 opgoes de escolha para o Antdnio e para cada uma
das 3 opgoes existem 29x28 2opcdes de escolha para os
outros dois cargos.

E possivel constituir a comissdo de 3x29x28=2436

maneiras.

Podem ser formadas 18x17x16+12x11x10=6216
comissdes.

Esquematizando:

2 3 _ 71,2 _ 3 7., 2 3
1 x1x 7 x1 1 x 7 x1 x1 6 x 1 x 1 x
l l l
0,1,4,5,6,80u9 0,1,4,5,6,80u9 1,4,5,6,80u9

Em qualquer das trés opgdes anteriores o 2 ¢ 0 3 podem
trocar de posicao, o numero pedido ¢é:

(7+7+6)x2=40

portanto,

O ntimero 7 ¢ impar, pelo que a soma dos restantes trés
algarismos tem se ser par para que a soma dos quatro
algarismo seja impar.

A soma de trés algarismos € par no caso de os trés
algarismos serem pares ou no caso de dois serem impares

€ o terceiro par:
P P P 7

4 4 3 1
\—>n50 pode ser 0

|
ol K RV [N
DT W~ |
el R AR

4
1
4
1
4
(0]

numero pedido é:
Ax4x3+4x4x3+4x5x3+4x3x5=216

z
1

1. Célculo combinatorio e probabilidades

Ficha para praticar 2

3.1.

3.2

4.1.

4.2.

4.3.

5.1.

5.2
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Pelo principio da multiplicagdo podem estar devidamente
identificados:
23x10x10x10%x23 =529 000 livros.
A B C D E

18 18 18 18 17

Assim, pelo principio de multiplicagdo, podem escolher os
bolos de 18* x17 =1 784 592 maneiras.

Ha 10 maneiras de escolher o algarismo que se repete ¢ 9
maneiras de escolher o algarismo diferente. O algarismo
diferente pode aparecer no 1.°, 2.°, 3.° ou 4.° lugar.
Existem 10x9x4 =360 coédigos de multibanco diferentes.
1A 2°A 3°A 4°A

10 9 9 9
diferente do 2.° A

I
diferente do 1° A

Existem 10x9° = 7290 codigos de multibanco diferentes.

diferente do 3.° A

As duas vogais podem ficar juntas em 5 situagdes (ou
ocupam as duas primeiras posi¢des, ou ocupam a segunda
e a terceira posi¢des, ou ocupam a terceira e quarta
posi¢do, ou ocupam a quarta e quinta posi¢des ou ocupam
a quinta e sexta posigdes).

E possivel formar 5x5%x10%=1250000 codigos
diferentes.
Esquematizando:

A AV V A A
10 x 10 x 5 x 5 x 10 x 10 =250000
E possivel formar 250 000 codigos diferentes.
Esquematizando:
A A N NV A A

x 10 x 10 =50000

10 x 10 x 5 x 1
l
igual a anterior
E possivel formar 50 000 codigos diferentes.
Esquematizando
3 a

3 vogal

I x 9 x 9 x 9 x 1 x 4

O algarismo 3 pode ocupar qualquer uma das quatro

primeiras posi¢des e as duas vogais podem trocar de

posigdo.

E  possivel

diferentes.

1A 2°A
8 8

1°A 2°A
9 8 1

8x8+9x8 =136 nimeros

formar 9’ x4x4x2=23328 codigos

5
1 (O 1.°A ¢ diferente de 0)
0

O 5 ¢ um numero impar e, como tal, a soma dos dois
restantes algarismo tera de ser impar para que a soma dos
trés algarismos seja par.

Assim, os dois restantes algarismos tém de ser um par e o
outro impar. Temos 5 hipoteses de escolha de algarismo
par e apenas 4 hipdtese de escolha de algarismo impar
(ndo pode ser o 5) e estes dois algarismos podem, ainda,
trocar de posi¢do (dezenas-unidades).

5x4x2 =40 nameros.



6.1.

6.2.

7.1.
7.2.
8.1.

8.2

9.1.

9.2.

9.3.

10.1.

10.2.
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2400 =2°x3x5”
Os divisores de 2400 sdo da forma 2°x3"x5°
ae{O, 1, 2, 3, 4, 5} s be{O, 1} e ce{O, 1, 2}.
Portanto, tem-se seis possibilidades para a |,
possibilidades para b e trés possibilidades para c .
O namero de divisores naturais de 2400 é 6x2x3=36.

com

duas

Os divisores pares de 2400 sdo aqueles em que o expoente
da poténcia de base 2 ndo ¢ nulo, pelo que existem cinco
possibilidade para a , as mesmas duas possibilidades para
b e as mesmas trés possibilidades para c .
O namero de divisores naturais ¢ 5x2x3=30.
2% = 64 subconjuntos

=8192 subconjuntos

2

{12}, {1 3}, {1, 4}, {1, 5} {1, 6}, {2, 3}, {2, 4],
{2, 5}, {2, 6}, {3, 4}, {3, 5}, {3, 6}, {4, 5}, {4, 6}
e {5, 6}

@, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1 2}, {1, 3}, {1, 4},
{15}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5},
(L2,3), {1, 2,4}, {1, 2,5}, {1, 3,4}, {1, 3, 5},
(L 4,5}, {2,3, 4}, {2,3,5}, {3, 4,5}, {1, 2, 3, 4],
{1, 2, 3,5}, {1, 2 4,5}, {2, 3,4,50e{l, 2,3 4,5

Dado — 6 possibilidades
Moeda — 2 possibilidades
Esta experiéncia tem 6x2 =12 resultados possiveis.
1.* extragdo — 9 possibilidades

2.* extragdo — 8 possibilidades

A experiéncia tem 9x8 =72 resultados possiveis.
dado octaédrico — 8 possibilidades

dado cubico — 6 possibilidades

dado dodecaédrico — 12 possibilidades

A experiéncia tem 8x6x12 =576 resultados possiveis
2''=2048 , pelo que o cardinal de 4 é 11,
#A=11.

O numero de subconjuntos de 4 com exatamente trés
11x10x9

3x2x1

isto &,

elementos ¢ igual a =165.

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

) (n—2)!
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711
9x8 72

91 9x8x7!
5!—7!_5><4!—7><6><5><4!_4!(5—7><6><5)_4!(—205)_
41 41 41 41
=-205
111 11 76
71761 7x6! 6! Tx6! Tx6!  Tx6!
6 1 1 1

Tx6x5!  Tx5! 7><5><4><3><2><1__%
n! +(n+1)! n(n—l)!

B (n+1)n!7 3
(D) (et al = (n+1)=
=2n+1
(n—4)!

_ (n—4)! 1
(n—2)(n—

_ 1

W -51+6

11.6.

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

12.7. n

12.8.

13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

(n +1)n!+(n +2)(n +1)n!

(n+1)+(n+2)! _
_ n![(n+1)+(n+2)(n+l)]

n!

=n+l+n*+3n+2=

=n’+4n+3

!
13><12><11><10><9:%

!
301><3OO><299:ﬂ
298!

|
14><15><16><17=i
13!

!
300x299x 298 = 3000
297!

40><41><42><43=£
39

(n+2)!
(n—l)!

~1)(n-2)!
"3 MDD o =306

(n—Z)! (n—2)!
1i1/1—4><(—30)

<:>n2—n—30:O<:>n:f<:>

n(n + 2)(n + 1) =

Sn=-5vn=6

Como n>2 , n=6 .

(n—l)(n—2)(n—3)!
(n—3)!

2)=9n+30=n’-3n+2=9n+30 =

12+,/144 — 4x(-28)
f=4

2

(n—l)!
=9n+30<
n—3)!

<:>(n—1)(n—

o -12n-28=0<n=

=9n+30 <

—_

Sn=-2vn=14
Como n>3, n=14.

n!+(n+1)! B
(nz—n)(n—Z)!_

nl+(n+1)n! B

- n!+(n+1)n!
n(n—l)(n—Z)!
@n![l+(n+l):|

n! n!

=4

Sl+n+l=4<n=2
Como n>2 , n=2

(n+1) (n ) 7(n—1)!
(n+ 1)'( 1)!= 7('n—1)!<3
(n+D)n(n=1)1+(n-1)1=7(n-1)l=
(n=1)

n—1 '[(n+1 n+1]

p=4

¢ 00

n 1)!<:>
@(n+1)n+1:7<:>
on+n+tl=Tonr +n-6=0
oSn=-3vn=2

Como n>1,n=2

<>n=



14.

O Antonio pode escolher um livro de Matematica e um
livro de Fisica, ou um livro de Matematica ¢ um livro de
Programagédo ou, ainda, um livro de Fisica ¢ um livro de
Programagdo. O Anténio pode escolher os livros de
12x5+12x3+5%x3 =111 maneiras diferentes.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

Ficha de teste 1

15.1.
15.2.

15.3.

16.

17.1.

17.2.

18.1.

18.2.
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E possivel formar 9x8x7x6x5 =15 120 niimeros.
Temos duas hipoteses:
= exatamente trés algarismos iguais
Ix8x4
L» numero de posi¢des que o algarismo pode
ocupar;
numero de maneiras de escolher o
algarismo diferente;
nimero de maneiras de escolher os
algarismos iguais.
= exatamente quatro algarismos iguais:
Temos nove hipoteses.
E possivel formar 9 x8x 4 +9 =297 nameros.
3+4+5=12 (par)
A soma de todos os algarismos ¢é par se os restantes dois
algarismos sdo ambos pares ou sdo ambos impares:
E possivel formar 4x4 +5x5=41 niimeros.

7 7

TxT+Tx6+7x7=140

Existem 140 maneiras diferentes de fazer a bandeira.

Em cada questdo existem quatro alternativas, assim, pelo

principio da multiplicacdo tem
4x4x4x4x4x4x4x4 =4 =65 536

65 536 chaves.

O numero de chaves sem qualquer resposta com a opgao

B)é 3*.

4% —3% =58 975 chaves.

4 5 5 51

\—> nao pode ser 0
E possivel formar 4x5° = 500 niimeros.

455 3
\—r 0,40u6
ndo pode ser 0
E possivel formar 4x 5% x3 =300 ntmeros.

405 5 11

\—> igual ao primeiro
igual ao segundo
» ndo pode ser 0
E possivel formar 4x5? =100 niimeros.
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(A) Am(ZuE):(AmZ)u(AmE):

=@uU(4nB)=AnB=4\B
(B) AU(B\A)=AU(BnA4)=(4UB)n(4U4)=

=(4UB)NU=4UB
(C) (AUB)N(4UB)=AU(BNB)=4UD=4
(D) (AnB)U(4nB)=Bn(4U4)=BNU=B
Resposta: (C)
Restam cinco pares: 0,2,4,6,8

quatro impares: 3,5,7,9

Numeros de maneiras de escolher dois pares: 5x4 =20
Numero de maneiras de escolher dois impares: 4x3 =12
No segundo caso, temos:
Numero de maneiras de escolher os dois algarismos
diferentes de 1 : 20 + 12 =32
Numero de maneiras de escolher dois lugares na sequéncia

de seis para os algarismos diferentes de 1: 15

(1,2}, {1, 3}, {1, 4},{L 5} ,{L6} > 5
{2,3}.{2, 4} .{2, 5} .{2, 6} > 4
{3,4},{3,5}.{3, 6} - 3
{4,5),{4,6} > 2

{56} - 1

15

Ha 32x15=48 possibilidades

Resposta: (C)

1080=2°x3*x5

Os divisores de 1080 sio da forma 2°x3”x5° com
ae{O, 1, 2, 3} N be{O, 1, 2, 3} e ce{O, 1}

Para que o divisor seja impar o expoente da poténcia de
base 2 tem de ser nulo pelo que s6 ha uma possibilidade
parao valorde a=0.

Portanto, ha quatro possibilidade para b e para cada uma
destas ha duas possibilidades para c .

O numero pedido ¢ 4x2=8.

Resposta: (A)

Subconjuntos do conjunto 4 com dois ou menos
elementos:

* conjunto vazio;

* 7 conjuntos com um elemento;

* 21 conjuntos com dois elementos: 6+5+4+3+2+1
1123
VI |V
\4

<|<|<|»

<|<|<|<|@e

<< <l<|<|e

< I<ILI<i<|<|=
|
— WA Lo

N[N | |WIN|—

21
Por outro lado, 2’ =128 , ou seja, o conjunto 4 tem no
total 128 conjuntos e destes 128—(21+7+1)=99 tém

pelo menos trés elementos.
Resposta: (D)



5 . 3 _ 5 . 3 _
417! 5Ix6! 4!x7x6! 5x41x6!
_ 5%x5 + 3x7 _
4IxTx6!x5 5x4!x6!x7
o 25+21 46 46
T 41xTx61x5  41xTx6!x5  T1x5!

Resposta: (C)

8.1.

8.2

9.1.

9.2.

Pag. 13

(AUB)\A=(AUB)N4

:(AmZ)u(BmZ):

=JuU (B Nn4)=

=BNA=

=B\4
Portanto, (AU B)\A4=B\ A4 endoiguala B , pelo que a
proposicdo p ¢ falsa.
AU(B\A)=AU(BNA4)=

=(4uB)n(4ud)=

=(4UB)NU=

=4AUB
Portanto, AU (B\4)=AUB e ndo ¢ igual a U pelo que
a proposicdo g ¢ falsa.
Por outro lado, a proposi¢do p < g ¢ verdadeira, ja que
as proposi¢des p e g tém o mesmo valor logico.

Podemos formar 5x 6x6 =180 nimeros.
Temos duas situagdes:

* caso em que o algarismo das unidades ¢ 0
0
5 x4 x 3 x 1
* caso em que o algarismo das unidades ndo é 0
_ A6
4 x 4 x 3 X 2
Podemos formar 5x4x3+4%x3x2 =156 nimeros.

Um baralho de 52 cartas tem 12 figuras e 4 ases, portanto,
¢ possivel obter de 12x11x4x3=1584 maneiras
diferentes.
Um baralho de 52 cartas tem quatro ases e 24 cartas
vermelhas que ndo sdo ases.
AV VoV
4 24 23 22
4x24x23%22x4=194 304
numero de posigdes que o as pode
ocupar
E possivel obter de 194 304 maneiras diferentes.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

9.3. Pretende-se obter pelo menos trés cartas vermelhas, ou

seja, exatamente trés cartas vermelhas e uma preta ou

quatro cartas vermelhas. Esquematizando:
vy v vV P
26 x 25 x 24 x 26 x 4

\—> Numero de posicoes

em que pode

ser

extraida a carta preta

\4 \ \ \
26 x 25 x 24 x 23

E possivel obter de:
26x25%24x26x4+26x25x24x23=1981 200

maneiras diferentes.

(n—Z)! (n—2)(n—3)(n—4)!
10. (;1—4)!:6 (n—4)! =6

@(n—Z)(n—3):6<:>n2—5n+6:6<:>

@nz—5n=0<:>n(n—5)=0<:>n=0vn=5

Como n>4 , n=5.

Ficha para praticar 3

Psg. 14

1.1. 10x9x8x7= 10A4

12. (n+1)(n+2)=(n+2)(n+1)=""4,
1.3. 20x19x18x..x6x5= 20A16

1.4. 200x199x198x..x42x41=2"4

2.1. Pretende-se o numero de diferentes maneiras de distribuir

oito tipos diferentes de gelado em dez compartimentos

distintos.

Podem-se colocar de "4, =1 814 400 maneiras distintas.

2.2. Existem ’4, maneiras de dispor o gelado de baunilha e o

gelado de caramelo pelos cinco compartimentos da fila de

trés. Arrumados estes, temos ‘4, formas de arrumar os

restantes  seis
disponiveis. Desta forma, podem-se colocar

*4, x *4, =403 200 maneiras distintas.

sabores nos oito lugares que ficam

de

3.1. O namero total de maneiras de colorir as oito faces usando

oito das dez cores disponiveis é '°4, =1 814 400.

3.2. Qualquer uma das oito faces do octaedro pode ser colorida

de amarelo, pelo que existem oito opg¢des para o fazer e

para cada uma destas, as restantes sete faces podem ser

coloridas usando sete das nove cores disponiveis (ja ndo
pode ser usada a cor amarela), o que pode ser feito de *4,

maneiras diferentes.

Pode-se colorir de 8x °4, =1 451 520 maneiras diferentes.

4. A prateleira de cima tem espago para oito livros e os de

Fisica sdo seis, pelo que existem ®4, maneiras diferentes

de dispor os livros de Fisica na prateleira de cima.

Para cada uma destas maneiras existem 10! maneiras de

dispor os livros de Matematica pelos 10

disponiveis.

lugares

Pode-se dispor de °4, x10!=73156 608 000 maneiras

diferentes.
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6.1.

6.2.

6.3.

7.1.
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O numero total de disposigdes diferente que se podem
obter é 4, =11 880 .

Esquematizando:
6

1 x 11 x 10 x 9 ="4

Podem-se obter ''4, =990 disposi¢des diferentes.
Esquematizando:
810

1 x 1 x 10 x 9

ou
8 10

10 x 1 x 1 x 9
ou

10 0 x 9 x 1 ox 1
Séo trés hipoteses, mais outras trés, pois os cartdes com oS
numeros 8 e 10 podem trocar entre si as posi¢des. Para
cada posi¢do que eles ocupem, os outros dois cartdes
podem ser dispostos de 10x9 = '"4, maneiras diferentes.

Podem-se obter 3x 2 x '°4, =540 disposigdes.

Dispomos de dez algarismos (do 0 ao 9). Os numeros de
trés algarismos diferentes pedidos sdo os arranjos dos dez
algarismos, trés a trés, exceto os que comegar por dez. E
4, -4, =648 ou

possivel formar

9%’ 4, = 648 niimeros.

O 1 e o 2 entram obrigatoriamente, pelo que podem
ocupar *4, posigdes diferentes. Os restantes lugares sdo

preenchidos por dois algarismos escolhidos entre oito:
*4, . O numero total ¢ *4,x°4,. No entanto, hi que
subtrair os nimeros em que o algarismo dos milhares ¢ 0.
Esses ntimeros s3o0: o numero de posi¢des diferentes do 1
e do 2 dado por 4, e o nimero de maneiras de escolher o
outro algarismo que ¢ 7. Assim, o nimero a subtrair ¢
A, %7 .

E possivel formar *4, x 4, —*4, x 7 =630 numeros.

Os algarismos 0, 1 e 2 podem permutar entre si de 3!=6
maneiras diferentes. Por outro lado, a sequéncia destes

algarismos pode dispor-se das seguintes formas:
1 0 2

31x 74, -2Ix 74, =4x"4
=

2

O 0 ndo pode ocupar a casa das dezenas de milhar, pelo
que temos de retirar os nimeros de cinco algarismos nas
condig¢des pedidas mas comegados por 0.

ou

31x 74,

ou
1 0 2 31x74,

E possivel formar:
4x 74, +31x "4, +3!x "4, =16x " 4, = 672 numeros.

Numa semirreta, o sentido é importante. Por exemplos, as
semirretas 4B e BA sdo diferentes.

7.2.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

Portanto, cada par ordenado de duas letras diferentes
corresponde a uma semirreta. Com cinco pontos ndo
colineares, ou seja, com cinco letras, podemos formar °4,
pares ordenados de duas letras distintas. Como 5A2 =20 ,
consideramos que podemos definir 20 semirretas, logo a
proposicdo p ¢ verdadeira.

Por outro lado, no caso de uma reta ndo interessa o sentido,
por exemplo, a reta AB ¢ igual a reta B4 . Assim, o
numero de retas que podem ser definidas com os cinco
pontos ¢ igual a °C, =10 . Logo, a proposigdo g ¢é falsa e,
portanto, a proposi¢do p < ¢ também ¢ falsa.

Trés pontos definem um tridngulo. Como n@o interessa a

ordem pela qual as letras se dispdem, podem-se definir
°C, =10 triangulos distintos.

8.1.

8.2.

8.3.

9.1.

9.2.
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Pretende-se escolher um conjunto de 5 alunos de entre 28,
o que pode ser feito de **C; maneiras diferentes.

A escolha pode ser feita de *C,=98 280 maneiras

diferentes.
Pretende-se escolher 3 raparigas de entre 15 e 2 rapazes de
entre 13, tal pode ser feito de "“C,x"C, maneiras

diferentes.
A escolha pode ser feita de °C, x °C, =35 490 maneiras

diferentes.

Pretende-se que a comissdo seja constituida por cinco
alunos dos dois géneros, mas que tenha mais rapazes do
que raparigas, tal acontece quando a comissio ¢
constituida por trés rapazes e duas raparigas ou por quatro
rapazes € uma rapariga.

A escolha pode ser feita de
BC,x ®C, + C, x15=40 755 maneiras diferentes.

No caso de entre os 12 pontos ndo haver 5 pontos
colineares, o nimero de retas distintas definidas por estes
pontos era igual a °C,. A este nimero devemos retirar os

conjuntos de dois elementos que é possivel definir com os
cinco pontos colineares a excecdo de um deles, ja que
todos definem a mesma reta.

Assim,  podemos

definic  °C,-°C,+1=57 ou

'C, +5x7+1=57 retas distintas.

Trés pontos ndo colineares definem um triangulo.
1.° caso: nenhum dos cinco pontos colineares ¢ vértice do
tridngulo. Neste caso, podemos definir 'C, tridngulos

diferentes.

2.° caso: o triangulo tem dois vértices entre os cinco
pontos colineares. Neste caso, podemos definir °C, x7
triangulo diferentes.

3.° caso: o tridngulo tem um e um sé vértice entre os cinco
pontos colineares. Neste caso, podemos definir 5x 'C,

triangulos diferentes.

Assim, podemos definir 'C,+°C,x7+5x"C, =210

tridngulos distintos.



10.1.

10.2.

O tabuleiro dispdes de 15 casas com um niimero impar e
de 10 casas com um niimero par. Como estas pecas sdo
todas iguais, o nimero de maneiras diferentes de as dispor
no tabuleiro é 15C3. Por outro lado, as pecas diferentes

devem ocupar uma casa com um niimero par, pelo que o
ntmero de maneiras diferentes de as dispor é "4, .

Assim, ¢  possivel dispor  as
BCyx "4, =13 759 200 maneiras diferentes.

pegas de

Pretendemos dispor no tabuleiro nove fichas, numeradas
de 1 a 9, portanto hé cinco fichas numeradas com um
numero impar. Estas devem ocupar uma e uma so
diagonal. Cada diagonal do tabuleiro é constituida por
cinco casas, tantas quantas as fichas numeradas com um
nimero impar, logo, estas fichas podem ser dispostas no
tabuleiro, em cada diagonal, de 5! maneiras diferentes.
Nas restantes 20 casas disponiveis, irdo ser colocadas
quatro fichas numeradas com um nimero par, pelo que
existem *°4, maneiras diferentes de as colorir.

As fichas podem ser
51x2x *4, =27 907 200 maneiras.

colocadas de

11.1.

12.1.

12.2.

13.1.

13.2.
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Existem 'C, maneiras diferentes de escolher as trés

posic¢des do algarismo 5.

Para cada uma destas, existem 4! maneiras diferentes de
escolher as posi¢des para os restantes algarismos, que sdo
diferentes (3, 6, 4 ¢ 2).

E possivel formar "C, x 4! =840 numeros.

Nos numeros pares, o algarismo das unidades ¢ 2, 4 ou 6.
Para cada uma destas trés escolhas, existem °C, maneiras

diferentes de escolher as trés posi¢des do algarismo 5 e
para cada uma destas existem 3! maneiras diferentes de
escolher as posigdes para os restantes trés algarismos.

E possivel formar 3x °C, x 3!= 360 ntimeros pares.

Para que o numero tenha quatro algarismos e seja menor
que 4000, o algarismo dos milhares pode ser 1 ou 3. Para
cada uma destas hipdteses, existem cinco hipoteses para o

algarismo das centenas, quatro hipoteses para o algarismo

das dezenas e trés hipdteses para o algarismo das unidades.

O conjunto 4 tem 2x5x4x3=120 elementos.

Os elementos de 4 podem ser de dois tipos:
L3 {4638}
2 4 3 3

Sd0 2x4x3x3 =72 numeros pares.
Existem 4C2 maneiras diferentes de escolher dois reis, de

entre quatro. Para cada uma destas, existem “C, maneiras

de escolher duas damas, de entre quatro.

*C, x *C, =36 maneiras diferentes.

Existem quatro escolhas possiveis para a primeira carta da
sequéncia, pois existem quatro damas. Para cada uma
destas, existem 7! maneiras diferentes de dispor as
restantes cartas.

E possivel construir 4x7!=20 160 sequéncias diferentes.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

|
n7—12©

(n—-2)1

<:>n(n—l):12<3n2—n:12<:>n2—n—12:0<3

14.1. "4, =12

1£4(-1) -4(-12)

f=4

on= 3 Sn=4vn=-3
Como n>2 , n=4.
—1\ _ —2)
7(11 1)'<:>n(n—1)=7(n 1)(11 2).

14.2. "4, =

(n—Z)!

<:>n(n—1):7n—7<3

(n—Z)!

st -n=Tn-Ton -8n+7=0<

8+(-8)" —4x7

on= Sn=T7vn=1

Como n>2 , n=7.

15.1. As trés primeiras bolas extraidas sdo brancas.
’C, ¢ o niimero de maneiras diferentes de as quatro
restantes bolas brancas poderem ocupar quatro lugares, de
entre os sete disponiveis; as trés bolas pretas ocupario,
para cada uma das maneiras de colocar as brancas, os
restantes lugares de modo unico.
A extragdo pode ser feita de 7C4 =35 maneiras.

15.2. O numero de maneiras diferentes de dispor as duas

primeiras bolas é 2 (branca, preta ou preta, branca).
¥C, é o niimero de maneiras diferentes de as restantes oito

bolas (duas pretas e seis brancas) poderem ocupar os
restantes oito lugares (as duas bolas pretas podem ser
colocadas nos restantes oito lugares de °C, maneiras

diferentes e as seis bolas brancas ocupardo, para cada uma
das maneiras de colocar as pretas, os restantes lugres, de
modo nico).

A extragdo pode ser feita de 2 x *C, =56 maneiras.

Ficha para praticar 4

Pag. 18
n! n!
+
(n—p)!p! (n—p—l)!(p+1)!
multiplicando ambos os termos da primeira fragdo por
p+1 eosdasegundapor n—p :

1. 'C,+'C,, =

_ nl(p+1) . nl(n-p) _
(n—p)!(p+1)p! (n—p)(n—p—l)!(p+l)!
n!(p+1) n!(n—p)

=) (et ()
_nl(p+)+nl(n-p) nlp+l+n-p)

(n=p)(p+1)!  (n=-p)(p+1)!
_ n!(n+l) _ (n+1)! o
(n—p)!(p+1)! (”‘p)!(p-i—l)! p+l

2. Se a massa dos trés ultimos elementos ¢ 3404, entdo a
soma dos trés primeiros também ¢ 3404, pelo que a soma
do segundo com o terceiro ¢ 3403, ja que o primeiro € 1.
Como a soma do segundo com o terceiro elemento de uma
linha ¢ igual ao terceiro elemento da linha seguinte, este ¢
igual a 3403.
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7.1.

7.2.

7.3.

8.1.

Existem 2° =32 subconjuntos:

D {aj (b} (e} {d} {e) fa by {a,c) {a.d} {a. e,
{b,c},{b,d ,{b,e},{c,d},{c,e},{d,e},{a,b,c},
a,b,d}, {a,b,e},{a,c,d},{a,c,e},{a,d,e},
b,c,d},{b,c, e},{b, d, e},{c,d,e},{a,b,c,d},
a,b,c,e},{a,b,d,e},{a,c,d,e},{b,c,d,e} e

a, b, c, d, e}

2°-1=31

\_> exclui-se o conjunto vazio
num conjunto com 5 elementos ¢ possivel

definir 2° subconjuntos

—— =

{
{
{
{

A Cristina pode fazer 31 saladas.

30Cp+2 = 30C4p+8 =
©p+2:4p+8vp+2:30—(4p+8)<:>
S3p=-6vp+2=30-4p-8<
Sp=-2vip=20&

Sp=-2vp=4

Por outro lado:
p+2<30A4p+8<30Ap+220n4p+820
S pLWApSS55ep22Ap22s

& -2<p<5,5
Portanto, p=-2v p=4.
4°C2p :40CP+10<:>2p:p+10v2p:40—(p+10)<:>

S p=10v2p=40-p-10&

S p=10vip=30<

S p=10vp=10< p=10
Por outro lado:
2p<40A p+10<40A2p20Ap+1020 <=
S pL20Ap<30Ap20Ap2-10-10<p<30
Portanto, p=10.
A linha do Tridngulo de Pascal que tem 41 elementos ¢ a
linha de ordem 40, ou seja, ¢ a linha que contém todos os
elementos da forma *C, .

Como “C,=1 , *C, =40, *C,=780 ¢ “C,=9880 ,
somente os trés primeiros e os trés ultimos elementos sdo
menores do que 1000. Portanto, 41—6 =35 elementos sdo
maiores do que 1000.

O primeiro elemento de qualquer linha do Triangulo de
Pascal ¢ 1 e o segundo é n , portanto, n=30, pelo que
essa linha contém todos os elementos da forma *'C, .

O quarto elemento da linha anterior ¢ *C, =3654 .
Os trés ultimos elementos da linha seguinte sdo:
ey, € Gy, .

Assim, *'Cy, + 7'C,, + *'Cy = 465+31+1=497 .

31
CZQ ’

A linha ¢ a de ordem 30 e tem 31 elementos, pelo que o
maior elemento dessa linha é o elemento central, ou seja,
0C =155117 520.

"Co="C,=10=n-11n=21

Trata-se da linha de ordem 21.

A linha seguinte é a de ordem 22, onde o maior elemento
é o central, que ¢ 7C,, =705 432.

8.2.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

Como *'C, =1, *C, =21, *'C,=210, *'C, =1330,
?'C, =5985 ¢ *'C; =20 349 , somente os cinco primeiros

e os cinco ultimos elementos sdo menores do que 10 000.
Portanto, 10 elementos sdo menores do que 10 000.

9.1.

9.2.

9.3.

10.

11.2.

11.3.

12.

13.1.

13.2.
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A linha do Tridngulo de Pascal que tem 15 elementos ¢ a
linha de ordem 14, a qual contém todos os elementos da
forma “C, .
O sétimo elemento dessa linha ¢ "*C, =3003 .
A linha anterior é a de ordem 13, portanto, a soma de
todos os elementos dessa linha é 2" =8192 .
Ora, “C, =1, "“C =14, “C, =91, “C, =364,
“C, =1001 e "“C,=2002 , logo, somente os cinco

primeiros e os cinco ultimos elementos dessa linha sdo
menores que 2000. Como a linha tem 15 elementos,
podemos concluir que tem cinco elementos maiores que 2000.
Seja n a ordem dessa linha, entdo 2" =2048 , pelo que
n=11, pois 2'' =2048 . A linha de ordem 11 contém
todos os elementos da forma ''C, , ja a linha seguinte

contém todos os elementos da forma 1sz e 0 maior

elemento desta linha € o central, ou seja, 12C6 =924,

. O segundo elemento de qualquer linha do Tridngulo de

Pascal ¢ igual a n, ordem da linha. Por outro lado, o
segundo elemento ¢ igual ao penultimo, pelo que
nxn=324 e, portanto, n=+324=18.

Assim, o quinto elemento desta linha ¢ 18C4 =3060 .

A linha seguinte ¢ a de ordem 19, pelo que o quarto e o
linha sio “C, e “C, ,

respetivamente. Portanto, ’C, + °C, =28 101 .

sétimo elemento dessa
A linha de ordem 18 que tem 19 elementos sdo todos os
elementos da forma "*C, .

Assim, "*C, = *C,, , ..., "C, = "C,,.

Ha nove pares de elementos iguais.
A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do

Triadngulo de Pascal ¢ igual a soma dos trés primeiros.
1 n a
1 1+n n+a
l+n+a=562<n+a=562-1<n+a=561
O terceiro elemento da linha seguinte ¢ 561.

1 n a
1 l1+n n+a
l+n+a+6545=7176 & n+a =630
Portanto, o terceiro elemento da linha seguinte ¢ 630.
Seja n a ordem da linha. A linha seguinte ¢ a de ordem

6545

n+1 e o seu terceiro elemento ¢ 630, logo ”“C2 =630.
Resolvendo a equagdo:

n+l (n+1)n 2
C2=630<:>T=630<:>n +n-1260=0 <

—1i./1—4><(—1260)
> <n=-36vn=35
Como n>1 ,temos n=35.

<>n=

A linha de ordem 35 tem 36 elementos.
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. on 4 4 4 p
14.1. O segundo elemento dessa linha do Tridngulo de Pascal ¢é 17.1. (1+\/§) _ z o1t (\/g)/

2016, pelo que a ordem desta linha ¢, também, 2016.

. . . ’ 0 1 2
A.ss,1n.1, a ordem da 11n.ha segulr.lte e, 22?117 e, portanto, o —1x]* X(ﬁ) axT? X(\/g) +6xT? +(\/§) +
vigésimo elemento da linha seguinte ¢ = 'C),

3 4
14.2. A linha do Tridngulo de Pascal de ordem 2016 tem 2017 #x1'x(V3) +1x1"x(V3) =
elementozime ¢ a linha que S;)llgtem todos c;:melementos da 1443 4184 4x33 49 =
forma C, . Como ¢ =1, C =2016 ,
, =28+16V3

5C, =2 031120 e *'°C, =1363 558 560 , somente os NG 5 NG 5008 NG »
_ _ _ — 5 S-p(_ —
trés primeiros elementos e os trés Gltimos elementos sido 17:2. (2 2) (2+( 2)) pzz;) € ( 2)

menores que dez milhdes. Portanto, 2017 -6=2011 s 0 . 1 s 2
elementos dessa linha sdo maiores do que dez milhdes. =1x2 (_\/5) +5x2 (_\/5) 102 (_\5) *

Pig. 20 +10x 22 (—\/5)3 +5x2' (—ﬁ)4 +1x2°(—ﬁ)5 =

15.1. )" "C,=32768< "C,+"C, +..+ "C,, +"C, =32 768 :32_80ﬁ+160+40(_2ﬁ)+40_4f =

i=0

& 2" =32 768 , portanto, n=15 , pois 2"° =32 768. =232-164/2

Logo, substituindo n por 15 em ">C;: 4 4y 4-r

520, = 1, =286 17.3. (ﬁ—lj _£‘/E+(—1)J =y *C (ﬁj (-1)" =

= 3 3 =0 L3

n+l
152. 37C = "IC, + G+ IC, .+ IC, + IC, = ! ’ ’

; i 0 1 2 n n+l :1 Q (_1)0 +4 Q (_1)1 +6 Q (_1)2 +

72n+1 3 3 3

n=15 , pelo que, substituindo-se por 15 em 2 4 \/E 1( 1)3 1 \/E O( 1)4 B

2151 =216 =65 536 . 3 -
16.1. (x=3) =(x+(-3)) 250 ) _4 2 4 4

81 27 3 3
=1x5(—3)°+5x (-3)' +10x* (-3)" +10x? (—3)3+ 193 4442
+5x(—3)4 +1x°(—3)5 = 81 27
3 3 _ P
= 2 —15x* +90x° — 270x* + 405x - 243 e (LB (1, B _vic (1j3p By
2 3 2 3 = 2 3

16.2. (Hjj _ g iC (x) ( % J” _ 3 0 2 | | 2
2] a1 e s re 2] - ()5 G )

X 0 3
4 2 4 1 +l(ij _ﬁ =
=X"+4x"+6+—+— 2 3
X X
x 2) (x X g O 2Y :l_ﬁ l_ﬁ:
16.3. [3—2] =[3 ( 2]] =>"'C, (EJ [—2] = 8 4 2 27
p=0
5 133
4 2 0 3 2 1 2 2 2 [
GETOEEE L
302 302 302 18.1. (2x—1) =322° ~80x* +10x 1 &
X ! x2 ’ X ! xz ! 5
+4(§j (_2j +1(§j (—ZJ = <:>;Tp(2x)5_p(—l)p =32x° —80x* +10x -1 &
2 5 141, X 5 0 4 1 3 2
== _= S —— - < 1(2x) (1) +5(2x) (-1) +10(2x) (-1) +
s Zeile Loz (20 (1) 525 () 10(29) (1)
e (2 ) e (2 +10(2x) (<1)" +5(2x) (=1)* +1(2x)° (-1)’ =
64 | ¥ —; Sl (¥) = =32x" —80x* +10x -1 <

< 32x° —80x* +80x° —40x* +10x—1=

_ {2]6 () + 6(2j5 () +1 5(2j4 () + = 32x° —80x" +10x—1 >
X X R

< 80x' —40x° =0 =

3 2
+20(gj (x2)3+15(gj (x2)4+ o2 - =0
X X X (2x-1)=0<
1 0
+6(Ej (xz)5+1(2j () = P =0v2x-1=0c
X X 1
64 192 Sx=0vx=2

f—+—+240+160x +60x° +12x° + x"

10



18.2. (x+2)' =x* +8x* +8

4
4 4-pAp _ 4 3
e et =xt 48 +8 o
p=0

SIxx*x2° +4xx° x2' +6xx* x2* +4x4' x 2% +

+1x4"x2' =x* +8x* +8 =
S x' 87 +24x +32x+16=x" +8x’ + 8 =
& 24x" +32x+16=8 <=
< 24x* +32x+8=0<
<3 +4x+1=0
i

2x3

<> X=

1
Sx=-lvx=—
3

191. T

9-p X P
=°C 2l =
=l (3
_9 (1Y p_
= Cp(x ) 5 xt =
P
9 [ J —18+2p p
1 ! L
/’ 2

T,,=°C x 1B 126><i><x 636
16 8x
O 5.°termo ¢ —6
8x
7 5\-r (2 ! 7 21-3 1Y
192. 7,,=7C,(x) [;J =7C x pzp(;j _

)2

— 7cp2/)x2173p (x—l)
— 7C 2/)x21—4p
T,.,="C2'x""** =35x16x’ =560x"
0 5.° termo é 560x°

9. =[] (Y e, () -

— 7Cp2px21—3px—p —

x—6+L2 L1

P
— P62 _6 2 _6 2
="C, xx""x? ="C x ="C,x

3x4

—6
T,,=°Cx? =15x"=15
O 5.°termo ¢ 15.

194. T, ="C, (x/x)" ”( jp:
="C (xxxz ]m ! "(

(on

(-

(-

= | =
N—
]

Il

10

O

15—7p -p

3!’

)
) 15-2

YT S (3T

10C

P

10C

P

s,
T, ="C,(-3)'x" 2" =210x81x* =17 010x°.
0O5.°termo é 17 010x°.

11

1. Célculo combinatorio e probabilidades

20.1.

20.2.

21.1.

21.2.

21.3.

Psg. 21
T

p+l

N L,
A

O termo independente de x ¢ aquele em que o expoente

() )

1
de X2 ¢ igual a 0. Assim:
1 1
2——p=0—p=2& =4
217 217 p

T,.,='Cx"(-3)' =81

Portanto, o termo independente de x ¢ 81.

1
2——p
O termo de grau 1 ¢ aquele em que o expoente de x "¢

igual a 1. Assim:

1 1
2——po—p=lep=2
217 217 p

T,,, ="Cyx' (- )=54x

Portanto, o termo de grau 1 ¢ 54x.

6—
ro_ee (Y)Y
p+l T /)7 ? -

5
O termo de grau —2 ¢ aquele em que 3 — 5 p=-2.

Assim:

5 5
3——p&o—p=5&p=2.
219 219 p

6+2 4
T,,,=°C (IJ x’Z:IS(lJ x’zzl—sx’z.
2 2 16

. 15
O coeficiente do termo em x7 ¢ E

O termo de grau —7 ¢ aquele em que 3 —%p =-7.

Assim:

5 5
3——p=-To-p=10p=4
2P 2P p

6-4 2
T, =°C (1] x7 = 15(1] x7 :Ex‘7
2 4

O termo de grau —7 ¢ %xq



12 il !
2. 7,,="C,(x¥x) (;J -
1 12-p
- 12Cp[xx x3] (x'3)p =

4 12-p 1()_ip
12 -3 12 -3
=7C,| x° xTP="Cx Xl = 3.

l()—ép—fép l()—Lp

:12Cx 3 :1zcx 3

P P
O termo de grau 3, caso exista, é aquele em que

13
16-—p=3.
317

Assim:

16—§p=3<:>gp=13<:>p=3

T,., = "Cyx* =220x°

O termo de grau 3 é 220x° .
23. A soma dos coeficientes dos termos de uma forma
reduzida de um polindémio P(x) obtém-se substituindo x

por 1. Assim:

1 ’ 5
23.1. [1—2—3x1j =(-2) =-32
A soma pedida é —32 .
7
23.2. (6x1-1°) =5"=78125
A soma pedida é 78 125.

10 10
233 (Y11 (1] I
3 2 6 60 466 175

A soma pedida ¢ —— .
60 466 176

234, (-1 —4x?) =(-5)' =125
A soma pedida é —125.
10
24.1. ) °C, 3 (<2) = (3-2)" =1" =1
k=0

1 senépar
—1 sen ¢ impar

24.4. z”:"ck(—s)“”‘ 4 =(-3+4) =1"=1

k=0

1. Célculo combinatorio e probabilidades

O nimero de maneiras diferentes de escolher os lugares da
fila de trds onde as quatro raparigas se vio sentar ¢ °4, .
Para cada uma destas maneiras, existem 8! maneiras
diferentes de os oito rapazes ocuparem os restantes oito
lugares disponiveis. O niimero pedido é °4, x 8!

Resposta: (C)

Vamos contar os casos em que estd preenchida, com pegas
vermelhas, a diagonal indicada na figura.

Restam duas pecas vermelhas para distribuir por seis
quadriculas e, evidentemente, as quatro pecas amarelas
vao ocupar as quadriculas restantes.

Temos °C, tabuleiros com esta diagonal preenchida e,

como € Obvio, ha outros tantos tabuleiros com a outra
diagonal preenchida. Todavia, ha um tabuleiro como o da
figura que se segue que foi contado duas vezes.

Trata-se do tabuleiro que tem as duas diagonais
preenchidas. Assim, existem 2 x 6C2 —1=29 tabuleiros

nas condigdes enunciadas.

Resposta: (B)

Ha duas letras “A” e duas letras “S”.

Assim, existem '°C, maneiras diferentes de colocar as

duas letras “A” e para cada uma destas maneiras existem
$C, maneiras diferentes de colocar as duas letras “S” e

para cada maneira de colocar as letras “A” e as letras “S”,
existem 6! maneiras de colocar as restantes letras.

O numero pedido é '°C, x °C, x6!=907 200 .

Resposta: (A)

Os numero primos de 1 a9s80:2,3,5¢7.

Duas das quatro faces da piramide ja tém os nimeros
2 e 3, pelo que resta numerar as outras duas faces com os
nimeros 5 e 7; existem 2! maneiras de o fazer. Para cada
uma destas maneiras, existem 5! maneiras de numerar as
faces restantes do poliedro (com os numeros 1,4, 6,8 ¢9).
O ntimero pedido ¢ 2!x5!=240.

Resposta: (B)

Ficha de teste 2

Pag. 22
1.  Existem 'C, maneiras diferentes de escolher trés posigdes
para o algarismo 2.
Para cada uma destas, existem 4C2 maneiras diferentes de
escolher as duas posigdes do algarismo 3. Uma vez

selecionadas as posigdes que os algarismos 2 e 3 véo 6.2

ocupar, restam duas posi¢des disponiveis, que sdo
obrigatoriamente preenchidas com o algarismo 9.

Existem, assim, ao todo, 7C3 x 4C2 numeros diferentes

que satisfazem as condigdes enunciadas.
Resposta: (C)

12

6.1.

Pag. 23

Ha trés casos a considerar
P I P 1

L, ndo pode ser 0
E possivel formar (5x4x5)x2+4x5x5=480 nimeros.

35
1

1 8
(8+8+7)x2=46

L» pode ser 35 ou 53
Existem 46 nimeros.



7.1. Seja n o numero de variedades de fruta existentes nessa 2.1.

frutaria. Uma equac@o que traduz o problema ¢ "C, =378.
; n(n - 1) )
C, =378©T:378<:>n -n-756=0<

124/(-1)" - 4(756)
S n= 2 oSn=-27Tvn=28
Como n>2 , n=28.
Na frutaria existem 28 variedades de fruta.

7.2. Pretende-se escolher, de entre as 28 variedades de frutas

disponiveis na frutaria, seis.
Assim, existem **C, =376 740 maneiras diferentes de

fazer uma salada de fruta nas condigdes enunciadas.

8.1. No conjunto das 13 cartas, pretende-se que os reis estejam
incluidos, pelo que resta escolher nove cartas das restantes
48 cartas do baralho que ndo sdo reis.
#C, =1 677 106 640 maneiras diferentes.

8.2, R D Outras
4 4 44
3 2 8

*C, x *C, x ¥C, =4 253 583 048 maneiras diferentes.

9.  Por exemplo:
Uma empresa tem 18 funcionarios, dos quais 10 sdo

mulheres e 8 sdo homens. 3.1.

Pretende-se formar uma comissido de trabalhadores para
organizaram a festa de Natal.

Sabe-se que a comissdo tera obrigatoriamente trés
mulheres e dois homens, e que a Maria e o Miguel,
trabalhadores desta empresa, ndo querem fazer parte da
comissdo em simultineo.

Quantas comissdes diferentes se podem formar?

Ficha para praticar 5

Phg. 24
1.1.
\% B Total
5 10 15
30 3 3.2.
0 3
Numeros de casos possiveis: °C, =455
Ntmero de casos favoraveis: °C; + '°C, =130
_130_2
455 7
1.2.
1 P
8 A
2 1

Numero de casos possiveis: *C, x 'C, =196
_19 _28
455 65

1.3. Com numero par ha 2 bolas vermelhas e 5 brancas.

[\ >—|U|‘Uj

Numero de casos possiveis:
2C,x°C+C x °C, =5+20=25
25

P=—=5%
455

13

2.2.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

Numero de casos possiveis: 10*

10 10 10 10
Numero de casos favoraveis:
3 ___
1 9 9 9
9° x4
\_, ha 4 possiveis lugares para o 3
9 x4

P="—1"=0,2916
10

Numero de casos favoraveis:

+ Cddigos com exatamente dois algarismos iguais a zero:
*C, x 9% =486

+ Codigos com exatamente trés algarismos iguais a zero:
*C,x9=36

+ Codigos com exatamente quatro algarismos iguais a

Zero:

Existe apenas um cddigo, concretamente o 0000.

O numero de casos favoraveis ¢ 486+36+1=523

O niimero de casos possiveis ¢ 10* =10 000 .

2
A probabilidade pedida é, pela regra de Laplace, .
p p p g p 10000

Numero de casos possiveis: Ix9Ix8x7Tx6=27 216

Numero de casos favoraveis:

— |

8 x 8 x 7 x 6 x
O algarismo das unidades ¢ 5
ou
0
9 x 8 x 7 x 6 x 1
O algarismo das unidades ¢ 0. O ntmero de casos
favoraveis é, portanto, 8 x7x6+9x7x7x6=5712.
A probabilidade pedida é, pela regra de Laplace,
5712 17
27216 81°

De cordo com a Regra de Laplace, dado um espago de
resultados £ , finito, se os acontecimentos elementares
forem equiprovaveis, a probabilidade de um
acontecimento 4 € P(E), é igual ao quociente entre o

numero de casos favordveis ao acontecimento A4 e o
numero de casos possiveis.

O niimero de casos possiveis é 9> x8x7x 6, pois para o
primeiro algarismo temos nove escolhas; para o segundo
também temos nove escolhas porque, se por um lado ndo
podemos utilizar o algarismo 0 nas dezenas de milhar, ja o
podemos usar como algarismo dos milhares

O niimero de casos favoraveis € 5x *4, x4+ °4, ja que:
um nimero ¢ par quando o algarismo das unidades ¢ 0, 2,
4,60u8.

A parcela °4, ¢ o nimero total de nimeros de cinco

algarismos diferentes terminados em 0: °4, ¢ o niimero

de sequéncias de quatro algarismos diferentes escolhidos
delao.



A parcela 8x°4, x4 corresponde aos niimeros de cinco

algarismos diferentes terminados em 2, 4, 6 ou 8.

O fator 4 corresponde precisamente as quatro hipoteses
que existem para o algarismo das unidades.

Para cada uma dessas escolhas, temos 8 hipdteses para o
algarismo das dezenas de milhar, que ndo pode ser zero,
nem o algarismo que ja escolhemos para as unidades.
Finalmente, para cada par de escolhas j4 feitas temos *4,

maneiras de escolher a sequéncia dos trés algarismos do
meio de entre os 8 que estdo disponiveis.
A probabilidade pedida ¢, pela regra de Laplace,
8x 8A3 x 4 x °A4

9’ x8x7x6

4.1.

4.2.

5.1.

5.2.

Pig. 25
Numero de casos possiveis: *°C;

Numero de casos favoraveis:

Mais fichas brancas
do que azuis

(VN Mg‘w
S = NIOO‘}

12C3 8C2 + IZCv4 SCI + 12(:5
Assim, a probabilidade pedida pela Regra de Laplace
PCxC,+ PCx PC + PCy 682
*C 969

5
Numero de casos favoraveis: *C; + °C; .

Numero de casos possiveis: *°C; .
P 2C+"°C; 53

C%c, 969
Como as fichas sdo todas iguais, o numero de casos
possiveis ¢ o nimero de maneiras de escolher um conjunto
de 10 quadriculas de entre 25: *C,, .
No entanto pretende-se que as duas diagonais fiquem
preenchidas. Observe-se a figura que se segue.
o o
o o

Resta uma pega para distribuir por 16 quadriculas. Temos

16 casos favoraveis. Assim, e recorrendo a regra de

Laplace, a probabilidade pedida é 251—6 = 2 .
C, 408595

O ntimero de casos possiveis ¢ *C,, .

O ntmero de casos favoraveis sdo aqueles em que
unicamente uma coluna fica totalmente preenchida.
Comecemos por contar os quadros em que esta preenchida

a coluna representada na figura.

14

5.3.

6.1.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

Restam cinco fichas para distribuir por 20 quadriculas.
Temos *’C, quadros com esta coluna preenchida e,

evidentemente, ha outros tantos quadros com cada uma
das outras quatro colunas preenchidas.

No entanto, ha quadros como o da figura que ndo devem
ser contado, uma vez que apresentam duas colunas
totalmente preenchidas e ndo unicamente uma, como se

pretende.

O numero total de quadros em que as duas colunas estdo
totalmente preenchidas ¢ *C, (escolher duas colunas de

entre 5). O namero de casos favoraveis é *’C,x5-°C, .
A probabilidade pedida, pela Regra de Laplace, é
20 s
GG 0,04
C

10

O numero de casos possiveis ¢ *°C,, .

Contemos agora os casos favoraveis, ou seja, aqueles em
que pelo menos uma diagonal fica preenchida.
Comecemos por contar os quadros em que esta preenchida
a diagonal indicada na figura.

Restam cinco pegas para distribuir por 20 quadriculas.
Temos *°C, quadros com esta diagonal preenchida e,

como ¢ 6bvio, hé outros tantos quadros com a outra
diagonal preenchida.

No entanto, ha quadros como o da figura seguinte que
foram contados duas vezes.

o o
o o
o
o {
o ([ o

Esses quadros sdo os que tém as duas diagonais

preenchidas. Ja estdo nove pegas nas diagonais e, portanto,
ocupadas nove quadriculas.

Resta uma pega para distribuir por 16 quadriculas, o que
pode ser feito, obviamente, de 16 maneiras diferentes.

Ha, entdo, *°C;x2—16 caos possiveis e a probabilidade

pedida, recorrendo a regra de Laplace, é
*C,x2-16
ZOC

10

~0,0095

A linha do Triangulo de Pascal em que a soma dos dois
primeiros elementos com os dois Gltimos elementos é
igual a 22, como o primeiro e o ultimo numeros sdo 1, a



6.2.

soma do segundo com o pentltimo é 20, sendo estes

Lo . o020
iguais entre si, € por iSso iguais a > =10.

Na linha do Tridngulo de Pascal em que o segundo

elemento € 10, os elementos sdo da forma 1°Ck , pelo que
a composicdo da linha é:
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Assim, escolhendo, ao acaso, um elemento desta linha, a

probabilidade de ele ser impar é lil .

O ntimero de casos possiveis ¢ "'C, .

O produto dos dois elementos ndo é superior a 10, apenas

quando sdo escolhidos:

* osdois I — umcaso: °C, =1

= um10eum 1 — quatro casos: °C,x°C, =4

O niimero de casos favoraveis ¢ ''C, - 5.

ll(/w2 _ 5 B E
‘ 11

A probabilidade pedida é

8.1.

8.2.

9.1.

9.2.

Pag. 26
A equacio x” +kx+1=0 éimpossivel em R se e s6 se
kK> —4<0e 2<k<2.
Sendo £ o valor que se obtém no langamento do dado, &
apenas toma os valores: —1 , 1 ¢ 2. Como o dado tem trés
faces com o nimero 1 e uma face com o namero —1,
existem quatro casos favoraveis.

Entdo, a probabilidade pedida é

O\\-b
w\l\J

P(ZuE):P(AmB) -
=1-P(ANB) =
=1-0,25=
=0,75
Portanto, P(Zuﬁ)zms .
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =
= P(4)+1-P(B)-P(4NB) =
=0,35+1-0,3-0,25 =
=0,8
Portanto, P(AU B)=0,8
P(4UB)=1-P(40UB) =
=1—P(Zm§) =
=1-0,2 =
=0,8
Portanto, P(AUB)=0,8.
P(AUB)=P(4)+P(B)-P(AnB) <
& P(4UB)=P(4)+1-P(B)-P(4nB) <
@0,8:0,4+1—P(E)—0,3<:>

@P(E):II—O 8

< P(B)=0

Portanto, P( )

15

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

11.

1. Célculo combinatorio e probabilidades

P(4UB)+P(4)-P(B)=

= P(4)+P(B)-P(4nB)+P(4)-P(B)=

1-P(4)+P(B)-P(4nB)+P(4)-P(B)=

=1-P(ANB)=

= P(4nB)=P(4UB)

P(4UB)-P(4UB)=
P(B)-P(4nB)-[ P(4)+P(B)-P(4nB)]=

=P(4)+1-P(B) - P(4)-
—[I—P(A + (B)—(P(B)—P(AmB))]:
= P(4)+1-P(B)~P(4)+P(AAB) -1+ P(A)-
~P(B)+P(B)-P(4B)=
= P(4)-P(B)

=P(A)+

P(AuB)+P(AmE)=
1= P(AUB)+P(4)-P
1-[P(A4)+P(B)-P(ANB)|+P(A4)-

( (AnB)=
(

—1-P(4)- P(B)+ (AN B)+P(4)-
-P(

P(ANB)=
P(ANB)=

< 12P(AUB) <
< P(AUB)<I1

Esta desigualdade ¢ verdadeira, quaisquer que sejam os
acontecimentos 4 e B , pois a probabilidade de qualquer
acontecimento nunca é superior a um.

Como P(AuB)<1< P(A4)+P(B)=P(40B),

podemos afirmar que esta desigualdade é verdade,

quaisquer que sejam os acontecimentos 4 ¢ B .

11 5

P(AUB)= 5 P(A):§P(B)

P(A|B)=1©m=1@P(AmB):
3 P(B) 3

Por outro lado, P(A\U B)=P(A4)+P(B)-
11 5

SS=3P(B)+ P(B)-P(B)

%P(B) :

P(ANB).

1111

11 11
—=—P(B
15 9 ()

P(B):E:—Q

S < P(B)-

W | W



1. Célculo combinatorio e probabilidades

P(A):éxézl . P(AmB):lxézl 15. Sejam 4, B,C e D os acontecimentos:
9 5 3 355 A : “O participante ¢ ministro”
Temos, ainda, P(A4)xP(B)= 1 x 3_1 €, Como B : “O participante ¢ secretario de estado”
355

C : “O participante ¢ homem”

P(ANB)=P(A4)xP(B), conclui-se que os D : “O participante ¢ mulher”

acontecimentos 4 e B sdo independentes. Sabemos que:
12.1. P(B)xP(4|B)+P(B)xP(A4|B)= = P(4)=P(B)=0,5
<>P<Am3>+P@> Ao - ret-ns
X——== . —
P(B) P(B) P(D|B)—O,7

Pretende-se determinar P(B| D).

Através do teorema da probabilidade total, temos:
(Af”B)Jr (A) P(4nB)=P(4) P(BAD)  P(B)xP(D|B)

P(B|D)= = =
_ (4nB) (B1D) P(D)  P(AnD)+P(BND)
122 P(A | B)
P(B) ~ P(B)x P(D| 4)
_P(B)-P(4nB) P(4)xP(D|4)+P(B)xP(D|B)
P(B) Como P(D|A):P(E’|A):
_P(B) P(4nB)_ =1-P(C|4)=1-0,6=0,4
P(B)  P(B) 0,5%0,7 7
P(4NB) PBID) = S 0a+05%07 11
=1- — P(A | B) > > s 5
P(B) N T
A probabilidade pedida ¢ e
Pag. 27
13.1. Se A e B sdo acontecimentos incompativeis, entdo: 16.1. Niimero de casos possiveis: C, =1326
P(A4UB)=P(A4)+P(B).Logo: Numero de casos favordveis ao acontecimento contrario
2 P(4) o P(4)= 2.1 P(4)= 5 (safrem duas cartas de paus): °C, =78
3 4 3 4 12 Pol_ 78 16
13.2. Se 4 e B sdo acontecimentos independentes entdo: 1326 17
P(A mB) _ P(A)x P(B) _ 1 ><P(A) 16.2. P((A N B) | C) significa a probabilidade de sair uma
4
Por outro lado, sabe-se que: carta de copas que ndo seja figura na segunda extragéo,
P(A U B) _ I;(A) + P(B) _ P(A A B) logo sabendo que saiu o 4s de copas na primeira extragao.
5 |1 Tem-se, assim, que o niimero de casos favoraveis ¢ 51
3 = P(A) + 173 x P (A) = (niimero de cartas existentes no baralho, apds a extragdo
21 | da primeira carta, a qual ndo foi reposta no baralho); o
= 32 =P (A) 1 x P (A) = numero de casos favoraveis ¢ 9 (numero de cartas de
5 3 5 3 5 copas existentes no baralho que ndo sdo figuras, ap6s a
L ZP(A) & P(4) < P(4) 9 extracdo da primeira carta, a qual, por ser o s de copas,
14. Sejam 4 ¢ B os acontecimentos: faz com que o baralho tivesse apenas 12 cartas de copas
A : O aluno escolhido ¢é rapaz” das quais trés so figuras).
B - “O aluno escolhido ¢ moreno” A probabilidade pedida é, por aplicagdo da Regra de
’ 9 3
Sabe-se que: Laplace, —=—.
1 9 51 17
s P(A)=3: P(A):5
— 1 Ficha para praticar 6
. P(B|A)=E e P(B|4)=0,45 Pig. 28
1 1.1.
P(B)=P(4nB)+P(AnB)=
( ) ( ) ( B ) B A \ Total
=P(A)xP(B|4)+P(4)xP(B| A)= 4 5 9
Py () S
==x0,45+—x—= 3 0
32 Numero de casos possiveis: °C,
=0,15 +§ = % +% = 2—30 +é 2 ZOZO = % Numero de casos favoraveis: ‘C, x °C, + *C, x °C,
29 P:4C2><5C1+4C3><4C0:£

A probabilidade pedida ¢, portanto, P(B) 0 °C, 42
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1.2.

3.1.

3.2

4.1.

AV
4 5
3 0
0 3
Numero de casos favordveis ¢ °C, + *C, .
P °C, +°C, _lo+4 1
°C, 84 6

Ao langar um dado equilibrado, com as faces numerada de
1 a 6, a probabilidade de sair nimero multiplo de 3 é igual

1 - I ,
a s = 3 Portanto, a probabilidade de ndo sair um namero

. . 2
multiplo de 3 ¢ igual a 3 Por outro lado, o nimero de

posi¢des, em que as trés faces que t€ém um niimero
multiplo de 3 podem ocupar na sequéncia de seis
langamentos ¢ igual a °C, . A probabilidade pedida é

11222

°C, xlexf —x—x—=0,219
33 3 3 33
em 3 langamentos ndo sai
multiplo de 3
,» €m 3 langamentos sai

multiplo de 3
O Antdnio retira, simultaneamente e ao acaso, duas moedas
do bolso. A quantia, em euros, correspondente as moedas
retiradas € igual a 2 euros, quando e apenas quando, ele
retira duas moedas de um euro. Assim, o niumero de casos

favoraveis ¢ igual a °C, =3 j4 que o niimero de casos

possiveis é igual a *C, =28 . Assim, a probabilidade pedida
¢, de acordo com a regra de Laplace, % .

Sejam 4 e B dois acontecimentos:

A : “As duas moedas retiradas pelo Antonio sdo iguais”
B : “A quantia, em euros, correspondente as duas moedas
retiradas pelo Antonio ¢ igual a 2 euros”

Pretende-se determinar P(B|A4).

O namero de maneiras diferentes de retirar duas moedas
iguais ¢ dado por *C, + *C, (ou retira duas moedas das

trés de um euro ou retira duas moedas das quatro de 50
céntimos). Portanto, a probabilidade pedida, por aplicagdo

’C 1
da regra de Laplace ¢ -———2—=—.
C,+'C, 3
Em alternativa:
3.2 3
pala=FB0A) 877 o8 1
()_pA T3 2 4 37 9 "3
(4) xS oxT
8 8 28

Numero de casos possiveis: 8!
Numero de casos favoraveis:
41x41x2
L» pode ser rapazes nos pares e raparigas nos
impares
maneiras de sentar 4 raparigas nos 4 lugares
pares
maneiras de sentar 4 rapazes nos 4 lugares

impares
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C2x4lx4l 1

5.1.

5.2.

6.1.

6.2.

Psg. 29
P(Z U B) = P(Z) + P(B) -
B)-[P(B)

:P(AuB):l—P(A)+P(AmB)

P(ZmB):

=1-P(4 P(AnB)]=

Substituindo P(ZUB) por 0,45 e P(A) por 0,65:

0,45=1-0,65+ P(4NB) <= P(A4NB)=0,1
P(4)+P(B)-

+P( )- [P
+P(B)-P

:l—P( )+ (Ar\B)
Substituindo P(B) por 0,15¢ P(AN B) por 0,1:

P(AUE) P(A('\E):

=P(4 )xP(4NB)]=

A)+P(ANB)=

P(4UB)=1-0,15+0,1=0,95
1 — 1
. P(A\B):EQP(AGB):EQ
<:>P(A)—P(AmB):i<:>P(AmB):P(A)——

P(4)
0,9
Por outro lado, P(AU B)=P(4)+P(B)
+M-
0,9

- P(4)=0,9P(B) = P(B)=

|

pact
b
D

=

@—P(A) 1 < P(A4)=0,45
0,9 2

Portanto, P(A4)=0,45.

P(A|B)_P(Am3)

P(B)

P(AmB):P(A)—$:O,45—O,1:O,35

P(B)= 5 =08
Assim,P(A|B)= ’355=0,7.
P(4)-P(4nB) 1-P(4)-P(4UB)
P8y P(B)
1-P(4)-(1-P(4UB))
- 05 -
B —-P(A4)+P(AUB)
B P(B)
_ —P(4)+P(4)+P(B)-P(ANB)
B P(B)
_ P(B)-P(4NB)
B P(B)
P(BmZ) P(AmB) _
~ P(B) P(B) _P(AlB)



8.1.

8.2.

10.

Sejam os acontecimentos:
A : “O habitante ¢ um homem.”
B : “O habitante tem menos de 45 anos.”
. P(Z) =0,54 pelo que P(4)=1-0,54=0,46
. P(B|Z) =0,3 pelo que P(E | Z) =1-0,3=0,7
« P(B|4)=0,2 pelo que P(B] A) =1-0,2=0,8
Pretende-se determinar P(A |E) .
P(4nB)  P(4)xP(B|4)

PA= =) " h(anB)s p(and)

P(4)xP(B| 4)
) P(A)xP(B|4)+P(4)xP(B|4)
_ 0,46x0,8 _ 0,368 :ﬁ
0,46x0,8+0,54x0,7 0,746 373
Pretende-se determinar P(A4U B).
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=
= 0,46+ (1-0,746)— P(A)x P(B| 4) =
=0,46+0,254—-0,46%0,2 =

su
500

Os acontecimentos 4 ¢ B sdo independentes se e
somente se P(4NB)=P(A)xP(B)

=0,46+0,254—-0,092 =

P(AnB)= o P(4UB) -1
<:>1—P(AuB):§<3
<:>P(AUB):§<3

2

< P(4)+P(B)-P(ANnB)==<

3
©1-P(4)+P(B)-P(4nB)=

[SSRRN)

Substituindo P(Z) por % e P(B) por % , vem

1—g+l—P(AmB):g
3 2 3

@é—P(AmB):ga
6 3

& P(ANB) :%
Por outro lado, P(A)x P(B)= [1 - P(Z)J x P(B)=

2y 1 1 1 1
=[1-=|x—=—x—=—
3)2 3 2 6

Conclui-se, portanto, que 4 e B sdo acontecimentos
independentes, pois P(4NB)=P(A)xP(B).

P(C | (A mg)) significa a probabilidade de a segunda

bola extraida ser vermelha ou verde sabendo que a
primeira bola extraida tinha um numero par e era
vermelha. O niimero de casos possiveis ¢ 11 (depois de ser
retirada a primeira bola, restam 11 bolas no saco). O
numero de casos favoraveis ¢ 7 (existem no saco 4 bolas
verdes e 3 bolas vermelhas, pois a primeira bola extraida

era vermelha e néo foi reposta no saco).
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Portanto e, por aplicagdo da regra de Laplace, a

probabilidade pedida ¢ 1—71 .

11.1. Sejam os acontecimentos:

E : “a maquina teve problemas elétricos”

M : “a maquina teve problemas mecanicos”
P(M)=0,2 ; P(E|M) =0,15 ¢ P(E|M)=0,3

A maquina para de funcionar imediatamente quando tem
problemas elétricos (podendo ou ndo ter problemas

mecanicos).
Assim, pretende-se determinar P(E).

P(E)=P(M)xP(E|M)+P(M)xP(E|M)
=0,2x0,3+(1-0,2)x0,15

9

=0,18 =—
50

A probabilidade pedida é % .

11.2. Pretende-se determinar P(M | E) ja que a probabilidade

12.

pedida ¢ a probabilidade de ter ocorrido um problema
mecanico na maquina sabendo que esta ndo parou o seu
funcionamento (se ndo parou ¢ porque nio teve problema
elétrico).

Construindo um diagrama de arvore, vem que:

0,3

M
0,2 0,7 _
E
08 0,15 E

M
0,85 B

P(M~E
P(M|E)_ (P(E) )_
P(M)xP(E|M)
- P(ﬁmf)+P(M mf) -

P(M)xP(E|M)
- P(M)xP(E|M)+P(M)xP(E|M)
. 02x07 7
©0,8%0,85+0,2x0,7 41

A probabilidade pedida é % .

+  P(4nB)=P(4)xP(B)

— o P(4nB) P(B)-P(4nB)
SR e
P(B)-P(4)xP(B)

= P(B) =
:P(B)[I_P(A)] :l—P(A):P(Z)

P(B)



— o _P(BoA) p(a)-P(anB)_

A TR
_P(4)-P(4)xP(B) _P(4)[1-P(B)] _
P(4) P(4)
=1-P(B)=P(B)
P[(4nB)NB]

_P[4n(B0B)| pang) P@)_ o

Ps)  P(B)

Por outro lado, P(A4) < P(B) , dai que:
P(4)<P(B)<1-P(4)<1-P(B)<

= —P(Z) < —P(E) =

= P(Z) > P(E)
P(A4)x P(B)#0,peloque P(A) eP(B) sdo
probabilidades nao nulas.
Portanto, 0 < P(E) < P(Z) , ou seja,
P((AmB)|E)<P(E|A)<P(Z\B) .

13.1. Sejam os acontecimentos:

F : “O automovel é um grande familiar”
E : “O automovel ¢ um executivo”

M : “O automdvel é um monovolume”
A : “O automovel é preto”

P(E)=0,5, P(M)=0,2,P(F)=1-(0,5+0,2)=0,3,

P(A|E)=0,7, P(4|M)=0,4 ¢ P(4)=0,55
Pretende-se determinar P(F |2)

Construindo uma tabela, tem-se
*  P(ANE)=P(E)xP(4|E)=0,5%0,7=0,35

- P(4nM)=P(M)xP(4|M)=0,2x0,4=0,08

F E M Total

A 0,08 | 0,35 | 0,12 | 0,55

A 022 | 0,15 | 0,08 | 0,45

Total | 0,3 0,5 0,2 1

P Z)_l 0,55=0,45

Ny

P

(
(
i
(

mE) 0,5-0,35=0,15

Ny

mF) 0,45-0,08-0,15=0,22

(FﬂA) 0,22 22

P () 0,45 45

F|4)=

13.2. O ntimero de casos possiveis & igual a *°C; .
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55% de 120 ¢ igual a 66, pelo que existem 66 automoveis

pretos e, evidentemente, 54 que néo sdo pretos. O numero
de casos favoraveis ¢ igual a “C, x *C, .

A probabilidade pedida ¢, por aplicagdo da regra de
%C,x*C, 69 960

~34% .
e 230609

Laplace,

P(i1n)-

i u(CmA)] _
P(4)
P(BNA)+P(CnA)
P(4)
sdo incompativeis, uma vez que BNC =J
P(BNA) P(CmA)i
~P(4)  P(4)
=1-P(B|A4)-P(C|A4)=

=1- ,pois Bn4d e Cn4

=P(E|A)—P(C|A)=
1
34 12

Ficha de teste 3

Pag. 32
Seja n o segundo elemento dessa linha.
n*> =961, portanto, n =m<:>n=3l .
Na linha do Tridngulo de Pascal em que o segundo
elemento é 31, os elementos sdo da forma *'C, , pelo que,
recorrendo a calculadora, podemos verificar a composigao
da linha:
1 31 465 4495 31465 169911
4495 465 31 1
Assim, existem dez elementos dessa linha que séo
menores que 10° (os cinco primeiros e os cinco ltimos) e

169911 31465

como a linha de ordem 31 tem 32 elementos, existem
32-10=22 elementos superiores a 10° , donde, a
probabilidade pedida é 22 = 1 .

32 16
Resposta: (B)
O termo geral do desenvolvimento de A(x) é

Y

10 40-4p -~ 10 40-5
=TC T =00 XY



Pretende-se determinar o coeficiente do termo em x"
pelo que:

40-5p=15<5p=40-15< p=5

Trata-se do 6.° termo, substituindo p porSem 7

p+l”
T, ="Cx" o T,=252.
Portanto, k=252
Resposta: (D)
+ P(4UB)<l

P(4)+P(B)-P(4NnB)<le
<0,7+0,5-P(4NB)<1< P(ANB)20,2

+ P(ANB)<P(B)
P(4NB)<0,50,2<P(4NB)<0,5<
& —0,5<-P(ANB)<-0,2< P(B)=0,5
<0<P(B)-P(4nB)<0,3=
©0<P(4nB)<0,3

Dos valores das opgdes o tnico que pode ser ¢ 0,15.
Resposta: (A)

Trata-se da probabilidade de comer a maca sabendo que
ndo tem fome, ou seja, P(A4|B) e como esta

- . 1
probabilidade ¢ igual a 3 temos que P(A | B) =

W | —

Resposta: (B)
Os acontecimentos 4 e B sdo independentes se e
somente se P(4NB)=P(A)xP(B).
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=
= P(4)+P(B)—P(A)x P(B)=
=0,6+0,5-0,6x0,5=0,8
Resposta: (C)

No dado viciado a probabilidade de sair face com o

, L 1
numero 1 ¢ igual a 3’ portanto, neste dado a

probabilidade de ndo sair face com o numero 1 ¢ igual a
1 2 .
1- 3 = 3 Como as restantes faces tém igual

probabilidade de ocorrer, temos que a probabilidade de

sair cada uma delas ¢ igual a % :5= % . Assim a

probabilidade de sair face 3 no daco viciado € igual a % .

No dado equilibrado esta probabilidade é é .

Sejam os acontecimentos:
A : “Lanca o dado equilibrado”
B : “Sai a face com o namero 3”

1 B
6

1 A

2 5 —
5 B
2 B

h 15

2 A
13 _
15 B

7.

8.1.

8.2.
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Pretende-se determinar P(Z | B) .
_ P(4AnB
P(4|B)= (P(B) ):

P(4nB) )
P(4nB)+P(4nB)

P(A4)xP(B|A) )
~ P(4)xP(B|4)+P(4)xP(B|4)

1.2 1
215 15 _4
12 113
2157256 20

A probabilidade pedida é g .

P[(ﬁ) | B] =p[(4uB)1B]-
_H(4vB)nE]

P(B)
[(AmB)u(BmB)J
)

P(B
[(A NB)uU @]
P(B)

P(AmB) ‘ Como A e B sao dois
== acontecimentos independentes, temos
P(B) que P(ANB)=P(A)xP(B).
_P(4)xP(B) _ P(4)

P(B)

Sejam os acontecimentos:
A : “Sair bola azul”

B : “Sair face com numero multiplo de 3 no langamento

do dado”

P(B)—%:

1 . - 2
§,p01s B={3,6}, logo, P(B):E

5 —

P(4]B)=3 ¢ P(4|B)==
Aplicando o teorema da probabilidade total:
P(A4)=P(B)xP(A4| B)+P(B)xP(4|B) =

15,2317

378 3 4 24

A probabilidade pedida é 2—1 .
A caixa 2 contém, no total, 4+ n bolas.

Uma equagdo que traduz o problema é:

‘C,x"C, 2 3xn 2
we, 5T )G s
2
6n

S—F—F— <= E<:>30n 2n* +14n+24
n+Tn+12 5

on+Tn+12=15n=n>-8n+12=0
8+(-8)" —4x1x12

2
O valor de n tem de ser um numero natural, logo

<Sn= Sn=6vn=2

n=2vn=06,pelo que o problema tem duas solugdes.



