Maximo do Aluno: Rumo ao Exame!

Teste de avaliacio 1

1.
2.
3.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.

7.1.
7.2.

8.1.

8.2.

Pags.3 e 4

Resposta: (B)

Resposta: (C)

(A) Quando x = —1, temos (—1)71+1 = (—1)0 =1, pelo que a
proposigio Ixe 4: (~1)"" =1 ¢ verdadeira.

(B) Vxe 4, ~(x2 SO)@VxeA, x> >0, pelo que a
proposigdo é falsa, pois 0 € 4 e 0% >0 ¢ falso.

© |-1]=1,
Vx e A,

0/=0 e |l| =1, pelo que a proposigdo

x\ <1 é verdadeira.

(D) Quando x = -1, temos J-1=-1, pelo que a proposi¢ao
Jxed: Yx =—1 ¢éverdadeira.

Resposta: (B)

Dz{xeR: —x’ >0} <:>D={xe]R: x2<0}

O quadrado de qualquer niimero real ¢ um niimero real nio

negativo, logo D=9

Resposta: (D)

Como ~a = b ¢é uma proposicdo falsa, entdo ~a tera de

ser uma proposicdo verdadeira (e, por conseguinte, ¢ tera de

ser falsa) e b tera de ser uma proposigdo falsa.

(A)
a b asb
F F A\
(B)
avb ~(avb)
F A\
©)
alb| ~b | an~b | ~b=>(ar~Db)
\ F F
D)
a b b=a
F A\

Resposta: (C)

LNnP=L={XeA:X &losango}
RNP=R={X eA:X éretangulo}
LNR={X e A:X équadrado}
LNnQ={X e A4:X équadrado}
PUQ={X eA:X éretangulo}
Se esta quente e ndo esta sol, entdo esta quente.
Esta quente ou ndo esta sol, se e somente se, esta sol e ndo
esta quente.
(p=a)r(p=r)e (~pva)a(~-pvr)e
o-pv(gnr)e
o p=>(qnar)
p=(qvr)e~pv(gvr)e
e (-pvy)vre
o~ (pr~q)vre

e(pr~q)=r

9.1.

9.2.

9.3.
9.4.

10.

. Bz{xeR: —§>—4}:{xeR: —x>—8}

={xeR: x<8},peloque B=]-o, §
-Cz{xe]R: 9+3x20}={xeR:x2—3}
pelo que C=[-3, +oof
Assim, BNC =], §{n[-3, +oo[=[-3, §[.
Az{xe]R: —2x<0}:{xeR: 2x>0}:
={xeR:x>0},peloque A=]0, +oo[
Assim, A\NC=]0, +oo[\[-3, +o0[ =D .
6:]—00, —3[
C\(4nB)=[-3, +o[\(]0, +o[N]-, 8]) =
[-3., +o[\]0., §[=
[-3. 0]U[8. +f

PO ={ D, {1}, {2}, 3}, (1,2}, 41,3}, {2, 3},
{1,2,3}}

PB)={D . {1}, {2}, 3}, (4}, (1.2}, (1,3}, {1,4},
{2,3},{2,4},{3.,4},{1,2,3},{1,2,4},
{2,3,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}

P(B)\P(C)=

={{4}.{1,4}.{2,4}.{1,2,4}.{1,3,4},{2.3,4},{1,2,3,4}}

Teste de avaliacao 2

1.

Pags.5e6

V125 =35 oV =5 o
<:>3/5>3=3/§<:> 6:\3/537=3/§<:> x/§=%/§—>Falso

Assim, a proposigdo p ¢ falsa.

S SO ¥ S ok ) I /)
2432 2 (2+3ﬁ)(2—3ﬁ) 2
7(2-3V2) 32 7(2-32) 32
S S B A SN S A . e
22_(3ﬁ) 2 4-18 2
12-32) 52 23 32
ey Ty et Ty
@—1+¥:—1+¥—>Verdadeiro

Assim, a proposicdo g ¢ verdadeira.

p q r=49q
F \Y \Y
p q pbv4q
F \Y \Y
p ~p q ~pPNg
F \Y \Y \Y
P ~-p q ~q ~P=>"9
F \Y \Y F F

A proposicdo falsaé ~ p &~¢q .
Resposta: (D)



A:{xeN: x3—4x:0} :{xeN: x(x2—4):0}=
:{xeN:x:0vx2—4:0}=
={xeN:x=0vx=—2vx=2}

A= {2} , pois 0 e —2 ndo sdo niimeros naturais.

Por outro lado:

* x+2=0< x=-2,-2¢éaraiz do polindmio x + 2;

e x-2=0<x=2,2 ¢araiz do polinémio x — 2;

s X’ +4=0< x> =—4, impossivel em R, pois

VxeR,x*+4>0.
. x2+2x:O<:>x(x+2):0<:>
Sx=0vx+2=0x=0vx=-2
0 e -2 sdo as raizes do polinémio x* +2x .
Assim, a proposi¢do verdadeira ¢é:
dx e A: x éraiz do polindmio x — 2
Resposta: (B)

3
=34 =43 =427

Como 4" =3: (4*)%
Resposta: (A)
=[34(x)+ B(x)] —2C(x)=

=[3(x—1) +(-3x* +2x+ 1)]2 ~2(x —2x+1)=

3x% — 6x +3-3x> +2x+1) —2% +4x-2=

[3(x* ~2x+1) 3x2+2x+1T—2x3+4x—2=
(
=(-

4x+4) —2x’ +4x-2=

=-2x" +16x> —28x +14

Resposta: (D)

(x=1)">x(x*+9)-10=
o(x-1)'(x-1)>x+9%x-10
e (¢ —2x+1)(x-1)>x" +9x-10 =

S - -2+ 2x+x-1>xX +9x-10 =
S X -3 +3x-1>x+9x-10 =
& -3 -6x+9>0<
o xP+2x-3<0
Determinemos as raizes do polinémio x* +2x —3 :

2+ [4-4(=3
x2+2x—320<3x:f()<:>

2+
2_4<:>x:1\/x:—3

X =

Voltando a inequagdo:
X' +2x-3<0 & (x—-1)(x+3)<0

Construindo um quadro de sinais, tem-se:

X —00 -3 1 +00
x—1 _ _ _ O
x+3 _ 0 + +
x=1)(x+3) T 0 _ 0

6.1.

6.2.
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Assim, (x—l)(x+3) <0 xe ]—3 s 1[
Resposta: (B)
P(—6)+P(—5) =

=(~6+5)" +(-6+6)" ~1+(-5+5)" +(-5+6)" ~1=

=(—1)2"+0—1+0+1"—1=[(—1)2T+1"—2=
=1"+1"-2=1+1-2=0
Sabemos que 7 = 1, pelo que P(x):(x+5)zx1 +(x+6)1 -1,

reduzindo o polinémio P (x), tem-se:
P(x):x2 +10x+25+x+6-1 <:>P(x):x2 +11x+30

Assim, tem-se que:
P(x)<T(x) S +11x+30<2x" -15x+39 &

< 3x7+26x-9<0

~26£,/676—4x3x(-9)

3x +26x-9=0<x = S =
26128 -26-28 -26+28
SX=—"TF X = VX= =
6 6 6
1
Sx=-9vx=—
3
Voltando a inequagio:
3x* +26x-9<0 <:>3(x+9)[x—%)<0c>
1
@(x+9) x—g <0
Construindo um quadro de sinais:
1
X —o0 -9 3 +00
x+9 - 0 + + +
. 1
-= - - - +
3 0
1
(x+9)(x—§j + 0 - 0 +

. 1 1 .
Assim, (x+9)[x—§J<0 o xe }—9 , g[ , ou seja,

P(x)<T(x) & xe }9 : %[

Para fatorizar o polindmio A(x) =2x’ —13x* +22x -8

experimenta-se, como possiveis raizes, os divisores inteiros
do termo independente (no caso —8) que sdo -8, 4, -2, -1, 1,
2,4 ¢ 8. Como para A(Z)z 0 vamos fatorizar o polindmio

recorrendo a regra de Ruffini:

2 -13 22 -8
2 4 -18 8
2 -9 4 0
9+.,/81-4x2x(4 +
2% —9x+4=0x= ( )<:>x=9_7<:>
4 4
9+7 9-7 1
X=——VvVX=—— Sx=4vx=—
4 4 2



8.1.

8.2.

A(x):0<:>2(x—2)(x—4)[x—%J:0<:>

<3x:2vx:4vx:l
2
, s L1
As raizes do polindmio 4 (x) sdo 5 2 e 4, pelo que as

. 1
dimensoes do paralelepipedo sdo 3 2¢e4.

AB+DC
AB+DC _, _

Area do trapézio [ABCD] =

:422%(4—[12) =(2+a)x(4-a*)=

=8-2d’+4a—a’=8+4a-2da*-a’
T(a)29A0<a<2<e

<8+4a-2a°a’29A0<a<2

& —1+4a-2a*-a*>>20A0<a<?2
Para fatorizar o polinémio —1+4a—2a’>—a’, temos que
experimentar, como possiveis raizes, os divisores inteiros do
termo independente (no caso —1) que sdo —1 e 1.
Como para ¢ = 1 o valor numérico do polindmio ¢ zero,
significa que 1 ¢ raiz do polindémio.

Pela regra de Ruffini, tem-se:

-1 -2 4 -1
1 -1 -3 -1
-1 -3 1 0

3+4/13
= > =N

—a*-3a+1=0a=

3+v9+4
= > =a

Vi3 +3 J13-3
=— va=
2 2
Voltando a inequagdo, tem-se que:
“1+4a-2a"-a*>0A0<a<2 <

<:>—(a—1)[a+3+\/EJ[11—\/1—32_3J20/\0<11<2

2
<:>(a—l)[a+3+\/E][a—\/1_32_3]S0/\0<a<2

2
3+\/E

2

Sabendo que Va €]0,2[, a+ >0 e considerando

J13-3

a, = , construiu-se o quadro de sinais seguinte:
2

a 0 a, 1 2

a-1 - - - 0 +

@=th - 0 + + +

Produto + 0 - 0 +

J13-3 }
=

T(a)29/\0<a<2<:>a1SaS1<:>ae{ ,1

2
{\/13—3 }
Sae 1

2

Interpretacio: A area do trapézio [ABCD] ¢ maior ou igual

V13 -3 1}.

a 9 quando ae|: 2
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9.1 R(x)=0& x' -3 +2=0e (¥*) ~38+2=0

Substituindo x? por y, tem-se:

3i\/9—4><1><2C> 3+1

P3y+2=0y= =
7 Y 7 2x1 Y 2
3+1 3-1
Sy=——Vvy=——->y=2vy=1
2 2
Voltando a variavel x, tem-se:
X=2vxl=leox=— 2vx=\/5vx=—1vx=1
92, R(x)=(x++2)(x=v2)(x~1)(x+1)
Construindo um quadro de sinais, tem-se:
X —00 ~2 -1 1 \/E +00
x+42 - 0 + |+ + |+ + + +
x—~2 B B B B B B B 0 "
x=1 - - - =1 - ol + + +
il - - — o + |+ + + +
RO+ Lo | - |o] + o] - |o] +
R(x)SO@xe[—\/E, —IJU[I,\/E]
4 4

9.3. = =

R(32)+5(4) (%/5)4—3(%/5)2 +2+3(34)-2

4 4 4
_W—Sxi/z+2+3x3/2—2_i/2_4_\3/23x2_
_ 422 _ax¥a_2xda_ oo

22 2 i/ixi/; %/; 2

Teste de avaliacio 3 Pags.7e8

1. ¥ -2x+y'+6y+8=0<
S x*—2x+14+y" +6y+9+8-1-9=0
Sx’=2x+1+y*+6y+9-2=0
o (x-1)" +(y+3)" =2
A circunferéncia tem centro no ponto de coordenadas (1 , —3)
¢ raio igual a V2 unidades, pelo que a proposicdo p ¢

verdadeira e a proposicdo ¢ ¢ falsa. Assim, tem-se que:
e ~pngq éfalsa,pois ~VAFS FVvF<&F

* ~ p=gq éverdadeira, pois ~V=>F<oF=>F<V
* p<<~gq éverdadeira, pois Veo~Fo Ve Ve V
e pvgq éverdadeira, pois VVF & V

Resposta: (A)
2. Osvetores éi e V sdo colineares quando e apenas quando
-2 k

\/§+3:Z
3 ~ -8(V5-3)
3 T () a)
-8(v5-3) -8(v5-3)
Sk= 5 Sk= =

e T
s(E

5-9 —4

= (\/§+3)><k=—2><4<:>

=



e k=2(V5-3) o k=2J5-6
Resposta: (C)
2x+A=-3 2x-3=1
AeR<s ,AeR
2y+4=4 2y+4=41
2y+4="2x-33y="2x-3-4 <2y="2x-7T<
7

Sy=-x-—
4 2

Assim, a equagdo reduzidadaretaré y=—x— >

Resposta: (B)
144x> 225y 32 400

144x> +225y =32 400 < + = =N
32 400 32400 32 400

xZ 2

=5 e
Assim, tem-se que, @’ =225, ou seja, a =J225<a=15¢
B> =144, pelo queb =144 < b=12.
Como a > b, tem-se que a” =b*> +c.
225=144+¢* < ¢* =81, pelo que ¢ =~/81 < ¢ =9
Assim, A(-9, 0) e B(9, 0) e a abcissa do ponto Q ¢ igual
a -9, tal como a abcissa do ponto M . A abcissa do ponto P ¢é

igual a 9, assim como a abcissa do ponto N.
Por outro lado, os pontos M, N, P e Q pertencem a elipse, dai

que:
-9 2 2 2
(), > o8 Ly 8
225 144 225 144 144 225
V144 , 144x144 , 2304
— oY E——— oy E—
144~ 225 225 25
oo [B04 a8 48
== 25 Y 5 V= 5

48 48 48 48
-9, — |, M| -9, —|, P|9, —|eN|9, —
5 5 5 5
A érea do retangulo [MNPQ] ¢ igual a E’xﬁ,ou seja, €

igual a 2x9x2x%:345,6.

Resposta: (D)

(-2, —6) e v(3, —4)

1. . 1. 1 .1
fv:2w+fu<:>f(3, —4):2w+7(—2, —6)@
2 4 2 4

Resposta: (C)

6.1.

6.2.

6.3.
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O triangulo [POR] ¢ retangulo em R, quando e apenas

quando, [d(P, Q)] =[d(P. R)] +[d(R. 0)]

< d(P,0)=y(11+3)’
142 +(-2) =

(5+3)" +(k-10)" =

+(8-10)" =

«d(P,R)=

=8 +(k—10) =
64+(k-10)" =

=64+ k> — 20k +100 =

VK —2—k+164
(11-5)" +(8—k)" =

=6 +(8—k) =

d(R, Q)=

36+(8—k)' =
=36+64—16k+k* =
=k* =16k +100
Substituindo na equacgao (1), tem-se que:

(v200) (\/kz 20k+164) (\/k2—16k+100)2<:>

< 200=k* 20k +164+ k> —16k +100 <
< 200 =2k* —36k + 254 <

<2k -36k+64=0<

Sk -18k+32=0<

18+4/(~18)" —4x1x32
k= =
2x1

©k=18+14vk=18_14©
2 2

+
<:>k:18_14

Sk=16vik=2
Logo, k=2vik=16.
O centro da circunferéncia é C que ¢ o ponto médio do

segmento de reta [PQ].

C[—3+11 ’ 10+8J<:>C(4= 9)
2 2

O raio da circunferéncia ¢ igual a d(C , P) ou d(C 0).
d(C, P)=y(4+3) +(9-10) =7 +(-1)’ =

Assim, a equagdo reduzida da circunferéncia de didmetro
[PO] & (x—4)" +(y-9) =50.

O ponto R pertence & mediatriz do segmento de reta [PQ],

quando e apenas quando, d(R , P)=d (R , Q).
Por 6.1., R(5, 2) ou R(5,16).
- R(5,2)
d(R, P)= \/5+3 (2-10)° =8 +(-8) =128
d(R . 0)=(5-11) +(2-8)’ =J(—6>2+<—6>2 V72
* R(5,16)

d(R, P)=4(5+3)" +(15-10)" =~/8>+6> =+/100=10

d(R, 0)=\(5-11) +(16-8)" =J(~6)’ +8* =10=10




7.1.

7.2.

8.1.

8.2

8.3.

Assim, R (5, 2) ndo pertence a mediatriz do segmento de
reta [PQ], jaque d(R, P)#d(R, Q).

No caso de R (5, 16), este pertence a mediatriz do segmento
de reta [PQ], pois d(R s P) = d(R s Q) .

C=A+24E ¢ D=B+2BE

. E:E—A=(§, —%}(3’ ‘6):(_1 : %J

2
-ﬁ:E—B:(E, —éj—(6, _2):(_Z, _ij
2’ 2 2’ 2

Logo, C:A+2E:(3, 6)+2(_% , % -

=(3, =6)+(-1,7)=(2,1)
D=B+2BE=(6, —2)+2(—z, —1J:

27 2
=(6. =2)+(

7, —1)=(-1, -3)

O centro do circulo inscrito no quadrado [ABCD] ¢é o ponto

E (% , —%) . O raio do circulo ¢ igual a metade do

comprimento do lado do quadrado [ABCD].
Rai d(4,B) (6-3)+(2+6) 314 5
aio = = = ==
2 2 2 2
Logo, a inequacdo reduzida do circulo inscrito no quadrado

2 2
[ABCD] é (x—éJ +(y+éJ Sé.
2 2 4

A reta ¢t tem a direcdo do vetor (3\/3 s

declive ¢ igual a 2. ~2V5 .

-6
W5 5 5
25

t: =——x+b
’ 5

- 6) pelo que o seu

3
Como o ponto A[_E R 2) €t, tem-se que:

2_—2*Ex(—3j+b®z3*/—+b pon V5
5 2 5
25 35

Logo, a equagéo reduzida daretaté y = —? +2-— -
As retas r e ¢ sdo paralelas quando e apenas quando tém a
mesma dire¢do, ou seja, os seus vetores diretores sdo
colineares.

(3\/§ , — 6) sdo as coordenadas de um vetor diretor da reta ¢

e (2, a) as de um vetor diretor da reta r.
Estes vetores s@o colineares quando e apenas quando,
2 a -12 4 45
EZZQa:EQa:ﬁCQZ_?
Seja I o vetor pedido.
ii et sdo colineares quando e apenas quando existe um

numero real k tal que 7 = kii .
Assim: T =k(35 , —6) <7 =(3J5k , —6k)
Por outro lado, pretende-se que o vetor 7 tenha norma igual

a3, pelo que:

[ =3 < (335K , ~6k)| =3 =

Maximo do Aluno: Rumo ao Exame!

(3V5k) +(~6k) =3 &
a5k £36k* =3 =8I =3 &

o8l =3 ok’ =

81 27
1 1 -1 |
ohk=— /ka: /7 Shk=—evk=—— o
33 33

RE:

S k= k
9

O vetor ¢ colinear a i , de sentido contrario e de norma 3

3 sSkk=—o

tem coordenadas:
o5 oot B 2B

9 3 3

=

s

3 3

5%

Teste de avaliacio 4

Pags. 9e 10
A(a-2,a,a) e B(2-2a,a,3),com a<-3racR.

Seja M o ponto médio do segmento de reta [4B].

M a—2+2—2a’a+a’a+3 oM ;a’a’a+3
2 2 2 2

Assim, tem-se que:
-a 3 .
. a<—3<:>—a>3<37a>5, pelo que a abcissa do ponto M

¢ positiva.

= a <-3, pelo que a ordenada do ponto M ¢ negativa.
a+3
-a<—3<3a+3<—3+3<3a+3<0<:>T<0,peloquea

cota do ponto M ¢ negativa.
Apenas as coordenadas apresentadas na opg¢ao (C) satisfazem
as condi¢des enunciadas.
Resposta: (C)
A superficie esférica S é definida por:

4y 420 =2 2x+ 672y + 2422 +20=0
Determinemos a sua equagdo reduzida.

X =22x+ 462y + 2+ 2422 420=0

o= 22x+2+17 +6\2y +18+ 22 + 22z +
+2+20-2-18-2=0<

<:>(x—\/§)2+(y+3\/5)2+(z+\/§)2:2

A superficie esférica S tem centro (\/E ,—3\/5 ,—\/5 ) e raio

igual a V2.
Logo, os planos de equagdo y = 3V2-2 y= 42 e

y= B2+ y= 242 sdo tangentes a superficie
esférica S. Assim, os valores reais de a para os quais o plano

de equagdo y =a tem interse¢@o ndo vazia com a superficie
esférica S'sdo a € |:—4\/E ,— ZﬁJ .

Resposta: (C)



6.1.

6.2.

W=R+PO< W=(1,b,2)+0-P&

=(1,b,2)+[(b,2,3-5")-(-2,1,4) | &
ew=(1.b.2)+(b+2.1,-b"-1)=
<:>W:(b+3,b+1,—b2+1)

O ponto W pertence ao eixo Ox quando e apenas quando tem
ordenada e cota nulas, assim vem que:

b+1=0A-b"+1=0= b+1=0AD" =1
<:>b=—1/\(b=—1vb=1)<:> b=-1
Resposta: (A)

3 .
=1, logo o ponto médio do segmento de

te[—1,3]e_1

reta [AB] corresponde ao ponto que se obtém quando se
substitui # por 1 na condigéo:

(x,y,z):(—Z,1,4)+t(—4,5,2)

(x,y,z):(—2,1,4)+(—4,5,2)<:>
Resposta: (B)

(x,y,z):(—6,6,6)

Um vetor diretor da reta r €, por exemplo, ?(0 1, 0) , pelo que a

reta r € paralela ao eixo Oy e, consequentemente, a proposi¢ao p ¢
verdadeira.

Por outro lado, § (O ,—2, 1) ¢ um vetor diretor da reta s, pelo

que a proposicdo ¢ ¢ falsa.

Pl 4q|~pP|~4q| PA~4q| PVYq| ~q=>~P| ~P =9
VIFl F| V v v F v

Resposta: (C)

= Coordenadas de F
VE(1,-1,-2)
E=V+VE=(1,2,8)+(1,-1,-2)=(2,1,6)
F=E+EF=(2,1,6)+(0,2,0)=(2,3,6)

= Coordenadas de G
VG(-1,1,2) e VG=G -V
(-1,1,-2)=G -V & (-1,1,-2)=G~(1,2,8)
< G=(-1,1,-2)+(1,2,8) = G=(0,3,6)
Logo, G(0,3,6).

» Coordenadas de VA
H=G+GH=G+FE=

=(0,3,6)+(0,-2,0)=(0,1,6)

VH=H-V=(0,1,6)-(1,2,8)=(-1,-1,-2)

a) A area da base da pirdmide ¢ igual a 64 unidades
quadradas, pelo que o lado da base da pirimide mede
8 unidades (/64 =8).

Assim, d(A,B)=8 e como d(E,F)=2 (norma do

vetor ﬁ) e os tridngulos [4ABV] e [EFV] sdo
semelhantes, tem-se que VB = 4AVF .
“VF=F-V=(2,3,6)-(1,2,8)=(1,1,-2)

7.1.

7.2.

7.3.
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» VB=4VF =4(1,1,-2)=(4,4,-8)
Por outro lado:
D=V +VD=V +4VH =

:(1,2,8)+4(—1,—1,—2):
:(1,2,8)+(—4,—4,—8):
:(—3,—2,0)

Logo, D(—3,—2,0).

b)  Um vetor diretor da reta DV ¢, por exemplo, DV .
DV=V-D=(1,2,8)-(-3,-2,0)=(4,4,8)

Assim, uma equagao vetorial da reta DV é
(x,,2)=(1,2,8)+k(1,1,2),keR.

EF = F —E =(0,6,0)
EA=(0,0,-6)
EH =(~-6,0,0)
A=E+EA=(2,-3,1+3)+(0,0,-6) = (2,-3,-5+/3)
B=F+Ed=(231+3)+(0,0,-6)=(2,3,-5+3)
6,0,0):(—4,—3,1+J§)

( ~6,0,0)=(~4,3,1++3)
D= A+EH =(2,-3,-5+/3)+(6,0,0) = (~4,-3,-5 +/3)
3,—5+J§)

H =E+EH =(2,-3,1+3) +(

G=F+EH= 2,3,1+J§)

C=B+EH =(2,3,-5+/3)+(-6,0,0)= (4

Um vetor diretor da reta AG ¢, por exemplo, AG .
TG:G—A:(—4,3,1+J§)—(2,—3,—5+J§):

= (—6 ,6, 6)

Assim, um sistema de equagdes paramétricas da reta AG é:
x=2-64
y=-3+64
z=-5+3+64

, AeR

a)  HF=F-H=(2,3,1+3)(

~4,-3,1+43) =

= (6 ,60, 0) . Logo, o segmento de reta [ HF] pode ser

definido por:
(x,7,2)=(~4,-3,14/3)+k(6,6,0), ke[0,1]

b) A esfera tangente a todas as faces do cubo tem centro no
centro do cubo, ou seja, no ponto médio do segmento de
reta [EC] e raio igual a metade da aresta do cubo.

Seja W o centro da esfera.

[2—4 343 l+\/§—5+\/§]
w =

s

2 7 2 2
<:>W(—1 0,_4+22J§j©W(—1,0,—2J§)

O raio da esfera ¢ igual a 3 unidades.

Assim, a esfera tangente todas as faces do cubo pode

ser definida por (x+1)2 +y2 +(z+2—\/§)2 <9.
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7.4. O conjunto dos pontos P do espaco equidistante de £, FF e G

pode ser definido por: x=-1 x=-1
d(E,P)=d(F,P)rd(E,P)=d(G,P) 2y=—4+21, AcR<:2y=-4+21, leR<
Trata-se da interse¢@o do plano mediador de [EF] com o plano 3x]1—6= _i 3= _&
mediador de [EG). 2
= Seja P(x, ¥, z) um ponto do plano mediador de [EF] x=-6 x=-6 x=-6
S32y=-4+2x62y=8y=4
Como d(E,P):d(F,P),temos 1=6 1=6 1=6

(x—2)2+(y+3)2+(z—(1+\/§))2: Logo, A(_6’4’1)
O ponto B tem abcissa 6, pelo que B(6,y,z) e
2
= (x - 2)2 + (y - 3)2 + (Z - (1 + \/3)) = pertence a reta r. Substituindo x por 6 nas equagdes

) ) paramétricas da reta r, tem-se que:
2
S ((y+3) =(y-3) © y+6y+9=y"-6y+9&

S6y=—6y< 6y+6y=0<y=0 6=-4 A=-6
= Seja P(x, ¥, z) um ponto do plano mediador de [EG]. 2y=-4+ il’ AeR < 2y=—4+ 2(_66) <
Como d(E,P)zd(G,P),temos: 32_6:_5 _32_6:_?

2 A=-6 A=-6 A=-6
(x—2)2+(y+3)2+(2—(1+*/§)) = ely=4d4-1De2y=-16c]y=-8

=(X+4)2+(y—3)2+(z—(1+\/§))2<:> 3z-6=3 3z=9 z=3
Logo, B(6,-8,3).

S (x=2) +(y+3) =(x+4) +(y-3) & O ponto C ¢ o ponto médio do segmento de reta [4B].
S Ax 44y 16y +9=x2 +8x+16+ y —6y+9 C[_62+6,?,$J<:>C(0,—2,2)

< —4x+6y+4=8x-6y+16 =
d d Logo, C(0,-2,2)

& 4x-8x+6y+6y+4-16=0< . .
b) O raio da esfera ¢ iguala d(4,C).

& -12x+12y-12=0< x—-y+1=0
d(E,P)=d(F,P)Ad(E,P)=d(G,P)=

d(4,C)=\(-6-0) +(4+2) +(1-2) =

Sy=0Ax—-y+l=0< C:’d(A’C): (_6)2+62+(_1)2©

Sy=0Ax-0+1=0< <d(4,C)=~36+36+1<
Sy=0Ax=-1 <::"1’(‘4’61):‘/%

Assim, o conjunto dos pontos do espago equidistantes de E, F e Logo, a inequagao reduzida da esfera é
G ¢ areta definidapor y=0Ax=-1. x’ +(y+2)2 +(z—2)2 <73.

8.1. O plano yOz pode ser definido pela equagdo x=0. Teste de avaliagiio 5 Piags. 11 e 12
x=-4 0=-1 1. {2,4} e {6,1} sdo elementos de 4x B, pelo que 2 ¢ 6 sdo
2y=—4+24, AeRAx=0 <12y=—4+20 Ax=0& elementos de 4 e 4 e 1 sdo elementos de B. Por outro lado,
3z2-6= —g 3z-6= _g sabe-se que AN B={1,2} , o que significa que 1 e 2 sdo

elementos quer de 4 quer de B. Assim, o conjunto 4 tem, pelo
A1=0 A=0 menos, os elementos 1, 2 ¢ 6 ¢ o conjunto B tem, pelo menos,
S{2y=-4+2x0 Ax=0 &{y=-2 Ax=0 os elementos 1, 2 e 4. Logo as opgdes (A) ¢ (C) ficam desde
32— 6= 0 3z-6=0 logo excluidas, ja que o conjunto AxB tem, pelo menos,
2 nove elementos (#A4x#B=3x3=9).
A=0 Podemos, portanto, garantir que 4x B tem mais de oito
<4y=-2 Ax=0 .Logo, P(0,-2,2) clementos.
z=2 Resposta: (B)
8.2. 2. —1¢éum zero da fungdo £, ou seja, f(-1)=0.

a) O ponto A4 tem cota 1, pelo que A(x,y s 1) e
x+2=-1x=-3

ertence a reta r. Substituindo z por 1 nas equagdes
P - SUDSHIUIEO 2P auas Logo, g(-3)=/(-3+2)+3=f(-1)+3=0+3=3.

paramétricas da reta r, tem-se que:



6.1.

Assim, o ponto que garantidamente pertence ao grafico da

fungdo g tem coordenadas (—3 S 3) .
Resposta: (B)

s f(x)=xX-2xe f(x)=x"-2x+1-1e

<:>f(x):(x—l)2 -1
O grafico da fungdo f ¢ parte de uma parabola com a
concavidade voltada para cima e cujo vértice tem coordenadas

(1,—1). Assim, /¢ decrescente em [-3,1] e /¢ crescente em

[1.2].
-h(x):x2—6x+10<:>h(x):x2—6x+9+10—9<:>
o h(x)=(x-3)"+1
O grafico da funcdo /& ¢é parte de uma parabola com a

concavidade voltada para cima e cujo vértice tem coordenadas

(3,1) . Assim, / ¢ decrescente em [-2,1].
rg(x)=x’-4x+5 g(x)=x"—4x+4+5-4

o g(x)=(x-2)"+1
O grifico da funclio g & parte de uma pardbola com a

concavidade voltada para cima e cujo vértice tem coordenadas

(2,1). Assim, g ¢ decrescente em [-2,2] e g ¢ crescente em
[2.4].

" J(x)=x
O grafico da fungdo j ¢ parte de uma parabola com a
concavidade votada para cima e cujo vértice tem coordenadas

(0,0) . Assim, j ¢ decrescente em [-3,0] e & crescente em

[0,1].

Resposta: (B)

Resposta: (C) — Propriedades dos modulos

thD‘,Dg={xeR:xeDgAg(x)eD,}:
={xeR:xeR/\g(x)e[l,+oo[}:

:{xeR:g(x)Zl}
Por simples observagdo do grafico da fungédo g, tem-se:
D,., ={-2}U[4,+
Resposta: (B)
O triangulo [4PD] ¢é retangulo em 4. Aplicando o Teorema
de Pitagoras, tem-se:
—_—2 —2 —2 2 2 2
PD =AD +AP < d*=4+(12-x) &
odP=x*-24x+16 =
S d>=16+144-24x+x°
Como d >0, vem que d =~/x* —24x+160 , ou seja,
d=f (x) .

6.2.

6.3.

7.1.
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O dominio da fungdo /¢ [0,12[ pois, quando P coincide
com B, tem-se x =0 . Como P nunca coincide com 4, x

nunca pode ser igual a 12, ja que AB=12.
d =5 ¢éequivalente a f(x) =5.

f(x)=5cVx"-24+160 =5=
2
= (Vo' -24x+160) =5

o x?-24x+160=25 <
o -24+135=0=

| 24+,/(-24) —4x135

24+/36

Sx=—T—"&
2

<X

<Sx=15vx=9
Como x€[0,12[, tem-se que x=9.

Verificagao:
V92 —24x9+160 =5<+/25 =5 (verdadeiro)

Logo, a solugdo da equagdo ¢ 9.
O valor de x parao qual d=5¢9.

Tem-se que P ¢ equidistante do ponto B e do ponto D, pelo
que d(P,B)=d(P,D),dai que, x=vx* —24x+160 .
Assim, tem-se:

2
x =2 —24x+160 = x* =(\/x2 —24x+160) o

o xl=x"-24x+160 = 24x =160 =
_l60 20
3

<X

Verificagdo:

2
20 - (EJ —24x 20 +160 = 20 = 400 (verdadeiro)
3 3 3 3 9

Determinemos, agora, a area do trapézio [PBCD], sabendo
ue x = 20
q 3

d(P,B)+d(D,C)

A[PBCD] = 5 Xd(B > C) =
20
—+12
3 g oo )80, 112
2 3 3 3

A érea do trapézio [PBCD] ¢ igual a % .

3 3 3
=>—-1,peloque f|=|=1-2x==-2.
5 pelo q f(z) 5

Assim, vem que, para x € |-, —1[ .
3
f(x)<f(5j/\x<—l<:>—2x2—5x+1<—2/\x<—1<:>

& 2xT=5x+3<0Ax<-1 (1)

54(=5)" —4x(-2)x3

2x*—5x+3=0<x= 2 =
5+7 5+7 5-7
S x= o x= VX= p=
—4 —4 -4

<:>x:—3\/x:l
2



7.2.

7.3.

8.1.

Graficamente:

N

Voltando a (1), vem que:
2x*=5x+3<0Ax<-l

@(x<—3vx>%J/\x<—l<:> x<-3

Logo, f(x)<f[%jc>xe]—oo,—3[
Dfsg={xeR:xengg(x)eDf}=
={xeR:xeRvg(x)eR}=R
Fazendo g(x)=y: (/°g)(x)=/(g(x)=/(»)
ry<-leog(x)<-leox+2<-lox<-3
f(y)=-2y" —5y+12f(g(x)):—2(g(x))—5g(x)+1
=(fog)(x)=-2(x+2)" =5(x+2)+1
:(fog)(x):—Z(xz+4x+y)—5x—10+1
= (fog)(x)=-2x"-8x-8-5x—-10+1
=(feg)(x)=-2x"-13x-17
ry2-leg(x)z-leox+22-leox>-3
f(y)=1—2y:f(g(x))=l—2g(x)2
:f(g(x))zl—Z(x+2)2
:f(g(x))zl—Zx—4:(fog)(x)=—2x—3

— 2_ — —
fog(x){ 2x> —13x-17 sex<-3

—2x-3 sex>-3
feg:R>R
-2x*-13x-17 sex<-3
x\J{—Zx—3 sex>-3

Jj € arestricdo de f'ao intervalo [—1 ,+ oo[ .
Assim, j(x)=1-2x e D, =[-1,+[ .
O grafico da fungdo j ¢ parte de uma reta de declive negativo,

pelo que j ¢ uma fungdo decrescente e, consequentemente,
Jj(~1) ¢ 0o maximo absoluto da fungdo ,.

j(-1)=1-2(-1)< j(-1)=3,logo, D) = |-, 3] =D,,.
Para determinar uma expressio analitica da fungdo ;™' basta
resolver em ordem a x a equagdo y=1-2x.

y:1—2x<:>2x:1—y<:>x:1_7y

Trocando as variaveis x e y obtemos ;' (x) = I—Tx )
J e 3] > [, o
Lt
~—" 5
f(x)==(x=3)" +4, pelo que grafico da funcdo f ¢ uma

parabola com a concavidade voltada para baixo e cujo vértice
tem coordenadas (3 , 4) . Assim, tem-se que f'€ crescente em

]-0, 3] e ¢ decrescente em [3, +oof .

f(3)=4 & o maximo absoluto da fungdo /"

8.2.

8.3.

9.1.

9.2

Maximo do Aluno: Rumo ao Exame!

O grafico da funcdo g obtém-se a partir do grafico da funcio

fpela contracdo horizontal de coeficiente 2.

Determinemos os zeros da fungao f.
f(x)=0e—(x-3)+4=0(x-3) =4
ox-3=Jivx-3=-+V4 o
&Sx-3=2vx-3=-2&x=5vx=1

1 5
Logo, os zeros da fungdo g sdo 5 e 3

O contradominio da fungéo /¢ |—c0, 4] .
O grafico da funcdo / obtém-se a partir do grafico da fungéo

fpela translacdo de vetor u (—% , 0] , seguida pela reflexdo

de eixo Ox e, finalmente, pela translag@o de vetor 17(0 s 2) .

Assim, Dj =[-4+2,+o[ , ouseja, D, =[-2,+o0[ .

rg(4)=4-2x4-2/=4-[8-2| =4-6=-2
f(x)<g(d)e|x+2-8<2o|x+2<2+8=
S|x+2<6o x+2<6Ax+22 -6
Sx<4nx2-8 -8<x<4

Logo, f(x)<g(4)< xe[-8,4].

x+2-8 sex+220

' f(x):x+2_8:{—(x+2)—8 sex+2<0

_jx—6
~|x-10
-g(x)=x—‘2x—2‘ ={
_x+2
T l4x-2
Pretende-se determinar os zeros da funcéo 4 definida por

h(x)=f(x)-g(x).

Para tal vamos recorrer ao seguinte quadro:

sex>-2
sex<—2

x—(2x-2) se2x-220
x—(-2x+2) se 2x-2<0
sex>1

sex<l1

X —00 -2 1 +00
f(x) | —x-10 |- x-6 | -5 x—6
g(x) 3x-2 | -8 | 3x-2 1 —x+2
h(x) —4x—8 0 2x—4 -6 2x—8

Assim, tem-se que:
h(x)=0s f(x)-g(x)=0<=
{—4)6—8—0 {—2x—4_0 {2x—8—0
& vx=-2vVv \ P
x<-2 -2<x<l1 x>1

oxedvix=-2vxedvx=4
Sx=-2vx=4

Logo, os zeros da fungdo / sdo -2 e 4.

Teste de avaliacio 6

1.

Pags. 13 e 14

E verdade que todos os numeros primos sdo impares ou
iguais a 2, pelo que a proposicdo p ¢ verdadeira. Também ¢
verdade que existe pelo menos um niimero real tal que o seu
simétrico é um nimero real negativo (existe uma infinidade,
porque sdo todos os numeros reais positivos que verificam

esta condi¢@o). Assim:



p|qg| ~pP| ~P=>1

V| V| F \%

pPlq9| ~q9| ~P| ~q=~p
\% F F \%

Pl q| PNg

V|V v

p|4q9| PvVqg| ~q9| PVg=>~4q
V|V \% F F

Resposta: (D)
O polinémio P(x)—x’ —ax’ —2bx—2 ¢ divisivel por x+a

epor x—b:
-1 —a -2b -2
—a a 0 2ab
-1 0 -2b 2ab-2
b b -b’
-1 b | -b*-2b

Temos, portanto:
2ab-2=0 2ab=2 ab=1
& & &
-b*-2b=0 —b(b+2)=0 -b=0vb+2=0

ab=1 ab=1 [ab=1
= = \Y =
b=0vb=-2 b=0 b=-2

0=1 [-2a=1 a:—i
= \% = 2
b=0 |b=-2

b=-2

Resposta: (A)
A(1,2) ¢éo centro do quadrado e B(4,6) éum dos seus

vértices, sendo [BC] um didmetro desse quadrado. Assim,
C=B+2BA.

BA=A-B=(1,2)-(4,6)=(-3,-4)
C=(4,6)+2(-3,-4)=(4,6)+(-6,8)=(-2,-2)
Resposta: (B)

Um vetor diretor da reta AB ¢, por exemplo AB .

AB=B-A4=(0,-1,4)-(1,-1,3)=(~1,0,1)

Como o ponto B(0,—1,4) pertence a reta 4B, tem-se

x=-1
quesy=—-1 , AeR éum s sistema de equagdes
z=4+1

paramétricas da reta 45.
Resposta. (B)

4
Zx[ =16 e a amostra tem quatro elementos, pelo que
i=1

X = ? =4 . Logo, a média da amostra ¢ 4.

10.
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Assim, tem-se que, d, =x, —X , pelo que:
di=x-xo3=x -4 x =1
rdy=x - x o -l=x-4ox,=3
rd,=x,-xS3=x,-4x,=17

X X, + X+ X,

Logo, =4,

Substituindo x, por 1, x, por3 e x, por 7, vem que:

I+x,+3+7
4

x=(1,5,3,7)

=4 x,=4x4-1l=x,=5

Resposta: (C)
. ;xi 2 ;x(” =nx; €que ;xi < ;x(”) =N, -

*Se x = X;) ou X = ) entdo a amostra ¢ constante (o que

ndo ¢ o caso, ja que os elementos da amostra sdo todos
diferentes).
Resposta: (C)

Se x=(x,,x,,....x,) ¢ y=ax,com aeR ¢ neN, entdo
SS, =a’Ss,
Resposta: (C)
O percentil, por defini¢do, ¢ um valor que verifica o seguinte:
Dada uma amostra 4 de uma certa populagdo e uma variavel
estatistica x , a percentagem de unidades estatisticas de 4 que
tém valores inferiores ou iguais a P, ¢, pelo menos k% ¢ a
percentagem de unidades estatisticas que tém valores
superiores a P, ¢, no maximo, (100—k)%.
Resposta: (C)
12
D4=2a-4=(12-2+1)x4=2a-4=

i=2
S 44=2a-4 & 2a=48 < a=24,logo 24 =26 .
Resposta: (A)

O dominio da fungdo /¢ ]0,4]. A fungdo g ¢ definida por
g(x)=2x,com xe]0,4] pois a area do retingulo [ABFE] ¢
igual a ABx BF , pelo que se tem y =2x .

Assim, o grafico de f'é a parte da reta de equagdo y =2x

correspondente ¢ x € |0, 4].

Quando x toma o valor 4, y ¢ igual a 8 (acontece quando o
ponto F coincide com o ponto C e x ndo pode tomar o valor
Zero pois o ponto F nunca coincide com o ponto B).
Resposta: (C)

. O ponto médio do segmento [EH] tem coordenadas

(%,—5,3} . A reta EH pode ser definida pela condicdo

y=-5Az=3 endopelacondicio y=-3Az=3.
A proposi¢do ¢ uma implicagdo em que o antecedente ¢é

verdeiro e o consequente ¢ falso, logo a proposicéo ¢ falsa.



11.2. Seja p a proposicao:

p: O plano ADH pode ser definido pela equagdo y—5=0
Trata-se de uma proposi¢do falsa, ja que o plano ADH ¢
definido pela equagdo y =-5, ouseja, y+5=0
Seja g a proposigao:
q: O segmento de reta [EF] pode ser definido pela condicdo

y=3Az=3A0<x<3
Trata-se de uma proposicao falsa, pois o segmento de reta
[EF] € definido pela condi¢do x=3Az=3A-5<y<-2
Por outo lado, a proposi¢do dada pode ser traduzida por:

p amenos que g

que ¢ equivalente a proposicdo ~g = p.
q ¢ uma proposicao falsa, pelo que ~ ¢ ¢ verdadeira e sendo
p falsa, a implicagdo ¢ uma proposicdo falsa e, assim, a
proposicéo dada ¢ também falsa.

Was—245 + 16845 =

12.
V3624312 4 A 83 112 =
:i/\/(6—2x/§)2 +\/(2+2\/§)2 -
Como 4[(6-243) =6-2V3 e |[(2+243) =2+2V3:
i/\/(6—2\/§)2 +\/(2+2\/§)2 —Yo—23+2-203 =2
13.1. D é o ponto de intersegio da circunferéncia com o eixo Oy

que tem maior ordenada.

x=0A(x=3)+(y-2) =10
S x=0A(0-3) +(y-2)"=10 & x=0A9+(y-2)" =10
S x=0A(y-2)=10-9 ©x=0a(y-2) =l
<:>x:0/\(y—2:—lvy—2:1)<:>x:0/\(y:1vy:3)<:>
& (x=0Ay=1)v(x=0Ay=3)

A circunferéncia interseta o eixo Oy nos pontos de

coordenadas (0, 1)

ordenada superior a de 4 ¢ (0,3). Logo D(0,3).

e (0, 3). Destes dois pontos o que tem

E ¢é o ponto de intersecdo da circunferéncia com o eixo Ox
que tem maior abcissa.

y=0A(x=3) +(y-2) =10
< y=0n(x- ) +(0- ) =10
©y=0A(x-3)+4=10
©y=0A(x-3)"=10-4&
S y=0A(x-3)=6s
C>y—0/\(x 3=-J6vx-3= J—)

<:>y:O/\(x:— 6+3vx:\/€+3)<:>
<:>(y:0/\x:3—\/€)v(y20/\x:3+x/€)

A circunferéncia interseta o eixo Ox nos pontos de
coordenadas (3 —\/g s 0) e (3+\/g s 0) . Destes dois pontos

0 que tem maior abcissa é (3 +/6 R 0) , logo E(3 +/6 R 0)

13.2. Um vetor diretor da reta DE ¢, por exemplo, DE .

13.3.

14.1.

14.2.
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DE=E-D=(3+6,0)-(0,3)=(3+6.,-3)

O declive da reta DE ¢ igual a 3 —
R )
W6 (34e)38)

=—3(3;J€)=—(3—J€)=J€—3

Por outro lado, tem-se que o ponto D(O , 3) pertence a reta

DE, logo a ordenada na origem € 3.
Assim, a equagdo reduzida dareta DE ¢ y = (\/E - 3)x +3

Um vetor diretor da reta DG ¢, por exemplo, DA (repare
que DA e DG sio vetores colineares). Tem-se que D (0 . 3)
ed(3,2). Assim: DA=A-D = (3,2)-(0,3)=(3,-1)

Logo, o declive da reta DG ¢ igual a —é .

Por outro lado, o ponto D (0 , 3) pertence a reta DG, pelo
que a ordenada na origem ¢ 3.

. . 1
Assim, a equagdo reduzida da reta DG ¢ y = —gx +3.

Logo, uma condi¢do que define a regido sombreada é:
yS—%x+3Ay2(\/€—3)x+3/\(x—3)2 +(y—2)2 <10

d ¢ a distancia do ponto P a origem do referencial.
O ponto P pertence a reta r de equagdo y =—-3x+6 e tem

abcissa 7, pelo que as suas coordenadas sdo P(r,—31+6).

d(0,P)=\(-3t+6-0)" +(t-0)
=92 —361 +36+12 =102 36t +36

Logo, d =102 =361 +36 .
2
10 —361+36=26= (\/IOtZ +361+ 36) ~26°

& 108° -36t+36 =676 < 106> =36t +36-676=0 <
S 107 -36t-640=0 < 5> -18t-320=0 <

18+ (—18)2+4><5><320 18 +~/6724
St= St=—""—" &
10 10
18+ 82 18-82 32
= vit= St=10vti=——
10 10 5

Verificagdo: Para t =10
J10x10% =36 x10+36 = 26 < /676 =26 (Verdadeiro)

2
Para t:—3—52: \/10)((—352) —36x(—%)+36 =26

& +/676 =26 (Verdadeiro)
+ Parat=10, a ordenada do ponto P é dada por
—-3x10+6=-24,logo P(10, —24).

35
* Parat= < a ordenada do ponto P ¢ dada por

[ 32), 696,30 126 | (32 126)
5 5 5 5 5 5

32 126
P tem coordenadas (10 , —24) ou (—?, 7) .

5



