Questdes tipo exame
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1.1. a) O perimetro do triangulACE] € igual a 3
CE+AE+AC. - X=
AC=1 (raio da circunferéncia)

—, kO0Z
2’

Como x0[0, 2] :

I[kT[
3

DC .
COSXx=—= , ou seja,DC =cosx . T
AC Parakzo:ng

Parak=-1: x:%-[

Parak=-2: x:‘%n

Assim, CE = DC + DE, isto &,CE = cosx + 6.

sinxZE , OuU seja,AD =sinx.
AC

O triangulo ADE] é retangulo en, logo, pelo Teorema
de Pitagoras: 1171

AE’=DE +AD" - AE =6+(sinx)" - Parak=—3:x:?

Portanto, os dois gréaficos intersetam-se nos paieo

— AE =36+ sirf x
L S |

Como AE >0, AE =+/36+ sirf x. abcissa— , > , ==
3'6 3 6
Donde resulta qu®(x) =cosx+ 6+ 36+ sifix + !, Assim:
ou seja,P(x) =7+ cosx++ 36+ sifix , c.q.m. f(Ej:sin(ZEJ: sir(T[—Ej: =3
b) Area A _CExAD _(6+cosqx(sing) _ ° ° ° > 2
neET 2 2 f (S—HJ = sin( 2x E[j = sir(S—nJ =
_ Bsinx+ cosx six __6sim,_cos sin_ 6 6 3
2 . 2 2 :sin(m—l-[j:— inE:——3
. COSX X SinxX 3 3 2
=3sinx + ————
COSX SiX f(ﬂjzsin(zxinj: si 8—“)2 sir( ZI+EJ:
Portanto,A(X) = 3sinx+-———. 3 3 3 3
o s 12 -an( 1)
192, (i)3+0025X:12: 3@ c;)x: 124 §3@ 3 2
111t 11t . (11T . 51
cosx _ 12y 312 cos_+ 3 f(?j”(zxszs'”(?)””{ ?”““gj:
2 . 4 \/_2 4 :sin(mj:—*/é
«:»cosxz%«:» cos<=73 3 2
m . T Entgo,p| T, Y3 p 5T _V3| (4T V3]
Como x 0,E ,entaox—grad. 3 2 2l 6 2 51 37 2
m T o[l _+3
T co E SII’% 4 ?, 7
(if) A[ACE] :3S|n(g}+T = B B _
22. (fxg)(x)=0<= f(x)=00g(x)=0=
! 3 iz 3,V3_12+4/3 - sin(2) =00 cof 2-1"|= 0=
B A e 6
- 2x=k, kOZ 02x- %" 12[+kn KOZ -
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) o - e x=X" v oz02x= "+ ke k07
2.1. f(x)=g(x) = sin(x)=co 2(—; - 2 2 6
o - o x=X kozox=kn kOZ -
- CO’{E— 2(]: coE 2—;] - 2 3
- - o x=K ynz0x=2T4 KT vz
o Moox=2x-2T ey kOZD 2' 3 2
2 6 Como xO[0, 217:
™ . 5TT
DE_ZX_ 2X+€+2knkmz -Osk—;sm@ O<KT< 4T~ 0<k< 4=
o —ax=- %T[ l2T+ 2T, kOZ 0 - k0{0,1,2 3 k
STT_T Portanto:x=ODx:ng:an:%Tsz2T[

Ox="—-—+2k1t KOZ
6 2 T



L L L L L
3 2 3
21T KTTU _ 4711 41T a1
S—<— —<kls— =
3 2 3 3 3
- -doksBl kO{-1 0,1, 2
3 3
Portantox——l]x—z—nl]x—EDx:S—n
6 3 3
Ent&o, os zeros da fun¢dox g sao:
m T 21 7 3m 5n
0, —, -, — 1L —,— ,— ez2n
6 2 3 6 2 3
2.3 f(x)<—£usm(2x)<—ﬁu
2 2
0 0-2n
4n Sn
3 3

- 4—3“+2kn<2x<5—;[+2kn, KOZ -

- 2—+kT[<x< +KkTt, kOZ
3 6

Como xJ[0, 2] :
Parak =0, —T[<x<g[ e parak=1, 5—T[<x<£-[
3 6 3 6

Portanto:

f(x)<

- xo |2 S ]sT
36 3 6

2.4. %Tsxsznmco{a—i:jsys sif )

3

—?DXD[O, 1 -

3.1. As retasQB eRP sdo perpendiculares se os seus vetores
diretores o forem, ou seja, SEB ORP..

Por outro ladoQB ORP -~ QBRP=0 e

P(b, 0),B(a,a) ,R( 0,a-b) &(b a-b)

Ent&o:

QB=B-Q=(a a)-(b,a-b)=(a-b,b)

RP=P-R=(b, 0)-(0,a-b)=(b,b-a)

Assim:

QBxRP=(a-b, b){{b, b-a)=b(a-b)+b(b-a)=
=ab-b’+b°-ab=0

Portanto, as retd@B e RP sdo perpendiculares.

3.2. A ordenada na origem na ré&@R € igual a ordenada do
pontoR, ou seja, igual a—b.
Por outro lado, temos qL(?B(a—b, b) é um vetor diretor

A retaQB passa pelo pont8(a, a), portanto:

b b ab
B:y-a=——(x-a) = y= X———+a =
QB:y a—b( ) y a-b a-b
b —ab+a’—ab b a’-2ab
e y= X+ e y= +
a-b a-b a-b a-b

Questdes tipo exame

a?-2ab

A ordenada na origem da ré@® é igual

a-b k:(a—b)2
a’-2ab a’-2ab
a-b

2 _ 2 2
@k:a 28.b+ b o K=14 b
a’-2ab a’-2ab a’-2ab

:a2—2ab+b2

k= >
a“—2ab

4.1.

4.2.

4.3.
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X +y?+2°-2y+4z-4=0<

o X +y?-2y+7°+4z-4=0~

o X +y?=2y+1-1+2°+ 2+ 4~ 4 & O-

o X +(y-1)°-1+(z+2)° - 4- 4= 0=

- x+(y-1)+(z+2)*=9
Entdo,C(0,1, -2 er= .
SejaA o centro da circunferéncia, interse¢éo do plancom

a superficie esféric® um ponto genérico da circunferéncia
e C o centro da superficie esférica.

T

A

Recorrendo ao Teorema de Pitdgoras:

CP'=AP +AC" = ¥=(V5) +AC" ~ AC"= 4

Como AC >0, entaoAC =2.

Tomando planos paralelos aos planos coordenados
distanciados do centro da superficies esférica dnigades,
temos que trés possiveis equacdes para o plaéo:
X=-2,Xx=2 ey=3

Dado que o plano tangente, ou sé&aem que ser paralelo

ao planog, o vetor normal terd que ser colinear com o vetor
G(O, 1, 9 . SejaC o centro da superficies esféricR e

ponto de tangéncia.
Assim, sendoHC—PH =3e CP=ku, kOR\{{}.

Portanto:

|cR| =3 - HkGH=3@ KNG+ 2+ 2 =3
3/2 3/2 a2

o k=-2 gk =1

== 2 2 2

==

%\

Entéo:

Cpoﬂ iz ou@o’_ﬂ,_iz .
2 2 2

Vamos determinar as coordenadas do ponto de teiag&n

E

« SeCP=|0
2

2 30,

:C+CP:(O,1,—3+(O y

forf 8



Questdes tipo exame

Relativamente a piramide em causa, tem-se que:

Equagdo déque passa e de queu(0, 1, J é um « rea da base é igual a 25 unidade quadradas
vetor normal: , sendoE o ponto de intersec¢éo do
0:| y-1- 3\/5 + 749 3/_2 0o plano « com a reta perpendicular a este plano e que passa
' por V, ou seja, com a reta.
o y+z+1- 3/2=0 Aretar pode ser definida pelo seguinte sistema de
equacdes paramétricas
'SeC—P:[O, 32 ,—3/_2]: 7
2 X=—
2
p=C+TP=(0, 1 _2)+(0_3\/§ _3/_2]_ y—§ 4y AOR € o planoc é definido pela equacéo
il il L 2 1 2 -
z= 2 +3
32 3/2
(0 1- T _2_7 -4y+3z-11=0

- Assim, as coordenadas do poRtsatisfazem a condicéo
Equac&o d&que passa e de queu(0, 1, ) é um

7
X=—
vetor normal: 2
5 ,AORO-4y+3Z-11=C
(y 1+3‘/§j+(z+2+ 3J—2j 0 y=5-4
z= 2+ 3
- y+z+1+3/2=0
- ) Tem-se que:
5.1. Ovetoru(0, -4, 3 é normal ao plana .
- — + p—
Por outro lado, sabe-se que o plghé paralelo ao plang, 4(2 4"} 3( 2 a) 1& 0-
pelo queu(0, -4, 3 é um vetor normal ao plan® - -10+ 161+ 6+ 9 — 1E O-
Assim, o plang? pode ser definido por uma equagéo do tipo o 2501 -15= 0o A _15 -
-4y+3z+d=0. 25
7 5 N 123
Como este plano passa no pomEE, 5' 2) , entao, hnd ‘g
substituindo as coordenadas Wena equacéo Portanto, as coordenadas do pdatfio
—4y+3Z+d:02 X:z X—Z
5 2 2
_4(,j+3x 2+d=0< 5 3 1 7 1 19
2 y= 7—4( J y=— ,ou seJaE( j
e -10+6+d=0o 2 5 l1£§) 2'10 5
- -4+d=0-d=4 z=2+3[§J Z=€
Portanto, uma equacdao cartesiana do pago 5
-4y +3z+ 4= 0. HVEH -|E-v|= ( 1 19j (j, f), 2} _
5.2. Aretar é perpendicular ao plan® , pelo que os vetores 210 5 2 2

diretores da reta sdo colineares aos vetores normais do
plano o« . Assim, um vetor diretor da reta, pode ser,

2 33
~ ' 5
u(o, -4, 3. 144 81 \/7 =3
Por outro lado, a reta passa pelo pont¥, portanto 25 25

X =Z Entdo, a medida do volume da piramide é igual a
2 1
y= 5 _ay A0R sé&o equacao paramétricas da meta §x 25% 3= 25.
2
=2+ 3 Pag. 153
53 Wg -5 2) 6.1. u,=357= n’+ @+ 5= 357= n"+ @G- 352 0-
7 _—6+6-4x(-353  -6+.1444
A retaVW pode ser definida pela condigﬁ@E 0z=2 =n= 2 =n= 2 <
. - i . _—6+38_ _-6-38 _ _
Assim, numa condi¢&@o que define o segmento ddVethé, = n= 2 On= IR n=160n=-22
7 5 5
por exemplo,xzi Uz=2 D_ES ys > Como nOIN, entdon = 16.

1 Portanto, 357 € o termo de ordem 16 da sucesggo
5.4. O volume da piramide é igualéa x area da base altura



6.2.

7.1.

7.2.

n

L 2 )

a) Temos quew, =+ =2——

R +6n+5
1+3+5+ +(21 I+( ¥ )
n’+6n+5
Mx(nq_l)

__ 2
n’+6n+5

Ja que as parcelas da soma do numerador saunos te
de uma progressao aritmética, cujo primeiro terno €
o termo de ordem é igual al+ 2n .

Por outro lado:
—6+J62 —
n2+6n+5=0@n=76‘ 62 x5

@n:_6im@n:_6+4|]n: P
2 2 2

= n=-10n=-5, logo, n2+6n+5=(n+])(”+3

Assim:

Mx(n+1) m
2 _ 2 _
n>+6n+5 (n+3)(n+9

2(n+1)(n+
_( g( (n+1)(n+1):n+1
(n+)(n+9 n+5

B (n+1)(n+5)
b) Recorrendo ao algoritmo da divisdo:

n+l1|{n+5
-n-5 1
-4
Assim, w, = ntl_,- 4
n+5 n+5
Por outro lado:
OndIN, L s}@
= OndN, 0>- 2—2 -
n+5 3
= On0ON, 1> 1- 4 21—g -
n+5 3

< OnDOIN, %swn<1

Como a sucessé(wvn) € minorada e majorada, entéo é

limitada.
u, -1
vn+1_6un+1+2_6( 4 J+2
v, 6u+2 6 +2
6u,-6,, 61,-6+8 @+ 2
_ 4 _ 4 4 _ 6u,+2 _1
TTeu+2 @ +2 e +2 z(&+; .

Como You =:11, OnOIN, entdo(v,) é uma progressao

n

- ~1
geometrica de raza?l .

O termo geral de{vn) , sendo esta uma progressao
geométrica, &/, =v,xr"™", ondey, é 0 1.°termo ea

respetiva razao.

7.3.

8.1.

8.2.

8.3.

Questdes tipo exame

V,=6u +2 - v1=6x%+ 2-v,= 4

n

n-1
v :ler”‘1:4><GJ =4x 4= = g

Por outro lado:

LV, =2 -
v, =6u, +2 , ou seja—"—=u, ecomoyv,=4"" vem

n

4" -2
et

que u, =

2-n _
Portanto,On0ON, v, = 4™ e OnON, u, = 4 -2

47N —2  Fx4"-2

limu, =lim =lim =
6 6
1 n
16x| = | -2
. (4) 16x0-2_ 1
=lim = =—=
6 6 3

Como o limite € um numero real, entdo a suce$sgp é

Convergente
Sejax=AB=BC e y=BP=CQ. b
APBQ:(AB+BP)[QBC+CQ): )

= AB[BC + AB[CQ + BP [BC + BP[CQ =
=0+ AB[CQ+BP[BC +0=

o
(ABOBC e BPOCQ) B

= 8] || oo A8 ) +| P} <[] x cof 38 BC) =
=Xy xcost + yxxcos0= —-xy+xy=0
Logo, comoAP [BQ =0, os vetoresAP e BQ sao
perpendiculares

a=CPA: %:é?p

Sejaﬂ:Aﬁ'B ea=n-p4.

AB_BC_BP+PC_BP*3BP oBP 4
tang = S -5 -7
BP BP BP BP BP 3
1
1+tarf f=———
A cog
[4}2 1 16 1
+|—| = - 1+—= =
3 co§ﬁ 9 coép
- 25 co§,8——
9 co§,8
Comog é um angulo agudaosf = > 2

cosa = cogn

—ﬂ)=—cosﬂ=—§

H=D+DH =D+BF
BF=F-B=(0,1,0-(413=(-4,0- B
H=D+BF =(1,6,7)+(-4,0- 3=(- 3,6, %
HB=B-H=(413-(-363=( 7 5 )
HB: (x v,2z)=(4,13+k(7- 5- 1 KOR

SejaR um ponto genérico da retB.
Entdo, R(4+ 7k,1- & ,3-k) kOR

Pretendemos determin&] R de modo que o pon®
pertenca ao plandy, isto &, ao plano de equacde0.



Nas coordenadas @Rtemosz= 3-Kk.
Logo,3-k=0- k=3.

Substituinddk por 3 nas coordenadas e
obtemog4+7x 3,1~ 5¢ 3,3 3=( 25 14)C

O ponto de interse¢éo da réd com o planoOy tem
coordenada$25,-14,( .

9.1.

9.2
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2 2
x2+x—6:x2+x+(1J —[}j -6=
2 2
_[ 1}2 1 _[ 1]2 25 _
= X+=| —==-6=| X+—=| ——=
2 4 2 4

foo e

=(x-2)(x+3)
Para decompor em fatores o polindmio—4x* + x+ 6,

vamos recorrer a regra de Ruffini (experimentasse o

divisores do termo independente).
1 -4 1 6

2 -4 6
T 2 =3[0

Portanto,x® — 4x* + x+ 6=(x - 2)(x2— - G)z
=(x 2(x —2X+1- 1—3)-

)
=(x-2)[(x-1"- 4=
=(x=2)[(x=1) - 2|[(x
=(x=2)(x=3)(x+])

_(x=2)(x=8)(x+1) _(x-3(x+9

f)= (x-2)(x+3 ~  x+3 Xz 2

Construindo um quadro de sinais para estudarab ¢

funcdof:

2

J)+ 2]:

o |-3 -1 2 3| +oo
X—3 — — — — — - — 0 +
X+1 - — — 0 + + + +H +
X+3 - 0 + + + + + +
f(x) - |nd] + 0 - |[nd - 0 +

Temos, entdo, qub, =R\{-3, 3.

Zeros def: -1e 3

f(x)>0 < x0]-3, -10]3, +o]

f(x)<0- xO]-», -40]-1, §0] 2.B

D, =R\{-3, 3

« Assintotas verticais
) . X-4x°+x+6_-60_
lim f(x)=lm —F———=—=
X~ -3 x- 3" X“+X—-6 0
Logo, a reta de equagdo= -3 € assintota vertical ao
grafico def .

X2 —4x% + X+ 6@

lim f =1
im f(x) =lim X6

x-2" x- 2"

Questdes tipo exame

X —4x*+X+6 _

" (x=2)(x=-3)(x+1 _

lim

-2 XH+x=6  x-2  (x=-2)(x+3
—iim (x—3)(x+1):(2—3(2+:):_§
X2 X+3 2+3 5

3

Por outro lado/im f (x)= r

X2
Como nenhum destes dois limites é infinito, a okt
equacax = 2 ndo é assintota vertical do graficofde

« Assintotas nao verticais

X -4 +x+6

o f(x) 2
lim ():Ilm X+x-6 —
X > +00 X X > +00 X

X —4x*+Xx+6

. 4 1 6
X|l-—+S+—
x x* x*)_1-0+0+0_

+
_§j ~ 1+0-0
X

lim [ f(x)

X — +oo

=x]=lim_

{ P —4x*+x+6 }
2 —X|=
X“+Xx-6

] x3—4x2+x+6—x(x2+x—6)
= lim 3 =

Xt X“+X-6

— iim X AP+ X+6-XP- X+ 6 _

Xote X*+Xx-6

. -BX’+7x+6

Xoto X"+ X—6

X _5+Z+£2
X x)_-5+0+0_

Xz(“;_g) 1+0-1
X

XZ

= lim
— +oo

Logo, a reta de equacdo=x—5 ¢é assintota ao grafico

def em +eo .,

De modo analogo se mostra que a reta de equacao
y=x-5, também é, assintota do graficodem -eo.

Portanto, as equag@es das assintotas do grafioocho f
sdo:x=-3 ey=x-5
9.3. Determinemos a expressédo da fungdo derivada dadung

£(x) :(x3—4x2+x+ e}' :((x—s)(x+1)]' _

X2 +x-6 X+3

:(XZ—ZX—3J, _
X+3
(2x-2)(x+ (¥ - x-3x1_
(x+3)2
_2X°+6x- 2~ 6-x°+ X+ 3_
(x+3)2
_ X +6x-3
(x+3)2
22+6><1—3 1
(1+3)° 4

Assim, f'(1) ==

Logo, o declive da reté igual a% e como esta passa pelo

ponde de coordenadas (1)) :



10.

11.1.

11.2.

11.3.d

1-4x1+1+ 6_ 4

f(1)= —=-1
1+1-6 -4
y=f(@Q)=1(9(x-9 -
- y-(-)=3(x-1) -
< zlx_}_lg :}X_E
y 4 4 y 4 4
Portanto, a equacéo reduzida da retéa y:%x—% .

Ao gréafico 1 corresponde o valat =0,92 visto que a
associacdo linear entre as variaveis é positivagrafico 2
corresponde o valor, =-0,28 e ao grafico 3 corresponde

o valor r, =-0,75, pois ambos apresentam uma associa¢éo

linear entre as variaveis negativa. No entantesa@acao
do grafico 3 é mais forte que a associacao doografi
A(-4, 0) e P(cosx , sirx)

E’z\/(—4—c09<)2 +( 0 sirx)2 =

=16+ 8cosc+ codx+ sihx =
=16+ 8cox+ 1=~/ 1# 8cas

Portanto,d (x) =17+ 8cos .
d(0) =17+ 8cosC=+ 1# &
17+ 8cost =/17-8= 3

d(m
d(m), pelo que a proposicép ¢ falsa.
x)=V13 = 17+ 8cox =/ 13- 1% 8cos= 13

= 8cosx= 13 17=

oﬂw

()=
d(0) #
(

1
cos=-=
2

Comox pertence ao interva%ﬂ , 3—;{ , entdo x = T[+g

. 41
ou seja,x = 3 rad.

12.

Péag. 155
Sejam S, C e B as amplitudes, em graus, dos angulos
ASB , BCA e SBC, respetivamente é o centro da Terra).
Comprimento do arc@B = raio da Terra BCA, em
radianos.

1300= 6370 BCA
1300

BCA= rad = BCA= iO rad
6370 49
m rad —— 180°
10
—rad ____
49 c
E x180
c=49 . c=116930

B=180-76,2- 11,693= 92,10

13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

Questdes tipo exame

Pela lei dos senos:

sin92,107 _ sin76,2
d+6370 6370

=d=184,9

A distancia do satélite ao pon® é aproximadamente igual

a 184,9 km.

Sejam o declive daretda e m o declive da reta .

6370 sin92,107
sin76,2

-6370=>

m=tan(120) = taf 180- 6)=- tan6&—/
Dado que as retas e r sao perpendiculares:
mxm =-1, ou seja,~/3xmM =-1< m =i - m’zﬁ
NE 3
Assim, a equacao reduzida da ret& da forma
3

=S +b, bOR
Y773

Por outro lado, sabemos que o po&(® , 0) pertence a reta
r, pelo que:

Ne

0=?><6+b© 0=2/3+b - b=-2/¢

Logo, a equacao reduzida da ret& y= gx— 2J3.

O ponto C tem abcissa 3 e a retapassa poiC:
:§x3—2\/—3 o y=+3-2/3- y=-/3

- \/’3)

A equacdo reduzida da retaé da forma:

y=—J3x+b', b’ OR

Como esta reta passa pelo poﬁ?téB , —\/_3) :

~3=-/3x3+b = —/3+3/3=b = b'= 2/ 3

Logo, a equacao reduzida da refsy = —J/3x+2/3.

Por outro lado, temos quB pertence ao eix@x e a retat:
0=—3x+2/3= V&= 2/3< x= ¢

Portanto, a abcissa do po@ 2.

A circunferéncia representada neste referenaialcentro
C(3 , —\/?3) e passa pelo pontB(2 , 0).

Assim: C(3

Sejar o raio desta circunferéncia, entéo:
=d(B, €)= (3-2 +(~V3- = [1+(~V¥ =
:\/Z =2

Logo, a regido sombreada da figura pode ser defipéla
condicéo:

(x—3)2 +(y+\/§)2 <40y=0

A6,0) e C(3, —\/é) pelo queM [6;3 0 2\/—3] ou

seja, M [9 , —\/é)
2 2

Por outro lado:

AC=C-A=(3, -v3)-(6, 9=(-3-V3
9 _@]:[X_g J—:”]

W:P_M:(X’y)_(z’ 2 27772



Questdes tipo exame

Ent&o: EALEC
NE COS(AEC) =l 4J§ 4 2j’5 ﬁs
_ — X
AC-MP=0 - (-3, —\/_:%)x(x—g,y+3J 0w |EA]|Ec]
Utilizando, agora, a férmula fundamental da trigmetria:
5 e
- ‘3[’(‘2)‘*@(“53]:0@ sin’(a) + cos(a) = 1 isto &,
2
27 3 sin’*(a) + V5 =le sifa=1+ \/B
o —3x+?—\/§y—5:0© 10 10
o —3x—J§ +12= 0= —/ 3= X~ 12= o siMa=1-—> o sifa= t—= o sifa=1
y 100 20 2
= Y= += e Y=+ 43 Portanto,sin? @ = »2
f ‘/— ’ 20
O lugar geométrico é a mediatriz do segmento t@e [C] 15.1. Sabemos que, =u, +6r , ou seja:
de equagé(y:—x/i—%x+ 4/3. 1
u, :ul+6><E - u,=u,+3
Pag. 156 Por outro ladop,, =u, +18 , ou seja:
14.1. A area lateral do prisma é igual a 96 unidadesiadas,

1
Ug=U,+18x= = u,,=u,+9
pelo que: o 2 T

96= 3% Areq,g = %G:Eaxﬁ: 32 10gO, v, =Ly +3 e Vs =u, £ N )

L L L Como (vn) é uma progressdo geométricg, ev, ev, séo
Como AB=8, entdo8xBE =32 = BE = 4.
Por outro lado, sabemos que o prisma é triangetadar,
portanto as suas bases sao triangulos equilaterode
BC=EB=EC=4.
Logo, o pontoE tem abcissa 2, ordenada 8 e cotaigual a
medida da altura do triangul®BCE].
SendoM o ponto médio deBC]:

EB°=BM +ME o #=22+ME -

~ 16= 4+ME  «~ ME =12
Como ME >0, entdoME =+/12= 2/3.
Portanto,E(Z , 8, 2/—%

. ~ V, .
termos consecutivos, entdo as razdee 2 sdo iguais a
V2 Vl
raz&o da progressdo geométr(@rﬁ\) . lgualando as razdes,
obtemos:
V;_V,  u+9_u+3
v, Vv,  u+3 u
= U +9u, =u’+6U,+9- U =61+ 9=
< 9u -6u=9- 3,=9-u,= 3
Portanto,v, =3, v, =3+ 3= 6e v, =3+ 9=12.
Logo, v, +v, +Vv, =3+ 6+12= 21

- (u1+9)><u1=(u1+3)2

x A T 1
) ) ] 15.2. A sucessdqu,) é uma progress&o aritmética de razao
14.2. SejaA o ponto de interse¢éo do ei@x com o plano 2

a: x+y+z+3=0. cujo primeiro termo &, =3.
X+8+z+3=0 X=-3 un=u1+(n—1)><r=3+(n—l)><1=3+}n—*1
y=0 - ly=0 2- 72 2
z=0 z=0 u, = §+1n
A(3,0,0
3+5+l
Assim, (3,0,0 sao as coordenadas de um ponto dareta u +u 2 2”
Sn 12 N xn= XN

F(l ., 1,3 éum vetor diretor desta reta dado que é
Determinemos uma expresséo do termo gera(tqé.

Como S, =1533 temos:

. . 5.1 11 1
equacdo vetorial da reta. 3+_+-n —+-n

2 " 2 2"
14.3.A(4,0,0) C(0, 8, 0) eE(2, 8, 2/3 1633=—5—5-xn = 158 2=—xn

perpendicular a.
Logo, (%, y,2)=(3,0, 0+A( 1 L1 A0OR éuma

EA=A-E=(4,0,0-(2 8 & 3=( 2- 8- 4} - 1533:121n+7in2 - n’+1h- 6132 O-
EC=C-E=(0,8 9-(2 8 & }=(- 2 0- £} 1117 - 4(- 613}
EALEC = - - - - = B 2 -
EACEC=(2 -8, -2/3ff-2.0- 4} - n=730n=-84
=2x(-2)+(-gx 0"(‘ 3/—:‘)"(‘ 2/—:)= € Como nOIN , entdon = 73.
2
HEAH \/22 2«/—3) =4+ 64+ 1224 86 4 16.1. Paran = 1,13:@ , 0 que é verdadeiro.

E=E \/ +02+( 23 =@ 12= ¢



Por outro lado, temos que:

Se a propriedade é verdadeira para um d€d® entéo
deve ser verdadeira para+ 1.

Assim, a hipétese de inducao é:

n?(n+1)°

—

Pretendemos mostrar que:

P+2+.4n°+(n+ ' = (n +l)2‘$n+ 2’

2 2
13+23+,,,+n3+(n+])3=@+(n+ ])3:

B+28+. . +n°=

_ nZ(n4+1)2 s(ne1)(n+1)’ =

_ n?(n+1)° . 4n+3(n+1°
4 4
_m’(n+2)°+4(n+Y(n+7’
4
_ (n+1)°[n* +4(n+1)] _
4

_ (n+1)*(n*+4n+4) _
4
(n+12)°(n+2)°
4

Portanto, se a propriedade é verdadeiraparad e é
hereditaria entdo é verdadeira para toddN :

n?(n+1)°

OnON, B+ 2+ ..+n®=

16.2. Utilizando a propriedade anterior, temos que:

M =741 321

n?(n+1)* =4x 741321~ [n(n+ )|’ = 2 965 284
o (n2+n)’ =2 965 284

= n*+n=—-J2 965 2840n’+n=+ 2 965 28

Como nOIN , entdon® +n>0, pelo que:
n>+n=+/2 965 284~ n>+n= 1722
-1+./6889

2

= n*+n-1722= 0= n=

o _1x./6889 G183 -1 83
2 2 2
= N=410n=-42
Como nOIN , entdon = 41.
17.1. a) Sejad um numero real positivo qualquer.
2
n+5

<} =

<} =

‘un‘ <8 =

n+5
2-50

= 2<nd+5) « n>

Sendop um ndmero natural maior ou igu‘g\l_s—56 ,

OnON, nzp=|u|<d
Logo, limu, =0.

Questdes tipo exame

b) SejaL um numero real positivo qualquer
V,<-Le2-3n<-L o -NnN<-L-2-

L+2

= N>—

, . . L+2
Sendop um nimero natural maior ou |gual3— :

OnON,nzp=>u,<-L
Portanto, lim v, = - .
n- +oo
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17.2. @) u,xV, = 2 ><(2—3n):4_Gn
n+5 n+5
lim (u, xv,) = lim 470N _jm TN

x=to N+5 x40 n
Portanto,nlinjmwn =-6 , pelo que a proposic§cé falsa.

b) Estudemos o sinal dev,,, —w, :
4-6n
n+5
_4-6(n+1) 4-6n_
" n+l+5 n+5
_4-6n-6_ 4-6_-6-2 4 6 _
" n+6 n+5 n+6 n+5
_(-6n-2)(n+5-(4-61)(n+ g _
- (n+6)(n+5) -
_—6n?-3- h-10- - 24 B>+ 36 _
- (n+6)(n+5) -

Wn:un)(\/ =

n

W,

n+1 n

_ -3

OnON, w,,, —w, <0 , ou seja, a sucessfw, ) €

decrescente.
A proposicaoq é falsa.
¢) Utilizando o algoritmo da diviséo:

—-6n+4 | n+5

6n+30 -6
34
Portanto,w, = —6+ﬂ
n+5
Por outro lado:
OnON, 0< L s}@
n+ 6
= OnOIN, O<ﬁsi4
n+5 6
= OnOIN, —6<-6+ 34 s—6+1—7@
n+5
= OndN, —-6<-6+ 34 s—}@
n+5 3

< OnON, —6<w, <—é

Logo, a proposicde é verdadeira.

18.1.Visto que a reta de equac&c= 2 é uma assintota vertical

do grafico def, temos:
cx2-4=0-c=2



18.2.

18.3.

19.1.

19.2.

Como a reta de equacfie 1 € assintota ao grafico deem

+o0 € em o, xlinjwf(x)=%=xlin_1wf(x)=%=1 .

Comoa=2 temosg =1l- a=2.

1 2x0+b
, temos que——=

2’ 2x0-4

Portantoa=2 ,b=-2 ec=2.

O ponto B é o Unico ponto do gréafico deque tem

ordenada igual a zero. Assim:
f (X) - 0 - 2X_ 2

Como f (0) = % ou sejap = -2.

=0 X-2=00 X- 4 0-
= X=10x#22 < x=1
Logo, o pontd tem coordenadas (1, 0).

A(O , %j ,B(1,0),C(2,1)eD(0, 1)

Areg, g

xOD—OBZOA=

Areq peco] = AreqoBCD] -
OB +DC

Areq peco] =

1
x>
1+ 2x1_ 2 _

2 2

Nl w
I
sl

e
4
Entdo, a area do quadrilatero é iguaga.
a(4)-a(0) (-4.9x#+588 4 2.4~ 24
4-0 4 -

—49><42:588< 4 1568_392

Portanto, a velocidade média nos quatro primeiros
segundos foi de 39,2 m/s.
b) a(t)=(-4,9%+58,8+ 2,4=- 98+ 58,

Entdo,a'(5) =-9,8x 5+ 58,8 9.t

a)

A velocidade no instante=5 foi de 9,8 m/s.

a(t)=0< -9,&8+ 58,8 0~ =288 4o

A altura maxima foi atingida quando a velocidanienfila,
ou seja, no instante= 6 segundos.

a(6)=-4,9x 6+ 58,& 6 2,4 178,

A altura maximo foi atingida fol78,8 m.

20.1.
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lim f (x) existe quanddin; f(x)=lim f(x)=f(4)

X-4

Temos quelim f (x)=1(4).

2x4+7_15_

f(4 =3

(@)="==7

im £ (x) = fim 217+ 4@ 4 -4

XIP} (X)_le} X2 —3x—4 - 4 16 -4

|4 -1 0

e 4 4 4
zg):s |l 1 0
5

Questdes tipo exame

Como I|m f( )—Ilm f(x)=1(4) ,existelxi[r}f(x) eé

igual a 3.
. j X+ 7
20.2. lim f =lim = lim =
fim f(x)= X”“”x/x_+ o 1+
. 2X+7
:X||n:|00 5 _L_w 9 =
X 1+F -X /1+F
7 7
X(Z'*‘*) 2+
= lim X m X 3L°():-
—-X 1+72 —\/14‘*2 i1+
X X

Como lim f(x)=-2 , entdoy = -2 é a equac&o pedida.

20.3.x = 5 pertence ao intervalet , +co[ .

42 —17x+ 4)

Assim, para<>4,f'(x):[ 3 4} , OU seja:
X* = 3x-

(4 -17x+ &) (x* - x- 4-( 42— 1%+ Y x>~ 8- B

f'(x)= - >
(x —3x—4)
_(Bx-17)(x* - - 4-( 4% - 1%+ ¥ 2-
B (x2—3x—4)2
_ 5x? - 40x+ 80

21.

B (x2 -3x- 4)2
A equacdo reduzida da retapode ser obtida a partir da
seguintes equagéo:
y-f(5)=1"(8)(x-9
Determinemosf (5) e f'(5):
2 _
f(5):4><25 17x 5+ 4_ 19
5°-3x5-4 6
, 5x5x 40x 5+ 80_ 5
f(8)==—— 5 "3
(52 -3x5- 4

Assim:
19_5 5 25 19
-——=—(X-5) = —X-
y 6 36( ) Y= 36 36 6
5 .89
e Yy=—X+
36 36
Portanto, a equacgédo da rd@tatangente a grafico dg, no
ponto de abcissa = 5 ey-ix 89
36" 36
ylk
S
P
N _____ 1
o m R x

Os triangulos@RP] e [OMN] sédo semelhantes (sédo

tridangulos retangulos com um angulo agudo comum)
OR_OP OR_1 or_1
OP OM 1 u u

[EnY



De igual modo, os triangulo®PS e [OPN] sédo
semelhantes.

Logo:
0S_OP _05_1 5.1
OP ON 1 v v

PortantoR tem abcissa% eStem ordenad%.
u v
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22.1.

22.2. (i) Sejax a variavel correspondente ao nimero de horas

consecutivas sem dormirye a variavel correspondente

ao numero de erros cometidos, entéo:

%x=129_109 e y=S-93
10 10

(i) S, :i(x -12,9°% = 282,¢
i=1
9

D XY, —rXy -
as _1373-1199,7
Ss, 282,9

173, zx 12,9= 1,4

(i) b=y -ax=9,3-

Portanto, a equacgéo reduzida da reta dos minimos
quadrados & =0,6x+ 1,4.
22.3 Sex =18, entdoy =0,6x 18+ 1,4 12,..
Assim, espera-se que esse individuo cometa,
aproximadamente, 12 erros.
23.1.1 € continua enx = 0 quando o limitelim f (x) existe e

por sua vezlim f (x) existe quando
P

lim £ (x)=lim  (x)=f (0).

Assim:
lim (X)=|X'[‘g,(2 +cosx) = 2+ cog 0= 2 £ ,logo
£(0)=3
lim £ (x) =lim 2X*3=5¢0*3_4
X-0* x-0" X+1 0+1
Portanto,lim f (x)=1im f(x)=f(0), entdd & continua
X-0 X~ 0
em x=0.
23.2.A ordenada do pont® € o minimo da fungéo definida por
2+CosX .

A abcissa do pont® é o maior dos minimizantes negativos

da mesma funcéo.
OxOR, —1<cox< 1- OxOR ,- %+ 2 & caos< 4

= OxOR, 1< 2+ cox< &

23.3.

Questdes tipo exame

Entdo,2+cosx= 1« coxX=- e 0 maior nimero
negativo tal quecosx=-1 é Tt , portanto,P(-Tt, 1).
. 5x+ 3[5 B <

lim —— = lim — =5, logo, a retar tem equagédqy = 5.
X - +00 X+l Xt Y
Determinemos, agora, a equacao reduzida da rejartte ao
grafico da fungad no ponto de abcissa= 1.
. f(l):5><1+3:4

1+1

« f'(x) parax>0eé:

f,(x)=[5x+3j' :(5x+3)'(x+1)—(5<+ I(x+ _

x+1 (x+1)2
_5(x+)-(5x+3x1_5x+5-5x-3_ 2
(x+1)° (x+)*  (x+9’
2 1
Logo, f'(1) = ==
g ( ) (14_92 2
Assim:
' 1
y-t(Q)=r'[Q(x-3 - y-4=5(x-3 -
= yzéx—}+4c> y:71x+77
2 2 2 2

Logo, y= % X +% € a equacao reduzida da reta tangente ao

grafico def no ponto de abcissa= 1.
Determinemos a intersecao desta reta com arreta

y=5 y=5 y=5 y=5
y=—X+ 1 +J=5 X+7=10 X=3
2 2 2

1 7=
2

Portanto,Q(3 , 5)

24.1.

24.2.
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Tem-se quef (0)=-2 ef 7—2-[}= Z
f(0)=-2 +bcos(Q=-2
( a+beos’( ¢ a+bx1=-2
f(EJ:3 a+bco§[—j:3 a+bx0=3
2 2

Portantoa =3 eb = -5.

l+tarfa = e comotanaz% :

1
cosa

(1}2 1 1.1 10 1
1+ 2] = — - == -
3 coda 9 coéa 9 cdwr

- co§a':g
10

Assim:
f(a)=3-5coda = 3- 2= 39-_3
10 2 2
3
Entao, f =—
ntao, f (a) 5



25.1. lim [ f(x)-(ax+b)]=
. Jx
=lim | ax+b+ —(ax+b)|=
bl N (ax+b)
R S S
X—+0 [y + X xa+oc1+ X xﬂ+oo1+/%\/;
x X
1
= lim —=0
XL+w1+,\/— +00

Logo, a reta de equacdo=ax+b é uma assintota ao
grafico def em +oo .
25.2. A fungéof € continua enx = 0 quando existelim f (x)e

por sua vez este limite existe quando:

lim f(x) = lim (x)=1(0)

e _ Yx )
= lim f(x)—y[\?r[ax+b+&+x =
= lim (ax+b)+ = lim Vx
X x-0 /X + X
==b+ lim 1 (de25.1)
X0 1+\/;
=b+1
llpg f(x)=f(0)=b+1

Por outro lado:
lim f (x) = limsin(2x)=sin(2x Q = sinG= (

x-0" X0
b+1=0,o0usejdh=-1

2

26.1. Temos quef (x) = 24 oy seja, f (x):2x+il , pelo
X
4Y 4 _2¢-4

ue f'(x)=| 2x+—| =2-—
ave 1/(x)=( 24| =2- % =2

Determinemos os zeros flé:

2 _
#(x)=0 - Z %20, 2¢-4= 00x*# 0-
X
« X =20x#0 = (x=-v20x=2)0x# 0
- x:—\/i Dx:ﬁ
Construindo um quadro de sinais:
X |—oo —\/E 0 \/E +00
f' + 0 - |nd - 0 +
f 2 Nond] N 2
Max. Min.
Assim:

« intervalos de monotonia:
f é crescente em}—

—\/_2|: eem[\/_ +oo|:
f & decrescente erﬁ—x/i , ({ e emJO , \/—2:|

* extremos relativos:
f (—\/5) € um maximo relativo, pelo quetem um

maximo parax = -2
f (\/E) € um minimo relativo, pelo qu tem um

minimo para x =~/2

11

Questbes tipo exame

26.2. Tem-se quef'(x) = 2—Xi'2 .
Aequagaoy - f (-2) = f'(-2)(x+ 2) é uma equagéo da
reta tangente pedida.
2(-2)"+ 4
-2
y=(-6)=1x+2) = y+6=x+ 2= y=x+ 2= 6~

f(-2)= =6 e f'(-2)=2-—5=1

e Y=X-— 4
Portanto,y =x—-4 é a equacéo reduzida da reta tangente ao
gréafico def no ponto de abcissa= -2.

26.3. a) Temos que:

(fo0) (a)=g'(a)xf'(g(a))=

_ f'(a)x2-f(a)x
22
_2f'(a)-5f(a)

- 4
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27.1.A area de uma das bases do primas é igud@l apelo que, a
area das duas bases do prisma ¢ igiafa
Por outro lado, temos que o volume do prisma aligu.0

. .. 0 .
litros, portanto, a sua altura é |gua}—9 decimetros.
X

Logo, a area de uma face lateral do prisma € igual

10 10 . . . .
xx— =— e, sendo assim, a area lateral do prisma & igual
X
3
+
a 4x19=4% Eneo, A(x)=2x? 2,402+ 40
X X X X

27.2.Determinemos a expressédo da equacao derivada ¢ioflin

' 3 ! 3 '
A'(x)=(2x3;40} :(2x +40) x;(2< + 40 i}

6 xx=(2¢ +40x 16 - 2x° - 40 _

2 - 2

X X
_4xX’-40
X2
Determinemos agora 0S zeros dé
A(x)=0 - 40 =0 4¢-40= 00X’ # 0=

= x*=100x# 0= x=¥100x# 0= x=3 1(
Construindo um quadro de sinais, temos:

X 0 %/R) +00
A | nd. - 0 +
A n.d. N 2

Min.



Questdes tipo exame

Assim, oyalor dex para o qual a area total do recipiente é b) B[g,g,o}c( _9 B’OJ eVv(0.0,9
minima é igual a3/10 . 2 2
28.1.Sabemos que a aresta da base tem a mesma medida do Os vetoresBV e BC séo vetores diretores do plano
comprimento que a altura da pirdmide. BVC.
Sejaa essa medida, ent3B=BC=CD=AD=0V =a W(_g _9 gj
Deste modo: b2
a a a a = 9 9 9 9
A-, -—-,0.,Cl-—,—, 0 &(0, =C-B=|-—-,=-,0|-|=,=,0|=(-
(2 z} [22% (0 0 Bccs[zzoj[z,z,o)(g,o,f)
AC:C—A=(—%, %’ Oj_(%’ _32, (a:(_a A Sejari(a,b,c) um vetor normal ao plarBCV. Ent&o:
BV Of e BC Of , pelo que,
=a(-1, 10 o 9 9
a a a a BV@m=0 || —,.759 fa,b,c)=0
CV=v-C=(0, 0,a)- —7,7,@:[7,—7 ,a)= BCi=0 -
22 2° 2 - (-9.0,0a b c)=0
(1 1
‘a[g' ‘5'1j a-Zproc=0 [-Drx=o0
-4 27 9 -4 2 -
Sendot(-1, 1, 0 e \7(1 = 1)temos quel eV sdo —9a=0 a=0
: “dp=-oc  [b=2
colineares comAC e CV , respetivamente. Logo, ed 27 c. { =<
= — ~ — a:O
(AC ,cv):(u ) a=0
1 11 Assim, i(0, 2 ,c) ,cOR \{ ¢, é a familia de vetores
=(-1 1 qtéa TS 3:_*2_*2:_ : normais ao planBCV. Por exemplo, para=1,
f(0,2,]) éum vetor normal ao plaiB/C e como este
o =y(-)* + 2+ @ =2 (0.2.3

plano passa e, temos que uma equacao que o define é:

I J—l JERE R O(x-0)+ Ay~ 0+ {z- 4= € - 2y+2-0=0
Portanto,2y + z— 9= 0 é uma equacao do plaBgV.

a v
cofd ) HUHXHVH Jox f% 45 Pag. 162
NA

(U/\V) _ arccog—j - 1252 29.1.Selimv, =a, alR , entdo:
NE lim (u, xv,) =lim u, xlim v, =0 xa=0, DaOR

Portanto,(A—C , W) = (U/\V) =125,3 0 que contradiz uma das condi¢es do enunciado.

Portanto,limv, n&o pode ser igual a um nimero real.
—
. AB xOV 3
28.2. a) Volume da piramideABCDV]: —3 , mas 29.2. Por exemploy, ==n, pois:
n 2 1

AB=0V e o volume é igual a 243 unidades clbicas. . 3 . .
L, (i) limv, =lim=n=+c (ndo é um nimero real)
AB x AB —3  —3 2
243=——— = 24X 3=AB - AB = 729 2 3 f %
3 (i) lim(u, xv,) =lim| ==—x=n | =lim —— =lim = =3
3+n 2 3+n n
30. Como areta de equacdo=3x— 2 € assintota do gréafico de
X
g, € o dominio da funcémé R*, lim @ =3.
X = +00 X

- AB=%729 -~ AB=9

9 9
L ,Bl=, =, 0 V(0,0 g
0go (2 > je ( |2

BV é um vetor diretor da retBV .

. 9 9 9 9 Como o dominio da fungdotambém éR*, vamos calcular
BV=V-B=(0, 0, 9—[5 i @;[_,2 TS % o valor de lim h(x).
A reta BV passa pelo pontd. Assim:
Portanto: 2-Tg(x\T’ x) T

lim h(x) = lim 7[92( )] = lim [22—[9( 2)]

_7A X — +oo X - 400 X X oo | Y X
2 2

y:—g/l , A0R séo equacBes paramétricas da Bsta lim 2_ lim [g():)] zi_“m {9 X)} =

X +00 X - +00 X +00 X +00 X

z=9+91 )
=0- L"”ﬂmgiﬂ =0-F=-9

12



31.1.

31.2.

32.

32.1.

Comolim h(x)=-9, o grafico deh 5
3
| 5

-10 -15

15 15

5/ 0

A fungéof é continua emx =3 quandolim f (x) existe, ou
P

£(3).

tem uma assintota horizontal que é a
reta de equacayg =-9.

seja, selim f (x)= lim f (x)=

lim f (x)=f(3)=3-coq &) =3-coqn)=3-(-1)=4
Por outro lado:
5x% —10- 14

lim f (x) = lim ————
x-3" x-3 2x% —7X+ 3

o (x=3)(5x+5) 2 7 3

T xg)(x- 3 6 3
_20_4 |2 -1 0
=5

Portanto,lim f (x)=lim f(x)=

X3 x- 3

f(3), entdo a fungabé
continua emx =3, como.

f(x)=20x<3 < 3- cofnx)=20x<3

< cog(nx)=10x<3 < nx=2kr, KOZOX<3 <

= x=2k,k0Z0Ox<3

- x=2k,k0Z,0{3}

(x=7)"+(y-2)*+(z-9°*= 27
A(10, 5, §

c(7.2.9

(10-7)*+(5- 2% +( 8 §°= 27-

= 9+9+9=27= 27= 2i
Logo, o pontdA pertence a superficie esférica

B A
B=C+AC
AC=C-A=(7,29-(10, 5 B=(- 3~ 3~ )
AC(-3, -3,-93

B=C+AC=(7,2 9+(-3,- 3- 3=( 4 1)
B tem coordenadalst,~1, 2)
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Questdes tipo exame

32.2. O plano tangente a superficie esférica no pénéo

32.3.

perpendicular ao raicAC]. Portanto, o vetoiAC é

perpendicular a este plano pelo que uma equacéo que
define é da forma-3x-3y-3+d=10

Como o pontd pertence ao plano e tem coordenadas
(10, 5, §, tem-se

-3x10- 3 5- X 8d= 0~ d= 6¢

Assim, uma equacédo do plano tangente a superfif@eea
no pontoA é —3x -3y - 3z+ 69= C.

HCT?H = H@‘ =27 (raio da superficie esférica)
RIS |G +{cS co{ R €S -
=27x/27x co®= 27cod

Se tand = \/—8 entao0< 4 <g .

Como tar* @+ 1=

, tem-se:

1
cos @
(J§)2+1= 1 ge1= 1

cos 9 cod8

- 9= - 005261271

1
cosg 8
Atendendo a qué [ }0, g[ , cosd :?13 .

CRICS=27cod = 2%%: ¢



