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Geometria analitica

Ficha para praticar 7
1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

Pags. 34 a 37
Sejay=mx+b a equacéo pedida.

O declive/m, é igual a tangente trigonomeétrica da inclinagéo.

Assim,

m= tan[%} = tar[n —%J = —tan(%J = _£:

V3

Portanto,y = —?x+b .

Como o pontoA(2J§ ]) pertence a reta:

1=—§x2\/’3+b@ 1=-2+b - b= 3

Entdo, a equacéo pedidayé —§x+ 3.

O declivem, da retaAB é:
me_2°1 _1_43
3J/3-2/3 V3 3

Sejaa ainclinagédo da retaB, entao,

tana :ﬁ Oa0O |0 ,E , portanto,a =I .
3 2 6
Portanto, a inclinagdo da re&8 é g radianos.

A retaAB tem declive igual a\/g , pelo quey = §x+ bé

a equagdo reduzida da réfa.
Determinemos a ordenada na origem
O ponto A(Z\/§ ZI) pertence a retdB, portanto,

1:§XZ\/—3+b - 1= 2+b = b=-1

Assim, y =§X—l € a equacao reduzida da raB

Determinemos, agora, as coordenadas do pontdetedpao
da retaAB com eixoOx.

y=0 y=0 y=0
y=§x—1® Ozgx—lw £33x=1®
=7 x=+/3

As coordenadas do ponto de intersegéo(s&), O) .

a) Sejay=mx+b aequacao pedida.
O declivem, é igual a tangente trigonométrica da
inclinacao.
Assim:

m=tan( 309 :g , temos, assimy :§x+b .

Como o pontoA(-2, 3) pertence a reta:

J3 _2/3 2/3
3

3=-2(-2)+b = 3=-=—"+b = b=3+"—"
3 3
V3 2/3

A equacdao pedida 9:?X+3+T .

2.2.

3.1.

3.2.

b) Sejay=mx+b aequacéo pedida.
O declivem, é igual a tangente trigonométrica da
inclinacgao.
Assim:
m:tan(%n] = tar(n—%]—tan%r:—l ey=-x+b
Como o pontoA(-2, 3) pertence a reta:
3=-1x(-2)+b = 3= 2+b = b=1
A equacdo pedidag=-x+1.

c) Sejay=mx+b aequacado pedida.
O declivem, é igual a razéo trigonométrica de

inclinacao.
Assim:

m= tan(z—;} = tar(n —%} = —tan(%} =-J/3

Assim, y=—y3x+b.
Como o pontoA(-2, 3) pertence a reta:

3=—3x(-2+b - 3= 2/3+b = b= 3 2/ ¢
Portanto,y = —J3x+3-2/3 éa equacao pedida.

a) O declivem, da retaAB é:
3-1 _ 4

-2-0
Sejaa ainclinagdo da retaB, entdo:

m=

tana = - 1|ZIaDE ,1{ , OU seja,a :3—: rad.

A inclinacdo da retAB é %ﬂ rad.

3+4 _ 7
-2+3
Sejaa a inclinagdo da retdC, entéo:

b) O declive da retAC é m=

tana = ED} 0 g[ , portanto,a = arctan 7= 1,<rad.

A retaAC tem inclinacdo, aproximadamente, igual a

1,4 rad.

¢) O declive daret8C é ng:g).
0+3 3

Sejaa ainclinagdo da retaC, entdo:
tana :§ DaD}O ,E[
3 2
5
Portanto,a = arcta 3 = 1,(rad.

A retaBC tem inclinacdo, aproximadamente, igual a
1,0 rad.

BC=1e AB=2BC , pelo queAB=2.

Assim:

A —1,—1 B 1,—} ,C 1,71 eD —1,1
2 2 2 2
a) O declivem, da retaDC € igual atana e mzé .

tana:EDaD}O,E[.
2 2

Logo, a = arctar[%} = 26,6



3.3.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

7.1.

2.1. Declive e inclinacdo de uma reta. Produto edaa

b) O declivem, da retaOD € igual atanf e m= —% .
1 s
tang = _5 DBD}E ,n[ , pelo que

£ =180°- arctaﬁ%) , Ou seja,f =153,4°<.
Portanto, a inclinacdo da réd® é, aproximadamente,
igual a153,4°.

Tem-se que:

AOB =COD = p-a= {n - arctar@ﬂ - arctaf%j =

=2,21rad

A reta tem inclinac&o igual a 120°.

O declivem, da reta é igual a tangente trigonométrica da
inclinacao.

Portanto,m=tan(120) = taf 180° 6)=- tan 692y .

Como a reta passa pela origem, o ponto de coatderi@ , 0)
pertence a reta.
Por outro lado, como o declive-é/§ , um vetor diretor da

reta tem coordenadas, por exemp(lb,—@) .

Assim, uma equacéo vetorial da reta é:

(x,y)=k(1,-3) kOR
2 3
2x+5y-3=0- By=—-X+ 3= y=_§X+§’ pelo que o
declive da reta € igual a—% .
Sejaa ainclinagdo da reta entdo
tanag = —E Oa D}—E ,n[
5 2

2

Portanto,a =z —arctal < = 2,¢rad.

Assim, um valor aproximado a décima do radiano da
inclinagdo da retaé 2,8 rad.

(ﬁ):eo%g rad
(ﬁ):lzo%% rad
(R:’,CM) 150(#57’5t rad
(ﬁ) 0°=0rad
(A—M —M) 180°= r rad
(

E,W)zSO"z% rad
&F (£5 = |&F]| €] xcoq €F D) -

= EF [ED =4x 4x co§ 120p -
EF [ED =16x cog 1802 6(°
- ﬁ [ED =16x (- cos60} -

- EF [ED :16><(—%j -

-~ EF(ED=-8

7.2

7.3.

7.4.
7.5.

7.6.

8.1.

8.2.
8.3.

8.4.

BC T = |B]|cD] cod BC CD) -
- BCICD =4x4x cof 60} -
-~ BCICD =16x~ -
2
-~ BCICD=8
ED e FC tém o mesmo sentido, pelo que
ED [FC = |ED| x|FC| -~ EDFC=4x8 ~ ED(FC =32
BADBD, portantoBAIBD =0.
O triangulo BDF] é equilatero, pelo quéﬁé?ﬁ) =60°.
Ent&o, FBLFD = HﬁHHﬁH x cog( 609 .

Por outro lado:
sin60%=—— FM \/— FM « FM = 2/ ¢z
4 2 4

Logo, =2FM = 4/3.

Assim:

FBLFD = 4/3x 4\/—3x% -
- FBIFD =24 E
AD e CB tém sentidos contrarios, pelo que
AD[CB = —HEH XH@H =-8x4=-32

A area do trapézidBCDE] é igual a 10, pelo que,

EB+DCXE:10@ EB+4

X 4=10=

- (EB+4)x2=10~ EB+ 4= 5 EB= !

Por outro lado, tem-se qUEC =3 e BC =4, pelo que
BF =1.

AB e BE tém sentidos contrarios, pelo que
SN R

- ABIBE =-4

EB e AD sfo perpendiculares, portar® [AD =0 .
ED (B = £5]5¢] xcod &5 bc

o E;ID’\D—C):— co%b—E R):— co(fﬁc)z_%

Por outro lado:

AE +AD =ED - F+4’=ED", logo ED =5.
—cos(EIﬁC) = —g ,ou seja,cos{E—D,B—é) = —g

Entéo:

EDDC =[E5][C] xcof €5 5C = 5« 4( -3 |=- 1z
o (63| 5 <cof OF 5]
Tem-se que

cos{DE CB)— CO%IEBA)— cofADE ) = 22 AD_4

Portanto,DE [CB = 5x 4xg =16.

De outra forma:DE [CB = DE [DA= DAXxDA=4x 4=16



2.1. Declive e inclinacdo de uma reta. Produto edaa

9. uw=[af|v]coqu’v)= 3¢ 5¢ cof 120>
=15x coq 1802 60°%=- 15 cos68% i% =15

9.1. (20)v=2(0)= 2x(—1—25J=—15

9.2. (-4v)(a)=(-4xJ(vm)=-14u)=- 12{—%5} o
9.3. (V+40)MW=vm+400=vm+4d =
=-Piaxg =236
2 2 2
9.4. (60-2v)(¥)=18I0- §¥= 180~ v =
—18( 125) 6x 5 =-135- 150= - 28t
10. Sejamo declive da reta

mzé , portantotané?:} 0ea (o ,E , OU seja,
3 3 2
f= arctar[}) .
3
Por outro ladof (1, - 4) é um vetor diretor da retapelo

que o declivem’ desta reta én' = —ill =-4. Logo,

tana = -40a IZIE ,1{ , ou seja,@ =n —arctar( 4.
Assim:

B=a-6 - B=n-arcta( 4~ arcta[n%j - B= 1rad

11.1. DEEF =|5C]|&F|co DC EF | -
=/2x+/2c0s0=/2x~/2x1= 2
11.2. AC DB =|AC] |08 coq AC DB =

- 58]ecso0= ] o=

11.3. 5 (B0 = [56[85]coq 86 50 =
=2x2xc0s60'= ZXZX% 2

11.4. AETAG = [AE]AG]cod AEAG) = 4

:\/Ex\/?sx://?: 5 \&
115 O - (asme)i= ¢
=AH [AH + HG [AH = HAHH +0=2=4

11.6. AG[BH =(AB+BG)({BG+GH) =

B[BG + AB[GH + BG[BG + B H =

I
°J>

ABDAB+HBGH +0=- HABH =

:—(\/E) +4=-24 4= 2

()]

-0
-3

12. Sejamo declive da rets, entdo,m= =-2.

o

13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

14.1.

Sejam o declive da retg, entdom =i =}.
0-(-4) 4

Designemos pon e @ as inclinagdes, em graus, das retas

es, respetivamente.
tana =-20a0] 90°,18(°~

- a=arctar(~ 30a 0] 90°,18§', logo
a =180° arctaff p= 116,5..
Por outro lado:

tané’:% 0e0]0°,90p

= 9= arctar[AJDHD] 0°,9q°

Logo, €= arctar[%{) = 14,04.

Assim, ACE = 6=14,04°.

EAC =180°%q = 63,43
CEA=180°-ACE - EAC = 102,53
(20)v=20v

0 =[ufjv]coga"v) = 2x 48 Co%) -

Logo, 20 ¥ = 2x(-1) = -2.
[~ )~ T
= —J36x(-1)= 6
(VBa-v) v = 2/8(uv) - v ) =
=4/2(um) - 2 =
= a2x(-1) - zx(ﬂ’s)zz—zv—z— 4 8=
=-4J2-2/8=-4/2- 4/ =- ¢
(20+ 20) - ) =
=2x3x(U+v){u-v)=
=6x(u+v){u-v)=
=6 (Jal - I¥I°) =
-ox( (42 -(19))-
:6x(J§—2J—2):—6/—2

ABIAC = HABHHACHCO A/B\Ac)

T

=3%x4x CQ{EJ =3x 4x£ =6
3 2

14.2. Temos queAC = AB , pelo queACB =CBA , logo

CBA=30°%, consequentementBAC =180°%2x 30= 120.
7B (AC =[ A8 [ AC|coq A8 AC) =
=3x3xc0s120¢ 3x cds 186° o2

=3x3x(-cos60p= 3 8[—%:—9
2 2



2.1. Declive e inclinacdo de uma reta. Produto edaa

15.1. 0 0 =[] oo A OPe b0 (x,x-1) o 7B
OP=P-0=(x,x-1) e AB=(7,1)
=2/2x 2/2cos1802

2f5x 22x(-] =-8 (x,x=1)[{7,)= 0= &+x-E 0=

— — = 8x=1l= x—}
15.2. 2C8 (M = 2|CB| 8] cof CB M8 e xS
=2x 4x 2/ 2 cos 452 Portanto,P[% , é— j , 0u seja,P(é , —%) .
=2x4x 2\/—2x% =16 b) P pertence a bissetriz dos quadrantes pares quando a
N suas coordenadas sao simétricas, ou seja:
15.3. AB[{AC +BC) = ABLAC + AB[BC P(x, - x), XOR
:N?;Dﬁcos(ﬁf% 0= Assim:
= 4x 42 cos 452 sz_oz(x'_x)
AC=(2,]
=4x 4\/—2xﬂ =16 ( )
2 Portanto,
15.4. BAIBD = 84|85 coq BA D | - OPIAC=2 = (x,-x){(2.9= 2~
= 4x 4/ 2% cos 452 - %x—x(zzz)xzz
V2 Entdo,P(2,-2).
=4x 4\/—2X— =16
2 2.1. cos(u v) uw__ (2 _3)[61 19 =
16. RPIRQ=(RM +MP){RM + MQ) = [alle] 22 + (-3 <2+ #
=RM [RM +RM [MQ + MP [RM + MP [MQ = :2><1+(—3) 4_ -10
=|RM + RV [{MQ + MP) + MP [{~QM ) = Vi3xy17 - V221
. B 10
=|[RM[" + RV (B~ MP QM = Logo, (u’v)= arcco{ Jﬁj: 132,3
= R - P P = 2o cofu)e 0 L (23030 _
=t |WP[ = a4 =a-16 lallvl ™ 2y + & x(-37+ £
_—2x(-3)+3x1_ 9
Ficha para praticar 8 Pags. 38 a 41 V13x4/10 130
11 a) AB:B_A:(5,3)_(_21_A9:(71)' Logoy (UTV):arcco{\/g_J: 37]9
BC=C-B=(0,-3-(5,-3=(-5,0 130
Tem-se, ainda, quéB+&, =(7,1)+(0,3=(7,3, 23 cos(UAv)— uly _ (\/— \/—2)( 1 \/—3) _
pelo que: o] \/\/6 +2" x\/( 1) +3
(AB+e)BC=(7,2)[(-5,0= 7(-§+ 2 G- 3! _ 6+ 3x3_~[6+6_,
b) AB=(7,1) e BC=(-5,0), pelo que J8x/4 2/8
BC-AB=(-5,0-(7.)=(- 12~ } Logo (4,v)=90,0°
Por outro lado [; _ )Eﬁl _})
AC=C-A=(0,-3~(-2-9=(2,} 24, cou )= = 2 2B
Assim: HUHHVH \/(1)2 2 \/2 [ 1)2
= +(—1) x, |2 +|-=
(BC-AB) AC =(-12,- ) (2.3 = 2 ‘
_ 1 1
=-24-1=-25 ‘ ) \/Ex 17 85 @ a5
1.2. a) O pontoP pertence a reta de equac#ie x -1, pelo que 4 V16 64 8
as suas coordenadas sao da fofmax-1) . 6
. . . . Logo, (U,V)zarcco{—}z 49,4
Por outro lado, s©P ¢é perpendicular &B , entédo /85

OP[AB =0.



5.1.

5.2.

6.1.

2.1. Declive e inclinacdo de uma reta. Produto edaa

BABC=(1,3,-){2,-1,3=

=2-3-2=-3

Como BABC <0, 0 anguloCBA é obtuso.

Portanto, como o angulo de vértBelo triangulo é obtuso, o
triangulo JABC] é obtuséangulo.

Os vetoredi e V sdo perpendiculares se e somente se
uv=0.

Assim:

(1.k-2,905k+ 2~ 2= 0=

= 5+(k-2)(k+2)-10= 0=

= k®-4-5=0~

= k?*-9=0-=
= k=30k=-3
Portanto,k =-3 ou k=3.

4 2
r:4x-5y—-2=0s y=—x——
Yy y 5575

A retar tem declive igual ag .

Como a rets é perpendicular a retao seu declivem’ , é
tal quemxm =-1, portanto:

i‘rxm’:—lﬁ m’:—E
5 4

Portanto, a retaé do tipoy = —§x+ b.

O pontoB (2, -5) pertence a resapelo que:

—5:—§X2+b P —5:—§+b o b:—5+75 - b:_é
4 2 2 2
. ~ . 5 5
Assim, a equacao reduzida da =éay = _ZX_E'

c(0.y)

AB=B-A=(2,-5-(-3,4=(5-9
AC=C-A=(0.y)~(-3,4=(3y- J

O triangulo PBC] é retangulo end se e s6 sABAC =0.
ABAC=0+ (5,-93,y- 4= 0~

- 15-9x(y-4) =0~

= 15-9y+ 36= 0= Y= 51~ y:%lc» y:g

O pontoC tem coordenada[so 1—37) .

2=2
(2,3,)=(2,6-2+1( 0,17 l={ 8 61 = A=~
1=-2-1
Logo, A(2,3,9)0r.
2=2
(2,5-9=(2,6-2+2( 0,1y 1= 5 61 = A=~
-1=-2-

Logo, B(2,5,- ) 0r

6.2. Sejaa o plano mediador de\B] e P(x.y, z) um ponto

dea .
1+(-1
|2tz 305, ) =M (2,4,0) é o ponto médio
2 2 2
de [AB].

MPIAB=0 - (x-2,y-42){0,2~ 3= O-
= 2y-8-22=0= y-2z=14
a:y-z=4
6.3. O pontoC se existir, € equidistante dos pontosB. Logo,

C tera de pertencer ao plano mediadorAR.[
Por outro lado, com@ pertence a rets é da forma

C(-5+k,k,6-k) comkOR.

Determinemog sabendo qu&Oa:y-z=4.
k-(6-k)=4< k=5

Portanto,C(-5+5,5,6- §=C( 05,1).

Sabemos que\C = BC porqueC pertence ao plano
mediador de4B]. Falta verificar queAC = AB :
AC=\(0-27 +(5- 3 +(+- ¥ =V & & 0= ¢
AB=(0-2 +(5- 5 +(1 ¥ =V & O 4/ ¢
Como AC = AB = BC o triangulo PBC] é equilatero.
O pontoC tem coordenadafd, 5, 1) .

7.1. r:2x-5y-1=0= 5= X- 1= yzgx—?l3

Portanto, o declive da reta é .

Como a reta é perpendicular a retao seu decliveyl, é tal
gque mxm = -1, ou seja:

g><m':—1.:. m':—E
5 2

Portanto, a retaé do tipoy = —g X+b.
O ponto A(2,-1) pertence a ret pelo que:

—1:—g><2+b o -1=-5+b- b= 4

Assim, a equacéo reduzida da =éy = —gx+ 4.

7.2. Seja P(x, y) as coordenadas de um ponto qualquer da reta
tangente a circunferéncia no pofipentao:
QRIQP=0
Tem-se que:
R=R-Q=(-4.9-(-3-3=(-13
P =P-Q=(x.y)~(-8.-9=(x+ 3.y+ 2
Assim:
QRQP=0 = (-1,9{x+3,y+ = 0=
= —X—3+5y+10= 0=

17
s By=X—-7 o y==XxX——
y y X5



8.1.

8.2.

8.3.

9.1.

9.2.

2.1. Declive e inclinacdo de uma reta. Produto edaa

A equacao pedida g = é X —g .

SejaM o ponto médio do segmentaH].

Entéo, M[5;3,_22+0 1_21J ousejaM(4,-1,0 .

Por outro lado:
AB=B-A=(3,0,-)-(5-2,1=(-2,27 p
Seja P(x, Y, z) um ponto qualquer do plano mediador de
[AB], entéo:
MPAB=0 = (x-4,y+1,2)[{-2,2~ 3= O-

= =2(x-4)+2(y+)- 2= 0=

- —X+ 8 ¥+ 2 2= 0O

e —X+ ¥- 2+ 1& O

= X-y+z-5=0
Assim, uma equacdo do plano mediadorAR] B

-y+z-5=0.

Seja P(x, Y, z) um ponto qualquer do plano tangente a
superficie esférica de cent®(1, 2,1 no pontoB. Ent&o:
BPBC=0
BP=P-B=(x,y,2)-(3,0,-)=(x-32+)}
BC=C-B=(1,2,)-(3,0- }=(-2,2,p
Assim:
(x-3,y,z+1)[{-2,2,9= 0=
o =2(x=3)+2y+ Az+ )= 0~
= —2X+6+2y+ Z+ 2= 0=
o =2X+2y+ 22+ 8= 0~
= X-y-z-4=0
Portanto, a equacgédo pedidxéy-z-4=0
Seja P(x, Y, z) um ponto qualquer da superficie esférica de
diametro ABJ.
Entdo, AP[BP =0.
AP=P-A=(x,y,2)-(5,-2,)=(x-5y+2z-}
BP=P-B=(x,y,2)-(3,0,-)=(x-3y z+}
Assim:
(x=5,y+2,z-)[x- 3y z+ )= 0-
= (x=5)(x=3 +(y+Jy+(z-J(z+ J= 0~
= X2 =3x-5x+15+ y?+ +7z°— 1= O-
e X2 +y?+72-8x+2y+14=0
Portanto, uma equacao da superficie esféricazaeatio
[AB] é X* + y*+2°-8x+ 2y +14= 0.
Substituindo as coordenadas do pof{e-3, - 2) na
equacdo da circunferéncia:
(-3+1)°+(-2+ 6= 20~ (- 3°+ 4= 20-
= 4+16= 20 20= 2((verdade)

Portanto, o pont® pertence a circunferéncia.
SejaP(x,y) um ponto qualquer da reta tangente &

circunferéncia no pont®, entéo:

9.3.

10.

CT TP =0, sendcC o centro da circunferéncia.
CT=T-C=(-3,-2-(-1,-6=(-2,%
TP=P-T=(x,y)-(-3,-2) =(x+3,y+2)

Assim:

(-2,49)x+3,y+ = 0= —Fx+ 3+ fy+ 2= 0=

= —2X-6+4y+ 8= 0= 4= X- 2 yzgx_%

O declive desta reta% , pelo quet (2,1) é um vetor

diretor.
Por outro lado, sabe-se que o pofifo-3, - 2) pertence a

reta. Portanto, uma equacao vetorial da reta pedida
(x,y)=(-3,-2)+k(2,) kOR

Determinemos as coordenadas dos poAteB.

(x+1)*+(y+6)"=200x= 1=

= (1+2)° +(y+6)° = 200x= 1=

= 4+(y+6)°=200x= 1=

= (y+6)"=160x=1~

- (y+6=40y+6=-4)0x=1-

- (y=-20y=-100x=1

Portanto,A(1,-2) e B(1,-10) ou A(1,-10) e

B(1,-2).

Por outro lado:

CA=A-C=(1-2)-(-1,-§=(2,9

CB=B-C=(1,-10-(-1-§=( 27 3

COSACB = co:{CA CB) CALCB =

[cAlce]
_ (2.902,-4 _ 2«2 &(- 4
x/m><\/22+(—42 V20x+/20

_-12__12__3

20 20 5

Portanto,AéB = arcco{—gj = 2,2 rad.

O angulcACB tem amplitude, aproximadamente, igual a
2,21 rad.
r:3x+y=4< y=-x+4

—3x+4=0‘=»x:il
3
3
4
S:y=-——Xx+3
Y 5

—ﬂx+3:0m —4x+ 15= 0= le—5
5 4

{5



11.

2.1. Declive e inclinacdo de uma reta. Produto edaa

BAC = a = inclinagio de = 180°- arctaff B~ 108,¢
CéA:180°—,8 = 1802 inclinacéo de=
=180°—[ 180% ta’n(gj}= 38,7
ACB =180°- 108,49 38,7 32,¢
BAC =108,4° CBA= 38,7 e ACB=32,9°

4x-3y-2=0= = K- 2= y:gx—g.Odeclive da

retar é g , pelo quer (3, 4) € um vetor diretor da reta
SejaP(x,y) um ponto genérico da resa
AP=P-A=(x,y)-(1,-3=(x-1,y+3
AP =0+« (x-1,y+3[{3,9= 0=

o -3+ dy+ 12= O

< 4y=—3(— (S
y:—§x_g
4 4

Portanto,y = —731 x—% € a equacgdo reduzida da reta

12.1. a) Seja P(x ,y) um ponto genérico da circunferéncia de

diametro PAC].
APCP=0 < (x+2,y-3J{x-1,y+ 3= 0-
= (x+2)(x=1)+(y-3(y+ 3= 0=
o X =X+2x-2+y*+y-3y- 3= 0=
e X +y*+x-2y-5=0
Portanto,x* + y* + x—2y - 5= 0 é uma equacio da
circunferéncia de diametréC].
b) SejaP(x,y) um ponto genérico da mediatriz do

segmento de ret@B] e M o ponto médio deste
segmento.

M _2_1,y , ou seja,M _§Z .
2 2 2 2

S 3 7
ABOMP =0 - (1, 2 y-Ll=0-
( ])E€X+2 y 2}

3 7
o X+—+y-——=0 o
2 y 2

e X+y-2=0+<

= y=-Xx+2
Portanto,y = -x+2 é a equacéo reduzida da mediatriz
do segmento de retAH].

c) SejaP(x,y) um ponto genérico da reta
APBC=0+ (x+2,y-3{2,- §= 0=
< 2(x+2)-5y-3=0<
< 2(x+2)-5y-3=0-
e X+ 4 Y+ 15 0=
- = X+ 10-

y:gx+Lg
5 5

Logo, y =§x+l—: € a equacdo reduzida da reta
122. AC=C-A=(1,-)-(-2,3=(3- %
Portanto,(4k , ) ,kOR \{ ¢ s&o as coordenadas dos

vetores, n&o nulos, perpendiculares ao véGr. Como se
pretende que tenha norma 10, temos:

f(ak 3)|= 10~ [ &) (%) = 10-

= V16K + %% =10= « 2K?= 10-

< 5k|=10< |k|=2= k=-20k= 2

Logo, (8,6) e (-8,-6) sdo as coordenadas dos vetores de

norma 10 perpendiculares ao ve#a€ .
13.1.Sejafi(a,b,c), coma, bec OR, ndo nulo, um vetor

normal av .

VHi=0< (-1,2,)0a b c)= 0~

= -a+2b+c=0-=c=a-2

Logo, fi(a,b,a-2b),aeb0dR nao simultaneamente

nulos.
Por exemplo:
Paraa=1 eb=1, temosii(1,1,- 1.

Paraa=0 e b=1, temosfi(0,1,- 2.
Paraa=1 eb=0, temosfi(1,0,]).
Por exemplo,(1,1,-1) ,A,(0,1~ 2 ef,(1,0,9).
13.2.Sejafi(a,b,c), coma,b e cOR, um vetor normal & e
W.
{ M=0 _ {(—1,2,]}[@ b c)= 0 {—a+2b+c=0
Wi =0 (3.1,0{a b c)=0 [-3a+b=0

<i

b=3a b=3a
Logo, fi(a,3a,-5),a0R {§.

{—a+2><3a+c=0 {c:—a

Por exemplo, s@=1,ii(1,3,- § & perpendicular aos
vetoresV e W.
Portanto,ii(1, 3,- 5, por exemplo.

14.1.Os vetoresAB e V sio perpendiculares quando e apenas

quandoAB¥ =0.
Temos que:

AB=B-A=(-1,0,3-(3-5,2=(-4,5)



2.1. Declive e inclinacdo de uma reta. Produto edaa

ABV =0~ (-4,5,){k* -k, X - 2 B)= 0-
« -4(k? —k) +5(1+ &) +(-2- &)= 0=

o —4k® + 4k + 5+ 1k - 2- &= O-

= —4k® +1k+ 3= 0=

k:—lli.llf— 4-9x 3

2x(-4)
= “11£ /169
-8
_ o113 -1F 13
-8 -8

- k:—EDKZS
4

Portanto,k =_Z1Dk =3.

14.2. OA(3,-5,2 e OB(-1,0,93
cod AOB) = co%ﬁ)=@z
1) oo
_(3,-5,2{-1,0,3_-3+0+6_
CJo+25+4/1+ 0r 9 V3810

.3
~J/380
. 3
AOB = arcco = 81,1
{Jsso}
15.1. M(':”l,ﬂ, s 2j=(-1,—1,i‘)
2 2 ' 2

AB=B-A=(1,-4,2-(-3,2,4=( 47 67 p
MP=P-M =(x,y,z)-(-1,-1,3=(x+1y+ 1z~ }
ABIMP=0 < (4,-6,- J[{x+1y+ 1z~ }= O-

o X+ 4-6- 6- 2+ 6 O-

= IX-6y- Z+ 4= O~

= 2Xx-3y-z+2=0

O lugar geométrico é o plano mediador do segmami®ta
[AB] de equacad®x—3y—-z+ 2= 0.

152. AP=P-A=(x,y,2)-(-3,2,4=(x+3y- 2z- &
BP=P-B=(x,y,2)-(1,-4,9=(x-1y+ 4z~ 2
APBP=0 < (x+3,y-2,2- [{x-1y+ 4z- 2= (
= (x+3)(x=D+(y-(y+ 4 +(z- 4(z- = 0-

o X —X+3X—3+y +dy— - 8+7° - Z- &+ & (
o X +2x+y?+2y+ 72— 6z= 3

o X H2X+1+ Y+ 2y + 1+ 2P - &+ = 3+ F * O
o (x+2)"+(y+1)*+(z-9*=14

O lugar geométrico € uma superficie esférica dadc@o
ponto de coordenade(sl —1, 3 e raio14 .

16.1. x2—x+y2+2y+zz—4z=1z5 -

- xz—x+}+y2+2y+1+zz—4z+ PEENE N
4 4 4

2
A superficie esférica tem centro no ponto de cemadas
c[l,-l,zj.
2
16.2. SejaP(x, y,z) um ponto qualquer do planm.
ﬁ’:P—A:(x,y,z)—[%,—1,5)=(x—% y+1,z- 5}
C—A:A—C:G,—l,—sj—[} ,—1,2}:( 0,0,
2 2
ﬁ@:o@(x—%,y+1,z—5}[@0,0,3: 0-

= 3(z-5)=0 = 2z-5=0 = z=5
Portanto,z=5 é uma equacao do plamo.

17. AB=12e B(3,8,0), pelo queA(3,-4,0).
ComoBC =3 e BC=CG, entdoCG=3.
Portanto,! (3,6, 3.
IA=A-1=(3,-4,0-(3,6,3=( 0r 107 F
IC=C-1=(0,8,0-(3,6,3=(-3,27 B

Hﬁ“: 0* +(~10)° +(-3” =</100+ 9=+/ 10
€] =y(-3) + 2 +(-9" =Vor 4+ 9=/ 22

IAOC=(0,-10,- 3{- 3,2+ 3=

=0x(-9+(-10 2+ (- §x(- 3=~ 1

a é o angulo formado pelos vetorts e 1C , pelo que

cosa = co%ﬁ) = 1A0C .

1A <[ic] ~ vio9xv22~ 2398

sinfa N cosa_ 1

cofa coda cos
1

cosa

Logo, temos que o valor exato ta’a é:
1

sinfa + coga = 1=

<

- tanfa + 1=

tar’a + 1=

-11 jz
/2398
_ 1
Aad tar12a+ 1—ﬁ <
2398
- tarfa + 1=i -
i
218
- tanza:2—18—1w
11

- tanzcrzz—07
11

Portanto,tar’ a = 2—()7
11



2.1. Declive e inclinacdo de uma reta. Produto edaa

Ficha de teste 4 Pags. 42 e 43
1 V3
1. X=—3y & y=——X o y=—"x
y<y NE y 3
Ainclinagdoa da reta é tal que

V3

tana = Y Oa0]90°,180°

Portanto,a =180°- arctaﬁ\/;] = 15C.

Resposta(D)
r:6y+2kx=12-« 6y=-xx+ 12= y=—§x+ p

Portanto, o declive da reta igual a—g, kOR\{0}

Por outro lado, tem-se que:

-x=1+A x=1-A
JAOR & JAOR
2y =84 y=4A

Ent&o,t (-1, 4) é um vetor diretor da retapelo que, o

declive desta reta é igual a —4.

Como as retaset sdo perpendiculares, temos que:

—Ex(—4):—1<: Ko gok=-2
3 3 4

Resposta(D)

—2 —2 —_—2 —=2 —=2

AC =AB +BC - AC =a’+a’ = AC =2a® e como
AC >0, vem queAC =+2a> e, sendoadR*, AC =+/2a.

Portanto,EF [AC =|F[AC] cod £F AC) -

~ EF [AC = ax+/2ax coq 45} -

- EFORG= ' x 2 - G =a’

RespostafA)

Seja P(x, v, z) um ponto qualquer da superficie esférica de
diametro BB], ento esta pode ser definida psP (BP =0.
Assim:

AP=P-A=(x,y,z)-(-2,0,)=(x+ 2y z-}
BP=P-B=(x,y,2)-(2,0,4=(x-2y z- )
(x+2,y,z-90x-2,y z- 4= 0=

= (x+2)(x+2)+y* +(z-1)(z- 4= 0~

o X -4+y'+7°-4z-2+4=0-

o X +y*+7°-4z-2=0 -

= X +y*+72-5z=0

A superficie esférica de diametsH] pode ser definida pela
equacdox® + y?+z*-5z=0.

RespostalC)

A retar tem declive/3 .

A retat tem declive—/3 .

V3# -3 e V3x(-V3)%-1

As retag et sdo concorrentes ndo perpendiculares.
Resposta(B)

2
BAH = > ; =2
2 3
E
F D
G c
H B
I A
Assim:
s _| 8| xco a5
A |AH]

=Hﬁ3chos(ﬁ3A,m) = I COEZ—;J =

s b 1
=co§ n—— |=-cos-=-=
{ 3) 3 2

20[(~V-A+ki)=-10= -2 [V +— @6 [+ X0 @i =~ 1(
- =20 - 6|d| + x|d|=-10

Como|i|=3 eli@=-4:

-2x(-4)-6x 3+ kx 3+ kKx 3=-10-

= 8-54+ 1&=-10- — 46 18=- 10-

= 18k =-10+ 46~ 18 = 36- k= .

Portanto,k = 2.

Como o pontd tem coordenadakd , 4, 0), entéo de

acordo com as indicag6es do enunciado, as coordgaiad
pontoP s&o(0,-4,z),zOR"™ (ordenada —4 porque tem

ordenada igual a do ponBe abcissa zero porque pertence
ao planoyQz).

Portanto:

AB=B-A=(0,-4,0-(3,0,9=(- 37 4,p

AP=P-A=(0,-4,2)-(3,0,0=(-3~ 47) zOR"
e [(-3) +(4)* + O =/ o+ 16=/ 25 ¢

|28 = (-8)" +(-4)* + 2 = o+ 16+ 7" =
=\25+22,z0R"

AB(AP=(-3,-4,0{-3-42)=

=3x (-3 + (-4 x(-4+ Oxz= 9+ 16= 2!

Temos, ainda, que o angBAP é o angulo formado pelos
vetoresAB e AP e que:

cos(ﬁ)= cofBAP) = cc{sg):lz

63 | o )

- 25= 5x@x% -

o B2 o5i7 -« 10= 257 =

5
2
=10 2(\/ 25+ZZ) = 100= 25 7% =
e 72=100- 25= 7z°= 75-

= z:—ﬁDzzﬁﬁ z=—5/—3Dz= 5/—5




2.1. Declive e inclinacdo de uma reta. Produto edaa

Como a cota do ponf@ é negativa, temos que= -5v3, 10. B(0,6,0; G(-3,3,89 eE(3,3,9
isto é, a cota do pon®é igual a-5v/3.

As coordenadas dos pontos de intersecdo da carémntia
com o eixoOy s&o da formg0, y) . Fazendox=0 na

RetaBG:
BG=G-B=(-3,-3,9

BG: (x,y,2)=(0,6,0+k(-3~- 3,8 kOR
equa(;?o da C|rczunferen0|a: ) ) O pontoP pertence 8G. Logo, é da forma
(0+2) +(y-2 =10~ #(y- 3= 10- (y- 2= ¢ P(-3k, 6- & , &) .
O vetor EP ¢é da forma:
EP=P-E=(-3k-3,3-% ,&- §
Sabemos qué&P 0BG .
EPBG=0 -
= (-3k-3,3- % ,&- 9{- 3~ 3,B= 0

= y-2=-30y-2=3« y=-10y=5
Como, o pontd tem ordenada positiva, tem-se g&g0, 5) .

Portanto, a circunferéncia contém o poit® , 5) e o seu
centro é o pont@, de coordenadag--1, 2) .

Por outro lado, tem-se que a retatangente a
circunferéncia no ponté, portanto é perpendicular ao

= 9k+9-9+ K+ 6&k- 64 0=
segmento de retdC]. 64 32
Assim, senddP(x, y) um ponto qualquer da retaa sua < 8% =64~ k:87 © kzjl
ﬂjagéoedadapoAPDAC=0. P[—3x3—2,6— 3x32,8x32
AP=P-A=(x,y)-(0,9=(x,y-9 e 41 41 4
= 96 150 25
AC=C-A=(-1,2)-(0,9=(-1- -= =
AC=C-A=(-1.9-(0.9=(-1~ 3 (-2
APAC=0< (x,y-50-1,-3= 0=

- —5x(y-5)x(-3=0
= —X—3y+15= 0« 3y=-x+ 15«

1
- y=—=x+5
y 3

Entéo, a equacao reduzida da reday = —%x +5.

10



Ficha para praticar 9
1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

2.1.
2.2.

2.3.

2.4.

3.1.

3.2

3.3.

3.4.

Por exemploi(3,-1,2) oui(6,-2,4)
a:z=-Xx+3y-10- x-3y+z+10= C
Por exemplofi(1,-3,1) ouf(-1,3,-1
a.:Xx-2=y e x-y-z=0

Por exemploi(1,-1,- 1 oufi(-3,3,3.
a:Xx=4+4+32 - x-3%-4=0

Por exemplo,fi(1,0,- 3 oufi(2,0,- 6.
Por exemplofi(-1,4,-2 e A(3,0,-1.
Por exemplo, s<=00z=0, vem que

2x0+3y—-0- 2= 0= Y- 2= O- y=§

Portanto,ii(2,3,- 1) eA[O % ,Oj.

Por exemplofi(-3,-1,-1).
Sex=-1ey=-2,vemque:
-3(-1+1) - (-2+ -z~ 4= 0w

= =3x0-0-z-4< -z-4=C

- 72=-4

Portanto, A(-1,-2,- 4).

Por exemplofi(-3,0,- 2) .

Se z=-4,vem que:

-3x-2(-4+ = 0= -X- %X 0= 0= - 8= 0= x=
Portanto,A(0,0,- 4.

As equacgdes cartesianas do plana@ue passa pelo ponto
A(%, . Yo 12,) €tem como vetor normai(a,b,c) é:
a(x=%)+b(y=yo) +c(z-2)=0
3(x+3)+1y-2- Az~ 9= 0=

= 3X+9+y-2-2=0-

= 3X+y—-22+z=0

Logo, 3x+y-2z+ 7= 0 é a equacgéo geral do plano.
-1(x-0)-3y- 9~ qz+ 4= 0-

= —X—-3y-22-8=0

Logo, —-x—3y - 2z- 8= 0 é a equagdo geral do plano.
0(x-3)+4y-9)-qz- 9= 0-

= 4y—4-3%+ 6= O0-

= 4y-3z+2=0

Logo, 4y —3z+ 2= 0 é a equacdo geral do planc.
0(x-4)-4y+1)-Jz- Q= 0~

= —4y-4=0

Logo, -4y-4=0o0u y+1=0 é a equacdo geral do plano
a.

O planoa é definido pela equagcd@®x -y +2z—-5= 0,
pelo queri(3,-1,2) é um vetor normal ao plan® .
Assim, a reta que passa ehf-3,5,- 1) é é perpendicular
aa tem a direcdo do vetai(3,-1,2) .

Portanto, uma equacéo vetorial desta reta é:
(x,y,2)=(-3,5,- ) +k(3~ 1,2 kOR

Pags. 44 a 47

7.1.

7.2

8.1.

8.2.

2.2. Equacdes de planos no espaco

A reta é perpendicular ao plamo se e somente se 0s
vetorest e i1 forem colineares, sendd um vetor diretor
da reta e i um vetor normal ao plang .

Tem-se, entdo, que(4,2,- 1) ei(2,1,-1, pelo que,

4 -1 . , I,
comoE % ek nao existe um numero rdatal quer = ki e,

portanto, o planar nao é perpendicular a rata
r(-2,1,4) éum vetor diretor da retee

i(2,-k,-4) kOR s&o vetores normais ao plana

Por outro lado, a retae o planoa séo perpendiculares se e
somente s& é colinear conti . Assim, vem que:
r é colinear conmi se e somente SEA0R:A=AfF.

Portanto:

(2,-k,-4=4(-2,1,4 -

=(2,-k,-4=(-22 1 .4) =

e =21=20A=-k04N=-4-

e A=-10A=-k0OA=-1-

e A=-10A=-k =

= A=-10-1=-k =

= A=-10k=1

Entdo,k =1.

Os planoABE e CDF sao paralelos, pelo que, os seus
vetores normais sao colineares.

O planoABE é definido pela equacao+y+z-3=0,
portanto, i, (1,1, , entdori(1,1,) é, também, um
vetor normal ao planGDF.

Por outro lado, sabe-se q¥0,- 3, 0) € um ponto do

planoCDF, logo, uma equacéo cartesiana deste plano é:
Ux-0)+Ay+3J+{z- 9= 0~

= X+y+3+z=0<

= X+y+z+3=0
Assim, x+y+z+3=0 é a equacédo geral do pla@BbF.

O planoABE é definido pela equagdo+y+z-3=0, pelo
quefi(1,1,1) € um vetor normal a este plano. A reta que
passa poD(0,-3,0) tem a diregéo do vetdt, 1,1,
portanto, uma equacédo vetorial desta reta é
(x,y,2z)=(0,-3,0+k(1,1,1 KOR.

O pontoA pertence a um plano da familia de planos
definidos por2x-ky -z-1=0,kOR, pelo que,
substituindo as coordenadas no poA(e-3, 4,1) na
equacao desta familia de planos:

2x(-3)-kx4-1-1= 0= - 6- k- = 0=

o —4dk=8< k=-2

Portanto,k =-2 pelo que a equacao pedida é
2x+2y-z-1=0.

7(2,1,- 3 éum vetor diretor da retee

n(2,-k,-1) kOR sao vetores normais a familia de
planos dada.

Por outro lado, tem-se que a retaparalela a familia de

planos dada se e somente se:
rn, ousejar =0



9.1.
9.2

9.3.

9.4.

10.1.

Assim, vem que:
(2,1,-32-k ~3=0=

- 2x2+ 2x(-k) +(-3x(-= 0-
= 4-k+3=0- k=7
C(1,2,0 eD(2,1,0

A retar é perpendicular ao plafaCE.
A retar passa na origei@ referencial e no ponte(3 , 3, 1).
O vetorOF de coordenada3, 3,1 ¢ um vetor normal ao

planoDCE, pois &€ um vetor diretor da reta

Portanto, o plan®CE pode ser definido por uma equagéo
do tipo 3x+3y+ 3XZ+d = 0.

Por outro lado, o pont€(1, 2,0 pertence ao plardCE,

pelo que, substituindo as suas coordenadas na&mua
3x+3y+z+d=0, vem:

3x1+3x 2+ 0+d= 0= 3+ 6rd= 0= d=-¢

Assim, 3x+ 3y +z- 9= 0 é a equacdo geral do plaDCE.
Seja S o plano pedido paralelo ao plaD€E. Assim,
f(3,3,1) éum vetor normal ao plang.

Como o pont&\(1,0, 0 pertence g3:
3(x-)+3y-0+Xz- 9= 0~

= 3X-3+3J+z=0=

= 3X+3y+z-3=0

Assim, 3x+ 3y +z— 3= 0 é a equacéo geral do plano
paralelo ao planDCE e que passa péx.

A area da base da piramide é igu#@“z .

AB=B-A=(0,1,0-(1,0,0=(-1,1,p

|A8] = (-2 + 7+ 0 =2
el =(v2) = 2.
A altura da piramide é igual a cota do poBto

O pontoE pertence ao plandCE, cuja equacgéo geral é
3x+3y+z-9= 0 e tem abcissa e ordenada iguais a 1.

Assim, a cotaz, do pontcE satisfaz a equacgao:
3x1+3x1+z-9= 0= 3 3Fz- &F 0= z= .
Portanto, a cota do ponioé 3.

. ca o 2X3
Entéo, o volume da p|ram|dee3— =2.
Vetor normal ao plano mediador d&8]:
AB=B-A=(-3,0,)-(0-2,1=(-3,2,p

Ponto do plano mediador (ponto médio do segmeniet
[AB]):

MR N
2 2 2 2

Como o segmento de refsH] é perpendicular ao plano
mediador, temos que:

10.2.

11.

2.2. Equacdes de planos no espaco

MPLAB =0, sendoP(x, y,z) um ponto do plano
mediador

Logo:

PCAB

=0 = [x+g,y+1,z—1j[ﬂ—3,2,(): (

- —3x—g+2y+ 2=0 - —3x+ 2y—EZ 0
2 2
= —6x+4y—-5=0
Assim, —-6x+ 4y — 5= 0 é uma equacao cartesiana do plano

mediador deAB].
Sabemos quéAB(-3,2,0) .

AC=C-A=(2,-3,-2-(0-2,)=( 27 15+ %
Vamos verificar que nao existeOR tal queAB =AAC .
1=-3
2A=-3 2
(3.2,0=2(2-1-3=13-A= 2= {1==-2
-31=0 A=0

Logo, os pontog, B e C ndo sao colineares.
Determinemos as coordenadas de um vetor norn@Ehao
a.

Sejafi(a,b,c),a becOR um vetor normal ao plang,

entéo:
AAB=0  [(a.b.0)(-3.2,0-
AAC=0 |(a.b.,c){2, 1—3) 0
3
{3a+2b 0 b=7a
2a-b-%=0" |, 3, 5.
b=—a b=—a
2oz |la=c
2 6

Logo, ﬁ(a,Ea ,}aJ,aDR \{d
2 6

Por exemplo, s@ =6, temos:fi(6,9,1) é um vetor

normal ao pland@ .
Assim, uma equacdao cartesiana do pléné:

6(x-0)+9(y+ 9+ {z- }= G, poisA pertence ao

plano 8

= 6x+9y+18+z-1=C

= 6x+9y+z+17=0

Portanto,6x+ 9y + z+ 17= 0 é uma equagéo cartesiana do
plano é.
As retag essao paralelas pois os seus vetores diretores,
r(2,0,-1 es(2,0,- 1, respetivamente, s&o colineares.
O facto de um vetor ser perpendiculaf & aS ndo
garante que seja perpendicular ao plangue contém as
duas retas.

Vamos, entdo, determinar as coordenadas de doiesalo
plano a com direcBes diferentes. Um deles pode ser



7(2,0,-1) e o outro pode seAB sendoA eB pontos de

cada uma das retas.
Seja, por exemploA(1,-3,1) e B(0,1,- 4), entdo,

AB=(0,1,-4-(1-3)=(-1,47 .
Sendori(a,b,c),a,b e cOR um vetor normal ao plano

a , temos:

{ﬁﬁf=0 {(a,b,c)[QZ,O,—]):O

ACAB=0 |(a,b,c){-1,4,-9=0

2a-c=0 c=2a
-a+4b-5c=0 |-a+4b-5(2a)=0

c=2a c=2a c=2a
—a+4b-10a=0" | 4= 1a b:lzla

Logo, ﬁ(a,lzla, 2a) ,alR \{§.

Por exemplo, s@ =4, entdori(4,11,8 ¢é um vetor
normal ao planar .
Com o pontoA(1,- 3,1 pertence ao plana , entdo
A(x-)+1Yy+ 3+ gz~ }= 0-
= 4x—-4+1ly+ 33+ &- & 0=
= 4x+1ly+ &+ 21= C
Portanto,4x+ 11y + &+ 21= ( é uma equacao cartesiana
do planoa .

12.1. 1i,(6,4,2 € um vetor normal do plamo.
7(3,2,1) éum vetor diretor da reta
Comoni, =2r, entdof, e r s&o colineares e, portanto, a
retar é perpendicular ao plan® .

122 i,=(-1,2,902,3- 4=-2 6 4 (entdoi, el
sdo perpendiculares e, portanto, a retgaralela ao plano
a.

12.3.1i,(3,-1,0 é um vetor normal ao plano .

7(1,3,2 €éum vetor diretor de reta
Comon, F=(3,-1,0[1,3,2= 3 3 & ( entdof,
e r sdo perpendiculares e, portanto, a retgaralela ao

planoa .
12.4.1i,(-4,-1,3 ¢é um vetor normal ao plano.

o
7(4,1,-3 éum vetor diretor da reta
Comon, =-1Ir , entdon, e r s&o colineares e, portanto, a
retar perpendicular ao planag .

12.5.1i,(2,0,3 € um vetor normal ao plano .
r(-3,1,- 2 éum vetor diretor da reta
Como, néo existel OR tal queri, =Ar , a retar ndo é
perpendicular ao plana .
E como:
n,0F=(2,0,3(-3,1- 2=-6 6 &- 12 ,entdo
a retar ndo é paralela ao plano.

Portanto, a retaé concorrente ndo perpendicular ao plano
a.

2.2. Equacdes de planos no espaco

13. Sejamri, (k,3, %) e fi,(3k,1,- 3, comkOR\{q},
vetores normais aos planas e 3, respetivamente.
Temos quen 0§ < 1i, Of, e fi, Of, < A, [, =0.
Logo:

(k,3,%){% ,1- 3= 0~ B’+ 3 B= 0-
- k?-2k+1=0-

= (k-1)°=0= k-1=0- k=1

Portanto,k =1.

14. s:(x,y,z)=(1,2,9+k(2- 3,0 kOR

Da equacéo vetorial da refaresulta:
x=1+24
y=2-31,AR
z=2
Portanto,P(1+24, 2- 31, 3 € um ponto genérico da reta

Substituindo as coordenadasRiea equacao do plan®,
temos:
(1+22)+2(2- 3)- 2= 4=
= -1-21+4-61- 2= 4=~
3

o 81=3 A=—=
8

Logo,P tem coordenada(sl+ 2(—:)) , 2— :{—g , 2] pelo

que a reta interseta o plan@ no ponto de coordenadas

f)
4 8

15.1. Determinemos uma equacéo vetorial da refae passa pelo
pontoP e é perpendicular ao plamp.
f(2,1,-1 é vetor normal ao plana e comar &

perpendicular a este plano, entlﬁ(CQ ,1,- :I) € um vetor

diretor da reta.
Assim, (x,y,z)=(-1,2,0+k(2,1- 1 kOR éuma

equacao vetorial da reta

15.2. Determinemos, agora, as coordenadas do pontoetsagfio
da retar com o planoa .
R(-1+ 2k, 2+k ,—k) kOR sao as coordenadas de um

ponto genérico da reta
Substituindo na equacéo do plasmq temos:
2(-1+ X) +( 2+ k) - (-k) + 6= 0
= —2+4k+ 2+k+k+ 6= 0=
- 6k+6=0 < k=-1
Logo, R(-3,1,1) é o ponto de intersegao da retm o
planoa .
15.3. d(P,a)=d(P,R), ou seja:

d(P,R)=y(-3+1°+(1- 9" +(1- )° =V & ¥ £ ¢

Portanto, a distancia do porR@o planoa é igual a/6.
16.1. Temos queri(6,0,1) é um vetor normal ao plamQV.

Como a reta é perpendicular ao plafQV, um vetor
diretor da reta pode ser(6,0,1).

A retar passa en, determinemos as coordenadas deste
ponto.



16.2.

16.3.

16.4.

17.

P(x,0,0) pertence ao plareQV, logo:

6x+0-12= 0= &= 12~ x= ; portantoP(2,0,0 e
como a base da piramide é um quadrado, temos que
N(0,2,0.

Assim,(x,y,z)=(0,2,0+A4(6,0,L AOR éuma
equacao vetorial da reta

V(1,1,2) pertence ao planQV, pelo que
6x1+7z2-12= 0= 6+z-12= 0= z= |
Logo,V(1,1,6).

Determinemos as coordenadas de um vetor diretatda
VN.

W=N-V=(0,2,0-(1,1,¢=(- 1,17 B

Como a reta é paralela a retdN, entdos(-1,1,- 6) é
um vetor diretor da reta

A retas passa pelo pont®, logo
(x,y.2z)=(2,0,0+k(-1,1~ § kOR é uma equagao

vetorial da reta.
VP=P-V=(2,0,0-(1,1,4=( 17 15 B
\m:(—l,l,—e)

R E

‘NNH J(- +12+( 6)° =38

VPN =(1,-1,-§{-1,1~ §=

=1x(-1) +(- ) 1(6X(f>
=-1-1+36= 34

Assim,

cosa—co%\ﬁ) VP [VN _ 34 34 17

R eevse 38 10

Portanto,cosa =l—7 .
19

VN(-1,1,- 6

OvV=vV-0=(1,1,6

Sejafi(a,b,c),a,b e cOR, um vetor normal ao plano

OVWN, entéo:

AWN=0 ([(a.b,c){{-1,1,-§=0

{ﬁ@':ow {(a,b,c)[ﬂl,l,@= o
-a+b-6c=0 b=a+6é

- {a+b+6c:O - {c+a+ G+6&=0
b=a+6c b=-6¢c+ 6C b=0

- {2a+12:= 0" {a=—6: - {a=—&

Logo, fi(-6¢,0,c) ,cOR \{ @ .

Por exemplo, se =1,1i(-6,0,) é um vetor normal ao

planoOVN.

Portanto, como o plan®@VN passa nha origem:
OVN:-6(x-0)+0(y- 0+ {z- Q= 0= - &+z= (
Sejami,(5k,2,-1 e ﬁ(,(—l,:ak2 3+ Zk) KOR* vetores
normais aos planog e @, respetivamente.

pO6 - n, 0N, en, Of, - f, [, =0

2.2. Equacdes de planos no espaco

(sk.2,-9){-1,%* ,3 R)= WKOR'
~ -5k+6k? - 3- &k = OOKOR" =
- 6k?-7k-3= OOKOR" -
72[(-7) - x 6¢(-3
2x6
Fll}mkm@*
12

= k= OkOR?
( ka—— jDkDR*
= k=

_r+11

Ok =

Portanto,k = g

Ficha para praticar 10 Pags. 48 a51
1.1. AB é um vetor diretor da refsB.
AB=B-A=(1,0,)-(1,1,9=( 05 1.1
O pontoA pertence a retaB.
x=1
Portanto,s y=1,A0R é um sistema de equacdes
z=/

paramétricas da refsB.

1.2. Aretasé paralela ao eix@x, pelo que tem a direcdo do
vetor §(1,0, 0) e passa pelo pont(0,1,1, portanto
(x,y,z)=(0,1,9+k(2,0,0 kOR é uma equagao

vetorial da reta\B.
1.3. Os pontos, B e C sdo colineares se e somente se, existe
um AOR, tal que AB=AAC.

Tem-se que:

AB(0,1,-1)
AC=C-A=(0,1,)-(1,10)=(-1,0,1
Assim:

AB=JAC = (0,1,-9)=A(-1,0,0 -

= 0=-101=00-1=1
0 que é impossivel, entdo os pordo8 e C ndo sao
colineares.

1.4. Para que os pontds B e C determinem um plano, basta que
eles ndo sejam colineares. Portanto, estes pdefimem um
plano.

Por outro lado, tem-se que o plaiBC passa no ponta e
tem a diregéo dos vetorgsB(0,-1,) e AC(-1,0,7).
Assim, uma equacéo vetorial do plaki8C é:
(x,y,2)=A+AAB+uAC, A e uOR, ou seja:
(x,y,2)=(1,1,0+A(0~-1,)+u(- 1,00 e
MOR.
Entdo, um sistema de equacdes paramétricas do AR é:
X=1-u
y=1-A,AeulR
z=A+u



15.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

Para verificar se o pontE(l 1 :I) pertence ao plandBC,

substitui-sex por 1,y por 1 ez por 1 no sistema de equacdes
paramétricas do plamBC, e resolve-se o sistema:

1=1-u H“=0
1=1-u =3A=0
1=A+u 1=0

O sistema é impossivel, portanto, o poRd, 1,1 nao

pertence ao plandBC.

Por outro lado, para verificar se o poi® , 0, 2) pertence
ao plancABC, substitui-sex ey por 0 ez por 2 no sistema de
equacdes paramétricas do pl&RLC, e resolve-se o sistema:

0=1-pu u=1 u=1
0=1-1 «{1=1 < {i=1
2=A+u  |2=1+1 |2=2

O sistema é possivel, sengo=1 e A =1, pelo que o ponto
Q(0,0, 2 pertence ao planaBC.
O planoa passa pela origem do referencial, ou seja, pelo
ponto O(0, 0,0 e tem a diregdo dos vetora§0,1,0) e
v(1,1,0, pelo que:
(x,y,2)=(0,0,0+A(0,1,0+x( 1,101 e uOR,
isto &,(x,y,2)=4(0,1,0+x(1,1,0 4 @OR éuma
equacdao vetorial do plan .
A retar é definida pelo seguinte sistema de equagdes
paramétricas:

x=-A

y=1-1,A0R

z=1+/
pelo qugx,y,z)=(0,1,)+A(-1~-1,} AOR éuma
equacao vetorial da reta
Necessitamos de determinar um veﬁoéa b, c) normal a

a.
Sen € um vetor normal ao planm , entédo é perpendicular
aos vetoresi(0,1,0 e V(1,1,0) que sdo paralelosa:

(ab,c){0,,0=0 (b=0 b=0
ianquLQ:og{é+b:0©{a:0
Ent&o,(0,0,¢) , com cOR\{0} , define a familia de
vetores normais ao pano.

Por exemplo, s& =1temos ﬁ(0,0,J) gue € um vetor normal
ao panoqa .

Sabe-se que o pon(@ , 0, 0) pertence ao plana , logo,
uma equacao cartesiana do plancs:
0(x-0)+0(y-0+%z- Q= 0= z=C

A equacdo pedida =0 .

Um vetor diretor da retaé r(-1,1,1 e um vetor normal
ao planar é1i(0,0,9).

A retar é paralela ao plana se e somente sellfi, ou
seja,rM=0.

3.1

3.2.

4.1.

4.2.

2.2. Equacdes de planos no espaco

Tem-se que(-1,1,){0,0,)=- % 6 £ 6 2 %

diferente de 0, pelo quelfi # 0 e sendo assim a ratmao
é paralela ao plang .

X=-A
Por outro ladoyy= 4 AOR é um sistema de equacdes
z=1+A

paramétricas da retapelo que(—A ,1-A ,1+/1) AOR

sdo as coordenadas de um ponto genérico Sigbstituindo
xpor —-A ,ypor 1-A ezpor 1+ 1, naequagdaz=0 do
plano a , vem que:

1+1=0= A=-1

Logo, (1, 2, 0) séo as coordenadas do ponto de intersegdo
da retar com o planoa .

O plano S passa pelo ponté’(3 , —1,5) e é perpendicular a
retar.

7(3,4,- 2 é um vetor diretor da retaportanto,
7(3,4,-2 é um vetor normal ao plang.
Assim, uma equacéao cartesiana do plghe:
3(x-3)+4y+)-2z- 9= 0-

o X-9+4y+4- 2+ 10= 0=

= 3X+4y-22+5=0

Portanto,3x + 4y — 2z+ 5= 0 é uma equacao cartesiana do

plano 5.
O eixo0z pode ser definida pela condi¢dic=00y =0.

Assim:
x=00y=0 x=00y=0
3xX+4y-2z+5=0 -2+ 5 0
x=00y=0
i 5
z=—
2

Portanto,[o ,0 g) sdo as coordenadas do ponto de
intersecdo do plang@ com o eixcOz

Sejam ﬁ(a b, c) os vetores normais ao plamo, entdon é
perpendicular ai(2,-1,0 eav(3,2,-1, ou seja,

ni=0 e nl¥ =0, o que é equivalente ao sistema

{(a,b,c)[ﬂz,—l,q: 0 {Za—b:O

(a,b,c)[ﬂ3,2,—]):0ﬁ 3a+2b-c=0
b=2a b=2a
“l3a+2x2a-c=0 |@a+ 4-c=0

= {:f: , portantori(a, 2a, 7a),al0 R \{Q a familia

de vetores normais a .

A familia de vetores normaisa é:

f(a,2a,7a),a0R Y § .

Por exemplo, sa=1, fi(1,2,7).

Assim, o planoa passa pelo ponto de coordenadas
(2,-1,4 en(1,2,7) €éum vetor normal a este plano,

Logo uma equacao cartesianaaleg:



5.1.

5.2.

Ux=2)+2Ay+ D+ [z~ 4= 0~

o X—2+2y+ 2+ Tz— 28 0-

= X+2y+7z-28=0

Portanto, a equacgédo pedida€2y + 7z- 28= Q.

Os ponto#, B e C definem um plano se e somente se nao
forem colineares, ou seja, se os vetod®s e AC néo
forem colineares.
AB=B-A=(0,4,-1)-(-2,01)=(2,457 P
AC=C-A=(2,3,-)-(-2,0,)=(4,3 p

Como n&o existe um numero redltal que AC = AAB,
podemos concluir que os vetord8 e AC nao sdo
colineares, pelo que os pon#sB e C definem um plano.
AB(2,4,- 2 e AC(4,3,- 2 sdo vetores paralelos ao
planoABC.

Sejafi(a,b,c) um vetor normal ao planBC.

Entéo:

AAB=0 [(a,b,c)d2,4,-2=0
{ﬁgﬁ:o“’{(a,b,c)m,a,—z):o“’
2at+4b-Xx=0 [a+DdD-c=0
@{4a+3)—2020©{4a+:b—2=0a
c=a+2b c=a+2b
‘j{4a+3;—2(a+zb):oc’{4a+ao—2a—4o=o‘:

@{c=a+2b@{c:a+2(2a)@
2a-b=0 b=2a
c=a+4a c=5a
‘:{bzza C’{bzza

Portanto,fi(a, 2a,5), comalOR\{0} , define a familia

de vetores normais ao plaABC.
Por exemplo, para =1, obtém-sefi(1, 2,5 que é um

vetor normal ao planaBC.
Como o plandA\BC passa no ponté\(-2, 0,1 e admite

ﬁ(l, 2, 5) como vetor normal, tem-se que uma equagao

cartesiana do plandBC é:

1(x+2)+2y- 0+ §2- }= 0=

= X+2+2y+5%-5= 0=

= X+2y+5z2-3=0

Assim, x+ 2y + 5z— 3= 0 é uma equacédo cartesiana do
planoABC.

Sejamr(-2,3,-1 et(0,2,- 1) vetores diretores das

retasr et, respetivamente. Estes vetores ndo tém a mesma
direcao, pelo que as retast ndo séo paralelas. Por outro
lado, o pontd® de coordenadas (0, 3, 0) pertence quer a
retar, quer a retd, pelo que as retaset sdo concorrentes

no pontoP. Entdo, o plana que contém as reta®t € o
plano definida poP e pelos vetores et .

Vamos, determinar um vetor normaba Sejafi(a,b,c)

esse vetor.

7.1.

7.2.

7.3.

8.1.

2.2. Equacdes de planos no espaco

{(a,b,c)[ﬁzo {(a,b,c)[ﬂ—Z,S,— }=0

(a,b,c)f=0" |(a,b,c){0,2-31=0
{—2a+3b—c=0 {—21+3)—I)=0

2b-c=0 c=2
{—2a+b:0 a:g
c=2b c=2%b

Portanto,ﬁ(g b, 20) JbOR G é afamilia de vetores

normais ao planar .

Por exemplo, par =2, obtém-sefi(1, 2, 4) que é um
vetor normal ao planar .

Assim, uma equacéo cartesiana do plané:
Ux-0)+2Ay-3F+4z-Q -

= X+2y-6+4z=0-

= X+2y+4z-6=0

Entdo,x+2y+4z—- 6= 0 é uma equacao cartesiana do
plano definido pelas retaset.

Substituindax por 0,y por 1 ez por —2 na equacao vetorial
da reta, tem-se que:

(0,1,-2=(2,0~ 3+t(- 2,17 LtOR =

= 0=2-201=t0-2=-3t t0OR =

= t=10t=10t=-1t0R

= t =10t =-1, o que é impossivel, portanto o poAtado
pertence a reta

Substituindo, agora,por 6,y por —2 ez por —1 na equacgao
vetorial da reta, tem-se que:

(6,-2,-9=(2,0- 3+k(- 2,17 LtOR <

= 6=2-20-2=t0-1=-31t {0R =

o 2t=-6+20t=-20t=-3+ 1}0R -

e t=-20t=-20t=-2t0R = t=-2

Portanto, o pontB8 pertence a reta
Assim, o pont ndo pertence a retae o pontd pertence
aretar.

O ponto de interse¢éo da reteom o plang/Ox tem abcissa
nula.
Assim, e substituindr por 0 na equacao vetorial da reta
(0,y,2)=(2,0-3+t(-2,1+~ LtOR

= 0=2-20y=t0z=-3-ttOR

- t=10y=10t=-3-1t0OR

= t=10y=10t=-4

Logo, a reta interseta o plangOx no ponto de coordenadas
(0,1,-4).

Um vetor diretor da retaé r(-2,1,-1). Logo, o vetor
7(-2,1,-1) é um vetor diretor da reta

Sabe-se, ainda, que a refmssa pela origem do referencial.
Portanto, uma equacao vetorial da teta
(x,y,z)=k(-2,1,-9 kOR

A retaPV, definida por:
(x,y,z)=(6,-2,0+k(-1,10) kOR

admite, por exemplo, como vetor diretor o vettgr1,1,0).



8.2.

9.1.

9.2.

E como esta reta é perpendicular ao paR®@, 7(-1,1,0)

€ um vetor normal a este plano.
Por outro lado, o pont®(3, 3, 0 pertence ao plan®PQ,

portanto uma equacéao cartesiana deste plano é:
-1(x-3)+(y-3+0z- 0= 0=
= —X+3+y-3=0«
= —X+y= 0~
= X-y=0
Portanto,x—y =0 é uma equagéo cartesiana do plarg.
A retat é paralela a refdV, pelo que tem a mesma diregcéo
que esta reta.
Comor(-1,1,0 € um vetor diretor da reRV, entdo

também é um vetor diretor da réta
Por outro lado, o pont@(3,3,0 pertence a reta pelo

gue um sistema de equacdes paramétricas desta reta
x=3-4
y=3+A1,A0R
z=0
Determinemos as coordenadas de trés pontos rideas
do planoa .
Por exemplo:
Sex=1ey=1,1-1-z+4=0= z=4.
Logo, A(1,1,4)
Sex=0ey=1,0-1-z+4=0- z= 3.
Logo B(0,1,3
Sey=0ez=0, x-0-0+4=0= x=-4.
Logo C(-4,0,0.
AB=B-A=(0,1,3-(1,1,3=(-1,0; J1
AC=C-A=(-4,0,0-(1,1,3=(- 57 17
O planoa passa no ponta e tem a direcéo dos vetores
AB e AC
Portanto:
(x,y,2)=(1,1,49+A(-1,05 J+u(- 5+ 1= B
A, #OR é uma equacdo vetorial do plana

Determinemos as coordenadas de trés pontos rideas
do planoa .
Um dos pontos 4(2,-3,-1).

Por exemplo:
Sex=0ey=0:

(0-2)~(0+ 4+ 4z+ §= -

o 2-3+2+2=0 - Zzg

3
Logo, B|0,0,—|.
J [ J

Sex=0ez=1:
(0-2)-(y+3+ 21+ 3= 0-
o =2-y-3+4=0 - y=-1
Logo, C(0,-1,).
5

NB:B—A:(0,0,;J—(Z,— 3- ;:(— 2,3,3

9.3.

9.4.

10.1.

2.2. Equacdes de planos no espaco

AC=C-A=(0,-1,)-(2,- 3~ }=(-2,2,p
O planoa passa no ponta e tem a dire¢do dos vetores
AB e AC, portanto:

(x,y.z)=(2,-3,- :I)+/][— 2,3g}+,u(— 2,2,p
A, #OR é uma equacéo do plamp.

Determinemos as coordenadas de trés pontos naeams
do planoa .

Por exemplo:
Sex=0,3x0-y+1=0 « 0-y+1=0- y=1

Logo, A(0,1,2).

Sey=4,3%-4+1= 0= X— F 0= x= !

Logo, B(1,4,0

Sey=-2,3+2+1= 0= X+ 3 0= x=-_
Logo, C(-1,-2,7).
AB=B-A=(1,4,0-(0,1,3=(1,37 P
AC=C-A=(-1,-2,9-(0,1,3=(- 1-3,-])
O planoa passa no ponta e tem a diregdo dos vetores
AB e AC . Portanto:
(x,y,2)=(0,1,9+A(1,3~ 2+u(- 1+ 35 )
A, #u0OR é uma equacéo vetorial do plaoa

Determinemos as coordenadas de trés pontos naeams
do planoa . Um dos pontos &4(0,-1,0).

Sex=1ez=2

2><1—3(y+])—§: 0= 223-3 F O y:-g

2
Logo B|1,-—,2].
’ ( 3 j
Sey=0ez=-2:
2x—3(o+1)+§:o<: X- 3 E 0= x= !

Logo, C(1,0,- 2.

E:B—A:[l,—g,z)—(o,— 1,0:[ 11 %

3 3
AC=C-A=(1,0,-2-(0-1,0=(1,17 P

O planoa passa no ponta e tem a diregdo dos vetores
AB e AC, portanto:

(x,y,z):(O,—l,()+)|(1,:—13 ,%+,u(l,l,— )2
A, #u0OR €& uma equacéo vetorial do plaoa

Vamos determinar um vetcﬁ(a b, c) normal ao plano

a .

Sen é normal ao plan@r é perpendicular aos vetores

u(1,2,-1) ev(0,-3,1) paralelos ao plana . Assim:

{ﬁ[ﬂ=0 (a,b,c){1,2,9=0

Av=0 |(a,b,c)00,-3,)=0
a+2b-c=0 a+2»-3=0 |[a=b

“l-m+c=0  lec=d “le=a

Logo, fi(b,b, 3),bOR \{§ .

Por exemplo, s =1, tem-sefi(1,1,3.



Sabemos, entdo, que o plagopassa no ponta(1,-1, 2)
e admiteri(1,1,3 como vetor normal.

Uma equacéo cartesiana do plancé:
Ux-D+Ay+D)+Jz- 3= 0= x- Fy+ ¥ 3- & |
= X+y+3z-6=0

Portanto,x+ y+3z—-6= 0 é uma equacao cartesiana do
planoa .

10.2.Vamos determinar um vetcﬁ(a,b , c) normal ao planar .

11.

11.1.

11.2.

Sen é normal ao plan@ é perpendicular aos vetores
u(-1,2,1 ev(2,-1,1 paralelos ao plana .
{ﬁ[ﬂ]:o@ {(a,b,c)[ﬂ—l,z,])z 0

nv=0 |(a,b,c){2,-1,9=0

_ {—a+2b+c:0@ {—a+ D+b-22=0

2a-b+c=0 c=b-2a
-3a+3=0 a=b a=b
c=b-2a c=b-2o c=-b

Logo, fi(b,b,~b),bOR \{q .
Por exemplo, sé=1, tem-sefi(1,1,- 7).
Sabemos que o planp passa no ponte\(-1,0,3 e
admitefi(1,1,- 1) como vetor normal.
Uma equagéo cartesiana do plancé:
Ux+D)+Yy-0-4z- 3=
= X+1+y-z+3=0
= X+y-z+4=0
Portanto,x+y-z+4=0 é uma equacédo cartesiana do

planoa .
ri(x,y,z)=(0,-4,7+k(1,2- ¥ kKOR
Xx=-3+2k
s:qy=-k JkOR
z=-11+ 7k

7(1,2,- 4 éum vetor diretor de

5(2,-1,7) éum vetor diretor de

2_ -1 x
1 Z > Logo, as retases nao sao paralelas.

(1,-2,3=(0,-4,7+k(1,2r WKOR =
1=k

= 12=-4+ XK = k=1, logol OR.
3=7-4

1=-3+ X%

-2=-k

3=-11+ Kk

= k=2 ,logol OR.

Logo, as retas esintersetam-se em
As retag es s&o concorrentes no pont¢l,- 2,3 .

Entéo, o plang3 que contém as outrag s é o plano
definido pelo pontd e pelos vetores (1, 2,- 4) e

5(2,-1,7) .
Vamos determinar um vetor um vetdfa, b, c)

perpendicular & e as.

12.1.

12.2.

13.

2.2. Equacdes de planos no espaco

(1.2-49Qa b c)=0
- {(2,—1,7)[ﬂa bc)=0
a+2b-4c=0 [a=4c-2b
- {2a—b+7c:oc’ {2(4c—2b)—b+ =0
a=4c-2b a=4-2>
{8c—4b—b+7c=oc° {—53+15:= 0
_ {a:4c—2><3:@ {a:—az

<

b=3c b=3c
Logo, fi(-2c,x ,c) ,cOR { ¢
Por exemplo, se =1, vem quefi(-2,3,1) .
O plano B passa pelo pontd(1,- 2,3 e admite
f(-2,3,1) como vetor normal, logo:
-2(x-1)+3y+ )+ Yz- 3= 0=
o —2x+2+3y+ 6+2- 3= 0o
= —2X+3y+z+5=0
Portanto,—2x+ 3y + z+ 5= 0 é uma equacao artesiana do

plano 5.
x=3+24
x=00{y=-1+ 31 ,A0OR =
z=A
0=3+21
= Xx=00y=-1+34A ,A0R =
z=/
3 3
A=—= A=-=
2 2
= x=00 y:—l+3(—§j,)lDRc> x=00 y:—l—1
2 2
Z:—§ Z:_§
2 2

Logo, o ponto da reacom abcissa igual a 0 tem

coordenada{O,—l—l,—EJ .
2 2

7(2,3,1 éum vetor diretor da reta

fi(-4,-2,0 €éum vetor normal ao plan®.

Comorm=(2,3,9)(-4~-2,0=-8 6 G- 14 ,

entdor nao é perpendicular @ e, portanto, a retanédo é

paralela ao pland@ .

Por outro lado, ndo exist®OR , tal quer =Afi,logor e

n ndo sao colineares, e, portanto, a setao é

perpendicular ao plané .

f(1,-k,) kOR \{ G € afamiliade vetores normais ao

plano a .
(-2.k.1) kOR{Q é afamilia de vetores diretores da

retar.
A retar e o planoa séo paralelos quando e apenas quando
r, Of, , ou sejaf, M, =0. Assim, temos:
(2.k., )17k 3= 0= - 22K+ E 0=

e -1-k*=0 =« k®*=-1«

= kOO, pois OkOR\{0} ,k* >0



Na realidade, ndo existade modo que a retaseja paralela
ao planoa .

14.1.Um vetor diretor da retaB:

AB=B-A=(4,-39)-(2-1,3=(2r 25 p
Tomando o vetor diretoAB e, por exemplo, 0 ponto
A(2,-1,3 obtemos as equagdes paramétricas:

x=2+24

y=-1-21,A0R

z=3-24

14.2. Sendo a retaparalela ao eix@®x, um vetor diretor da re&a

é, por exemplos(1,0, 0 . Uma vez que passa em
B(4,- 3,1, uma equagao vetorial da reté:
(x.y,2)=(4,-39+1(1,0,0 AOR

14.3. Vetor normal ao plano mediador deB:

14.4.SejaP(x, y, z) um ponto qualquer da superficie esférica de

15.1.

15.2.

AB=B-A=(4,-3,)-(2-1,3=( 27 27 }
Ponto do plano mediador d&g] é o ponto médio do
segmento de ret#B].
M :(ﬁ,ﬁ ,il}(g,_z,z)

2 2 2
Como o segmento de retaH] é perpendicular ao plano
mediadorMP [AB =0
SendadP um ponto do plano mediador de coordenadas
(x,y,z), uma equagéo do plano mediador A][é dada
por:
(x-3,y+2,z-2{2- 2~ 3= 0=
= 2(x-3-2Ay+ - 4z- 3= o-
= 2X—6-2y- 4- Z+ 4= 0=
= 2X—2y—-22- 6= 0=
= X-y-z-3=0
Portanto,x—y-z-3=0 é uma equagéo cartesiana do
plano mediador deAB].

didmetro ABJ:

APBP=0« (x-2,y+1,z- J[x- 4y+3,z-1) = C
= (x=2)(x=4)+(y+9(y+J+(z-3(z-3= ¢

o X —AX—2x+ 8+ Yy + y+y+ F+7°-z- T+ F (
X*—6x+y’+4y+z°—4z+14= Q

X2 —6X+9+ Yy +4y+ 4+ 72— L+ 4=- 14 X 4 .
(x=3)°+(y+2°+(z-2*=3

g

g

g

Logo, (x-3)°+(y+2)°+(z-2)*= 3 é a equacéo pedida.
Substituindo as coordenadas do pdhtta equacéo da
superficie esférica, temos:

(2-0°+2+(-4+ 2*= 6= i+ i+(- ¥= 6

= 1+1+4=6

= 6=6, verdade, pelo que, o poragertence a superficie
esférica.
Seja P(x, Y, z) um ponto genérico do planm, tangente a
superficie esférica no ponto e sé}él, 0,- 2) 0 centro

dessa superficie esférica.

16.

2.2. Equacdes de planos no espaco

Ent&o,CA é um vetor normal ao plamo.
CA=A-C=(2,1,-49-(1,0- 2=(1,17 p

Assim, o planoa passa pelo ponté\(2,1,- 4 e admite
vetor normalCA(1,1,- 2), pelo que:
Ux=2)+Yy-)-qz+ 4= 0~

= X—2+y-1-22- 8= 0~

= X+y—-2z-11=0

Portanto,x+ y—2z-11= 0 é uma equacao cartesiana do
plano a , tangente a superficie esférica no poato

O vetorV tem abcissa 3, pelo qu&(3,y , z).

Por outro lado, este ponto pertence amegeelo que
substituindo na equacao desta sepor 3, vem:
(3,y.2)=(1,0-3+1(2,1,3 A0R =

= 3=1+210y=4A0z=-1+ A AOR =

= A=10y=10z=-1+ 3 1A0R =

= A=10z=2,A0R

Logo,V(3,1,2).

Retas passa enV (3,1, 2) e é perpendicular & .
si(x,y,2z)+k(2,1,-  kOR
Todo o ponto de é da forma(3+ 2k , 1+k , 2- X)

Para determinar as coordenadas, g@nto de intersecdo de
com a , substituimos as coordenadad da equacéo de
a:2x+y-2z=1:
2

23+ AK)+(1+k)- 2= X)= 1= %k=-2= k=-3
Substituinddk, obtemos as coordenadaslde
|(3—i",1—g ,2+i‘j:|(£3,3 ,—23
9 9 9 9 9 9
A alturah do cone é igual ¥/ :
2 2 2
e (5 [ (5
9 9 9

_ (6,4, 16_[36_6_:
81 81 81 81 9

Ficha de teste 5

1.

Pags. 52 e 53
A retar é definida pela equagéo
(x,y.2)=(0,-3,0+A(1~-1m) AOR e mOR ,
portanto,r (1,-1,m) é um vetor diretor da reta

Por outro lado, o plana é definido pela equacéo
X—2y+6z-5= 0, pelo queri(1,- 2, 6 € um vetor
normal ao planar .

A retar é paralela ao plana quando e apenas quando
rn, ousejardi=0.

Assim, vem que

(1,-1,mf1,-2,§=0- ¥ 2 B= 0- B=-

e m=—=

2

Resposta:(B)

Uma reta é paralela ao eiQy quando tem a direcao de um
vetor da familia de vetores,(0,y,0) ,yOR { ¢ .



A equacaoy =§ nao define uma reta (defina um plano)

Areta de equacdfx,y,z)=(5,0,- 3+k(1,0,) kOR
tem a dire¢&o do vetor(1,0,1)
X=2
A reta de equagOes paramétricgas=-1, AR tem a
z=A
direcdo do vetom(0,-1,1) .
A reta definida porx =-30z=-2 é paralela ao eix@y, ou
seja,tem a dire¢éo do vetor de coordenadasl, O) que
tem a direcdo dey.
Resposta:(C)
x=-10(x+1)*+y*+(z-2°=9
- x=-10(-1+ )+ y*+(z- 2’ = 9
- x=-10y?+(z-2)°=9
define uma circunferéncia de rai® = 3
y=20(x+1)*+y*+(z-2)*=9
o y=20(x+1)*+2+(z-2°=9
- y=20(x+1)*+(z-2°=5
define uma circunferéncia de raifs .
x==20(x+1)*+y*+(z-2°=9
o x=-20(-2+)*+y*+(z- 9= 9
o x=-201+y*+(z-2°=9
- x=-20y*+(z-2)°=8
define uma circunferéncia de rai = 2v/2 .
y=v20(x+1)*+y*+(z-2*=9
= y=420(x+1)° +(\/—2)2 +(z-2°=9
- y=v20(x+1)*+2+(z-9*=9
o y=\20(x+1)’ +(z-2)*=7
define uma circunferéncia de raify .
RespostafC)
a:x+by=0,b0R, pelo queri, (1,b,0) ,bOR é um vetor
normalaa e B:y+z=0, pelo quefi,(0,1,1) é um vetor
normal af.

Por outro lado, os planas e B séo perpendiculares se e
somente sei, (11, isto é,1i, [fi; =0.
Assim:

(1,b,000,1)= 0= X Gbx * 8 %
Portanto,a 0 8 se e somente se=0.
RespostafA)

A direcao do eixdy é a dire¢do de um qualquer vetor da
familia de vetoresi(0.y, 0),yOR Y ¢ . Um vetor normal

= b=0

ao plano@ é 1i(0,2,- 3. O planod é paralelo ao eixo

Oy se e somente se:
Ali=0< (0,2,-3{0y ,0=0- 2= 0- z= |

10

2.2. Equacdes de planos no espaco

Como yOR\{0} , entdo o plan@ n&o é paralelo ao eixo

oy.

De modo analogo, a dire¢do do eBpé a direcdo de um
qualquer vetor da familia de vetoref0, 0,z) ,zOR{ ¢ .
Um vetor normal no pland é 1i(0,2,- 3.

O plano@ é paralelo ao eix@z se e somente se:
AW=0+ (0,2,-300,02)= (= -32=0= z=0
Como zOR\{0} , ent&o o plan@ nao & paralelo ao eixo

Oz
O eixoOx tem a dire¢éo de um qualquer vetor da familia de
vetoresw(x, 0,0) , xOR { ¢ . Sabe-se qu&(0,2,-3 é
um vetor normal & .

O plano@é perpendicular ao eiXox se e somente se 0s
vetoresw e fi forem colineares, o que ndo € o caso.
Finalmente, tem-se que o play®z pode ser definido pela

equagao cartesiana=0. fi(1,0,0 é um vetor normal a

este plano.

Assim, o planod é perpendicular ao play®z se e somente
sendn’, ou seja:

n=0<(0,2,-31,0,0= (= 0=0 (verdade)
Entéo, o pland@ é perpendicular ao plary®z

Resposta(D)

Os vetoresi(3,-2,1) ev(-2,1, 2 s&o vetores diretores

do planoa , pelo quefi(a,b,c) € um vetor normal ao

plano a se e somente seJd e n 0V, ouseja,illi=0 e
nv=0.
Assim:

(a,b,c){3,-2,9=0 {3a—2b+c:0
(a,b,c){-2,1,9=0 [-2a+b+2x=0
c=2b-3a
—2a+b+2(-%)=0"
c=2b-3a c=2-3
—2a+b+4-6=0 |BH-&=0
c:2[§a]—3a c= ESa 3a
- 5 - 5
8
=— b=—=
b=—=a 5a
c=-a
b=—=a

Portanto,ﬁ[a , ga ,?]_;aj ,a0R{ G é familia de vetores

normais ao planar .
Por outro lado, pretende-se determinar um vetadadamilia
gue tenha norma igual&/g . Assim, vem que:

I =35 - Jaz +(2a}2 +[éa}2 =3/5.

64 2
a’+—a +—a =3/5 =
25




7.1.

7.2.

90 _, 90
o |— =3J/be ,[—la= 5«
4/2561 3J5 1/25\61\ 3J5

V90, _ V90, _
wﬁ\a\—&/ﬁw?\d—aﬁ

Y - RO V- B
‘:"a“S‘/E 3@ ‘a‘_\/—Sx\/—Z
= =22

J2 2

52 _ &/2
= a=-—>4HOa=——

2 2

. _5J2
Entéo, sea = — tem-se que

T X = Ix—

2 5 2 5 2

ﬁ(S\/E 8,5/2 1 S/—ZJ , ou seja,ﬁ(5\f,4x/—2 \/Zéj

Portanto,ﬁ(&éE , 4\/—2 \/2—2] é, por exemplo, um vetor

normal ao planar cuja norma € igual a/5 .
Os vetoresAC e AD nao s&o colineares, pelo que os
pontosA, C eD definem um plano, e estes vetores sdo

paralelos ao planACD.
Sejafi(a,b,c) um vetor normal ao plan&CD, ent&o:

AC=(4,3,-)-(4,0,2=(0,37 B

AD=(1,3,2-(4,0,2=(-33p

ACAC =0 (a,b,c)f0,3,-3=0

{ﬁgﬁ:o“’“{(a,b,c)zq-e,,s,cko“’

_ {3b—3c=0 _ {33=& _ {c=b
-3a+3P=0 D=2 a=b

Portanto,fi(b b,b),bOR \{G é a familia de vetores

normais ao planéCD.
Por exemplo, sé=1, fi(1,1,1 & um vetor normal ao

planoACD.

O planoACD ¢, entdo, o plano que passa &f#,0,2) e
que admitefi(1,1,1) como vetor normal. Assim:
x-4)+Ay-0Q+1z- 3= 0=

- X—4+ y+z—2: (s

= X+y+z-6=0

Entdo,x+y+z-6=0 é uma equacéo cartesiana do plano

ACD.

SejamP(x, y, z) um ponto qualquer do plano mediador de

[CD] e M o ponto médio deste segmento, entao,
PM [CD =0 é uma equacio do plano mediador@B][
Assim:

PM=M-P
w4l 3+3 -2 (5, 1
22 2 2'72

— 5 1 5 1
PM=|—.,3,-|-(x,y.2)=|--x,3-y ~-2
[2 2] (x.y.2) (2 Y )

CD=(1,3,2-(4,3- )}=(-3,0,p

7.3.

8.1.

8.2.

2.2. Equacdes de planos no espaco

PM [CD =0 - (g—x,S—yé—zJEﬂ—&O,f}: 0-

Ao e

- —E)+3x+§—3zzo~:>
2 2

= 3X-32-6=0=
= X-2-2=0

Portanto,x—z-2=0 é uma equagédo do plano mediador de

[CD].

SejaM o ponto médio deAD]: M (gg )

CM=M-C=[2-43-3 2¢1)=[-2 -3 3=
2 2 2" 2

=-2(.1.-9

Logo, 5(1,1,~ 2 é um vetor diretor da resa
ComoC(4,3,-19):
X=4+A
y=3+41
z=-1-24

,A0OR s&o equacdes paramétricas da seta

Substituindox por —2,y por 0 ez por 2 na equacao vetorial
da retar, vem que:

(2,0,2=(0,4~ 2+t( 1+ 2,PtOR =

= —2=0+t00=4-202=-2 2t{0R =

= t=-20t=20t=2t0R =

= t=-20t=2 é impossivel.

Portanto ndo existe unilR tal que:

(-2,0,2=(0,4- 2+t( 1+ 2,p

Logo, o0 pontoA néo pertence a reta

O planoxOy pode ser definido pela equagde 0.

Entéo:

(x,y,0)=(0,4,-2+t(1~- 2,2t0R0z= O

= X=0+t0y=4-200=-2+ 2 f0OR0Oz= 0=

= X=tOy=4-20t=10z=0<

= x=10y=20z=00t=1

Portanto, o ponto de interse¢ao da ratam o planoxQy
tem coordenadagl , 2, 0) .

7(1,-2,2 éum vetor diretor da retalLogo, F também é
um vetor diretor da reta
Assim,s:(x,y,z)=A(1,-2,9 AOR.

Verifiqguemos que o pont@(z 1 3) pertence a superficie

esférica.

Substituindo as coordenadas do pohtaa equacao da
superficie esférica:

(2-2°+(1- 3*+(-9°= 14 = 1+ 4+ 9= 14~

= 14=14 (verdade)

Portanto, o pont® pertence a superficie esférica.
Determinemos uma equacéo cartesiana do planoriznge
superficie esférica no ponto



10.1.

SejamC(1, 3,0 o centro da superficie esférica e
P(x,y.,z) um ponto qualquer do plano cuja equag&o se

pretende determinar, ent&@T (TP =0 é uma equacio deste
plano.
Assim:
CT=T-C=(2,1,-39-(1,3,9=( 1+ 27 F
TP=P-T=(x,y,2)-(2,1,-3=(x-2y-1z+ }
Logo:
CTOP=0+- (1,-2,-3x-2y-1z+ }= 0=

e x-2-2(y-1)-Jz+ 3= 0=

o X=2-2y+2-%- 9= 0-

= X—-2y-32-9=0
x—=2y-3z-9= 0 é uma equacao cartesiana do plano
tangente a superficie esférica no pohto

Os ponto<C, G eF sdo néo colineares, pelo que definem um

plano.
) vetorﬁ(—z ,6.,3 é normal ao planGGF e este plano

passa pelo pontd.

Como BA=A-B, entdoB= A-BA, ou seja:
B=(-3.4.9-(-2,6,3=(- 1~ 2.

Assim, uma equacdao cartesiana do plaG# é:
2(x+1)+6(y+ 2+ 4z- 0= 0-

o =2X—2+6y+ 12+ = 0=

= —2x+6y+3Z+10=C

Portanto,—2x + 6y + 3z+ 10= 0 é uma equacdo cartesiana
do planoCGF.

12

2.2. Equacdes de planos no espaco

x=k
10.2.r:qy=0
z=k-2
Como FOR, F é daforma(k,0,k-2) kOR.
ComoB(-1,-2,0,BF(k+1,2,k- 2.
Por outro lado,BF [BA=0.
(k+1,2,k—2)[ﬂ—2,6,3}= 0=
o —2k-2+12+ X- 6= 0=
- k=-4
Substituindd, temos:
F(-4.0,-6
BF(-3,2,- 6

JKOR

Logo:
BF:(x,y.z)=(-1,-2,0+k(-3,2~ § kOR



