A4

Funcbes

Ficha para praticar 15
1.1.

1.2.

D, =R\{3} e 1 & ponto aderentda
Seja (x,) uma sucess&o qualquer tal que1D, OnJIN

ex —1.
Seja( f (xn)) a sucessdo das imagens dos termos de
sucessao(x,) -
Assim:
jim £ (x,) =lim ax, _ lim(4x) _ 4limx, _
x,—3 lim(x,-3) limx,-3
_a-1_4_
1-3 -2

Logo, Iirrlf X)=-2.
D, =R\{3} e -2 é ponto aderentel.
Seja(x,) uma sucesséo qualquer tal quel}D, On/JIN

e x, - 2.

Seja (f(x,)) a sucessdo das imagens dos termos da
sucessao(x,) -

Assim:

im £ (x,) =lim % = M%) _4x(-2) _-8_8

x,-3 lim(x,-3) -2-3 -5 5

. 8
Logo, lim f (x):g.

Sejam (x,) uma sucessao tal que, — 2 e, a partir de

certa ordemx, #2 e (y,) uma sucess&o tal que, a partir

de certa ordemy, =2.
Hmf(&):MH%(&f:

=i = 5lim (x)]'=

:£x22:2
2

lim f (y,)=lim2=2

Portanto, qualquer que seja a suces@é,@ de elementos
do dominio def tal que u, - 2 , a correspondente
sucessdo( f (u,)) tende para 2.

Logo, lim f (x)=2.

Seja (x,) uma sucessao qualquer de elementoBdéou

seja, uma sucessao qualquer de termos ndo nulgsieta
X, = +00 .

Assim, temos:
X +10 _

> =

lim f (x,) =lim

2 10
umavez quex, —» +o = X - +w:>7=0_

2
+
Portanto, lim X +10 =1.

Xt X
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4.1.

4.2.

5.1.

5.2.

a) Seja (un) uma sucessdo qualquer de elementoBde
tal que u, - -l eu, <-1,0n0N , entdof (u,)=u, e
lim f (u,)=-1.

Por outro lado, sejévn) uma sucessdao qualquer de

elementos d& tal que:
v, - —lev,>-1,0n0ON

)" elim f(v,)=(-1)" =1.

Assim, como existem duas sucessfieg e (v,) de

n

Entdo, f (v,) =(v,

elementos deDr a tender para -1 tais que as
correspondentes sucessdefu,) e f(v,) tem limites

diferentes, néo existém f (x).

b) Seja(u,) uma sucesséo qualquer de elementoBgle
tal que u, -~ -1 eu, <-1,0n0N , entdog(u,)=3 e
limg(u,)=3.

Por outro lado, sejév,) uma sucessao qualquer de
elementos deDg tal quev, - —-1ev, >-1,0n0ON ,
entdo g(v,)=-v, elimg(y,)=-(-1)=1.
Portanto, como existem duas sucesgdg} e (v,) de

elementos deDg a tender para —1 tais que as
correspondentes sucessdggu,) e g(v,) tem limites

diferentes, ndo existénjlg(x) .
(F+9)(x)=f(x)+g(x)=
sex< -1

X+3
X*—x sex>-1

Assim:

* lim (f +g)(x)= lim (x+3)=-1+3=2

i (1 +0)(x)= im (€ ~x) =(-2)" - (1) =2
«(f+g)(-1)=-1+3=2

Como, lim (f+g)(x)= lim (f +g)(x)=(f +g)(-1).

entdo podemos concluir que a fungdeg tem limite

guandox tenda para -1, pelo que a posigi@ verdadeira.
a) lim =-o0

b) E&f(x)=0
c) Xlian_} f(x)=-c0
d) Xlian_13* f(X)=+o0
e) xlin_wm f(x)=0
H o lim f(x)=1

a) Por exemplou, -1 ,jaque limu, =lim 1 =0 , logo
n n
u, é convergente &m f (u,)=-c , pelo que f(u,) é

divergente.
b) Por exemploy, =n , ja quelimu, =limn=+c , logo

u, € divergente éim f (u,)=1, pelo que f(u,) €

convergente.



6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

7.1.

7.2.
7.3.

7.4.

. x+3 5
lim =— =+
x-2"x"=4 0

2X 2
lim —=—=+c
x-rl1-x 0O
.o X+1 1
lim > = 400
x-0" X=X~ 0

3-X se3x=0
[~ -(3-x) se3x< 0
_ 3-X sex< 3
-(3-x) sex> @
Pelo que
lim - = imi—j:_w
x-3[3-% x-33-x 0
. -2X -4
|Im7 = =™
x-2 8= X
Lol = 1-x? se x> 0
‘ X1= —(1—x2) seEx?< 0
~ 1-x? se—-kx< 1
-(1-%2) sex<-Dx> 1
Pelo que:
X x> 1 _
lim ——=lim —— =— =+
Xl‘l x‘ x-rl-x2 0
Ilrgm(4x +2x—3)=
(=)
|in3m(x2 -10x) = |in+’le2=(+oo)2:+oo
Iir[]m(l 3x? +x)
(s0-e0)
im (V> +2-+x) =

P
=lim =
X I +2-x

= lim @:

[ 2-x

I|m (\/; x+1)(m X

(vx- x+1)(&+Jx+1)
—I|m
Ix+ X+
() - (V)
=lim *+—F————"=
N o e
x=(x+1) _

”‘”\/;+\/X+1

= lim —
Xa+oo,\/;+ X+1
__ 1 _-1 -0
+00 + 00 +oo

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

4.1. Limites e continuidade

, 3x2+4(3J S
lim —; = lim —-=3
Xovo X541 xowe X

2x* - 6x(w] 4

fm e T im. S =l (2x) =2 () = e
IimX+x 2@ im X'+ x+2 =lim X—Z:
(2l oAty A +1 ko A
lim L —i—
_XQ+W4X ==
X = X sexx=0
T l-x sex< 0
3 B 3-x se 3 x= 0_ 3x s@<
[3-X= -(3-x)se 3x< 0 |-( 3x) s&>
Assim
i \3—x\+2x(°°j o (3-x) x_ o =3
X — +00 ‘x‘ X — +00 X X - +00 X
= im X =3
X — +00 X
lim | —> x(x* -2x+4) o
x-=| 3X+ 2
i 3(x2—2x+4)_
xomm o 3X+ 2
= lim 3x2—6x+12:

x=me 3X+2
3
=lim —=1lim x=-

X—-o 3x X - —w

o w2
. \3/§+2(°°j X &
I|rr+1l \/_:I n 1
e
Jx
6X2 2 X2 2
+ = 6|+
6/.3 3
lim XX &:Iim Vx -
X i_z xowo 1 2
Jx Jx
oL, 2 JT 2
lim X \/; 400 400 _0+0 0
e 1 1 T0-2

+o00

Jx
x-/3 sex—+/ 3 O_
{ (x—\/é) sex-v3< 0
_ x-+/3 sex=+/3
_{—(x—\/é) sex<+/ 3
Portanto:
X2 - g x* -3

lim 3 = lim =

X x—\/§‘xx x”"”—(x—\/\’_’))xx




8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

3 3
||m7 > =——="
x-22X"=4 0
g
o2 -4 0 (x=2)(x+2) . x+2
lim 7 =i =lim
2(x-2)" x2(x-2)(x-2) *-2x-2

Como o denominador continua a anular-se, temos que
calcular os limites laterais. Assim:

. X*-4 . x+2_ 4
lim =lim =— =+
X2 (X_2)2 X 2" X_2 o+
o X*=4 . x+2_ 4
lim =lim =—=-m

Xo2 (X—Z)Z T X—2 O

Os limites laterais sé@o diferentes, pelo que xigiee
. xX*-4

lim 5 -

*2(x-2)

x—S[g)

lim =Iim( x—3)( X+3):
X9 (9—x)(\/x+3)
rni(\/;)z_32 =
=9 (9-x)(Vx+3)
:|imX%9:
=9 (9-x)(Vx+3)
~(9-x)

=lim— "2 =
=9 (9-x)(Vx+3)
=lim—— = =1
x-9x+3 J9+3 6

0
lim VX'z@nm VXZ2XVX=2
x-2 X2 =4  x-2 (x2—4)\/x—2

D e-adxz
lim x-2 =
-2 (x=2)(x+2)Vx-2
||m;:
x~2*(x+2)\/xTZ
1 :—1:+oo
4x0° O
(0x) x—=3)x
i (x-3)x5 75| = im =2
iy (x=3)x _
x-3—(x-3)(x+73)
sim—X =3 3.1
x-3-(x+3) -(3+3 6 2
1 /., o) x*+10
Xltrvw{xx(x +10)} = Xlirpw Tx =
=Iim{xz+1o}:limxz+lim E:
= m 2010 fm X = i (1) =+

8.7.

8.8.

9.1.

9.2.

9.3.
9.4.

9.5.

9.6.

10.

4.1. Limites e continuidade

|im7*/§_‘/g®
1 x+3-2
i (ﬁ—ﬁ)(ﬂ+f5)(\/x73+ 3

A fxr3-(Vxr 3+ J[Vxvg
(5 () (o33
) -2 (Ve

(5X—5)(\/X+ 3+2) ~
m(x+3—4)(¢§+«/—5)_
5(x—1)(\/x+ 3+ 2)
=lim =

x-1 (x—l)(@h/%)

5(vx+3+2)
im———-~
1 JBx+5
_S(¥4+29) _ 20 _
S V5+5 25
10 _10/5_
_E_?_Zﬁ

x

(x2 +4x)(x+ 2&)
e
(x2 + 4x)(x+ 2&)
x-0" X? = 4x
x(x+4)(x+ 2\&)
x-0" x(x-4)

(x+4)(x+ 2\&) 0

=lim— 1 =" =

x-0" X—4 -4
i, (4=

. » AN _
lim f (u,) =lim f[—4 nJ—Xllanlf(x)— o

N&o existelim f (x) porque 41D, e X|II1;] f(x)#f(4) .

lim £ (v,) =lim £ (5") = lim £ (x)=-1

lim £ (w,) =lim f (l'n“”j Zlim f (%—4} -

= lim f(x)=-c
X =4
lim f (t,) =lim f (3-n)=lim f(x)=0
Por exemplo,
y
1
0 —x




4.1. Limites e continuidade

11. Por exemplo: [g)
R . 13.4. |im£:
11.1.u,=2-=, poislimu, =2" (€ um ndmero real) e x-4 [x+5-13
n
lim g(u,)OR.  (x-2)(Vx+2)
lim Ix+2)
11.2. u, ==, poislimu, =0" (é um ndmero real) e ( X+5 _3)( X+ 2)

n
limg(u,)= I|m  g(x)=-c (n&o & um nimero real)

(x—4)(\/E+ 3)

) =lim =
11.3.u,=n, po |sI|mu =+00 (NA0 é um nlimero real) e xH“(“)(Jrf_’_g)(“)(JrSJr 3)(&+%
(un)— lim g( x)=1 (é um namero real). » (x—4)(\/x+ 5+ 3) B
12. Temosque OD, e f(0)= 011 -1 [(X+5)_9](‘/;+2)
. . (x—4)(\/x+ 5+ 3)
lim f(x) existe quando e apenas quando =lm— = 7
x4 (x—4)(\/§+2)
I|mf(x) Imf() f(0)
>|<a f —>ff - =|im X+5+3:\/_9+ 3:76:73
am (x)=1(0)=-1 -4 [x+2 Ja+2 4 2
im £ (x) = X2 - 2x [g) 1—x“+x(zj
im f(x)=lm =—== = ' =
X0 =0 X +4x° 13.5. lim <+ 2
: ox(x=2) . x(x-2) =X a_ s _
lim f =1 =| = lim — =lim (=x) =—(+c0) = -
lim (x) lim (e ) JEnG‘X‘ i bt (=x)" ==(+)
()
i x(x-2) fim X2 13.6. lim (\/x2+x—\/x2+1) =
=1m = = X +00
XE)O );\/X+_412 X:; Ve (\/XZ+X—\/X2+l)(\/X2+X+\/X2+l)
= = =—=-1 lim =
Jo+4a Ja o2 Xt X +4+x2+1
Portanto, lim (x)=|XiE7[1y f(x)=f(0) , pelo que fim f (x) | (m)z_( x2+1)2
existe e é igual a -1 . =am NEv PN =
13.1. lim (2% - x* +3) = —o
X oo = jim X EX=x -1 X +x-x2-1
x3+27(%) LRV E NG +1
13.2. Ilm = X— l
X8 X+3 XI|r£1m\/_ \/_
Recorrendo a regra de Ruffini vamos decompor ¢onefa o XE+x+xi 4l
polinémio P(x)=x*+27. = lim x-1 =
10 0 27 h xz(1+£j+ x2(1+ij
-3 -3 9 =27 X X2
[1 -3 9]0 B w1 )
Logo: =jm 1 1
cr2r (x+3)(¢-3c+9 g 1+,+\X\J1+7
lim =lim =
x-3 X+3 x--3 X+3 i
= lim (x* -3x+9) = T 1
x--3 1+ +X 1+f
() -3x(-9+ - ARDAN
=9+9+9= 27 ( j

= lim

Y]
3 2 _ _ [6) X o +00
133, jm XA ( el /1+J
Xos X" +2X

Recorrendo a regra de Ruffini vamos decompor ¢onefa o
polinémio P(x)=x*+x*-4x-4. — im

11 -4 -4 e 1 [ 1 /
1+ + 1+7
-2 | 2 2 4

[1 -1 2] 0
\/1+O+\/1+0 2
i (X -x=2) L x¢-x-2_(2)'-(-)-2
Im =
X =2 (x+2) X =2 X -2




13.7.

13.8. li

(=)
lim (\/x2 +X +x) =

X =00

- (\/x2+x+x)(\/x2+x—x):
X X +x-x
i (M) -x° _

Xoe W—x

X2+ x— X

X
= lim =lim =
X“"’x/x +X =X x*""’\/x + X=X

:Iim7=li_ T =
x1+1]-x |X,[1+= —x
X X
lim :I|n_1 X =
=X /1+— X x(— /1+—l]
X
= fim — 2 1 .1
X 1+1—1 -1+ 0-1 2
X
x+3 (=)
lim ‘ :‘# =
x-—= 2X— 4
X+3 sex=- 3

Temos quex+3 :{ , pelo que,

—(x+3) sex<-2

g i P

xomo 2X—4  xemw X
13.9. | x2+5x—6(gj
DI —/——— =
x--6 \[24+ 4x
. (x* +5x—-6)v/24+ A (¥ + - gV 24 &
N5 oa+ 24 K 46 24+ 4x -
—im (x+6)(x—1)\/24+4<_| (x= 3V 24 % _
_xa—G 4(x+6) _xa—s -
_(-6-1)24+ 4x(—e__7xo_o
= 4 ===
(o)
13.10. Ilm( 1 2 }=
X = 4 X2 -16
I|m 1 2 =
x—4 (x—4)(x+4)
o X+4 2 _
=lim - =
**4[(x—4)(x+4) (x—4)(x+4J
:|imL2:£:+w
XAA*()(—4)(X+4) o
14.1.

lim f(x) existe se e somente se
X--1

Jim f(x)= lim (x)=f(-1)
lim_ (%)= £ (-1) =(-1)" -k =-1-k
Por outro lado, temos que
fm ()= im 27 32(]
S U (o [ (R W G

SR (x-2) I (g (x=9 < x-2

14.2.

15.

4.1. Limites e continuidade

=—=2
-1-2 -3

Logo, -1-k=2< k=-3

lim 3x* -3 @
X X% =X~ 2
3
im =z =3
; —2x+1(§)
lim f(x)=lim =
X x-|4 - 4X
Temos que:
4-4x sex< ]
|4-4x =
~(4-4x) sex> 1
Logo, lim f(x)= lim XA 272 1
X e xome 4—4X xﬂ-°°—4x -4 2

) ] (00=20)
lim f(x)=lim ( 4x2+2x+1—2x) =

(\/4x2 +2x+1- 2x)(\/ 40+ X+ I+ 2)
lim =

X0 Jax2 + 2x+ 1+ X

2
( 4x2+2x+1) -()?*
= lim =
e A 2+ 14 X

4% + 2x+1- &35
= lim —

o JaxE 4 2x+ 1+ X
2x+1
Ilm——

xoro JAX? + 2x+ 1+ X
o 2x+1 _
= lim =
\/x2[4+2+12j+2x
X X
. 2x+1
= lim =

X = +oo

\x\\/4+§+x—12 +2X

. 2x+1
=lim —=

T farZe oy
X X
X[2+})
X

= lim =

o ( |4+ 2+i +2]
X X

2+1

= lim ——X-—— =

o 4+g +—12 +2
X X

- 2+0 _
S Jaro+0+2
_ 2 _1
T2+2 2

Portanto, lim f(x) = lim f(x)=

X = oo

NI

Ficha para praticar 16

1.

Vamos averiguar se existien f (x) .
X-4

Pags. 76 a 79



4.1. Limites e continuidade

i i » \/;_2@ im (\/2x+3—])(\/2x+ 3+j:
fim £(x) = lim, £ () =im == = = (xr)(Vaxe 3+])
(x-2g)(Vxrg) (W) -2 (Vo3 - 2
:le 4 = - lim ————————~=
) (X_4)(\/;+2) (X_4)(&+ 2) X*-1*(x+l)(\/m3+])
. X—4 . 1
=lim =lim = = i 2x+3-1 _
xaA(X_4)(\/;+2) X2 XI~n-11*(x+1)(\/2x+ 3+])
-1 _1 = im 2x+2 ~
Va+2 4 ot (x+1)(Vax+ 3+1)
Temos, ainda, qué (4) =% , portanto,lirr}1 f(x) existe e é 2(x+1)
= =lim —F "=
. 1 o (x+1)(\/2x+ 3+ ])
iguala= .
4 = lim 2 -_2 -
Logo, a fungéof é continua enx = 4. Tt ox+3+1 1+ 1
Afuncdog € continua enx = 1 quando olim g(x) Afungéo f é continua enx= -1 quando existeim f (x),
existe. portanto,-2-k=1< k=-3
Assim sendo: Entdok = 3.
x—1 (5 (x—l)(\/; +1) 4. Averiguemos se existém f (x)
-+ lim g(x) =lim 1" lim RN . -t
X ( x—l)( X+1) im X2 _l@Iim (x=1)(x+1) _
. (x—l)(&+1) . (x—l)(&ﬂ) of 1-X  xef 1-x
=lim : =lim 1 = - (x=1)(x+1)
TR X i (0D
-r  =(x-1)
=lim (Vx+1) =vi+1=2 x4l
X1 =lim——=-2
N o
. . 8/x+3-16"0 g
+ lim g(x) =lim =————'= e+ ex0  —ex(x-1) i}
x= - x-1 lim — =lim = 11
8( /_x+3—2) T )+ x=2  xer (x=1)(x+2) 1 1 2
=lim-— = . -6X -6 12 0
XI x—1 =lim =—=-2
x-r'x+2 3
—lim 8( Vx+3- 2)(V X+ 3+ % _ Temos, ainda, qué (1) =-2, pelo que
T (x=1)(Vx+3+2 i =i = isteli
( )( ) llfnrf(x) leiqf(x) f(1) . logo existelim f (x) .
8[(\/x+ 3)2 - 22} Portantof é continua enx = 1.
= lITW = 5. Afungéo f (x)=sin(cogx)) é continua porque é a
composta de duas fungdes continuas, as fungée®seno
=lim M = cosseno.
x-1 (X—l)(\/X+3+ 2) 6. <+ Em]-», d afuncdo é continua por ser definida pelo
. 8(x—1) quociente de duas fungdes continuas, ambas fungbes
=lim—————== . -
x-T (X_l)(\/ﬁﬂ 2) polinomiais.
8 8 « Em]0, +o[ afungao é continua por ser definida pelo
- l'T IX+3+2 - Ja- 2:2 quociente de duas fungdes continuas, ambas fungbes
e g(l)=2 polinomiais.
Como Iin} g(x)= Iin} g(x)=g(1) , entdo existdimlg(x) ) * Emx=0:
X X— X— 0
pelo que a funcég é continua enx = 1. lim £ (x) = lim X'+ X (gj X (x+1) -
Determinemos os limites laterais eoF —1 -0 - x* =0 X
Assim: = lim (x+1) =1
e lim f(x)=Ilim (2x-k)=-2-k
X =1 ( ) xa—l’( ) |im+f(x): im+ 5X+3:§:
f(-1)=-2-k x-0 x-0'2x+3 3
9 f0=1 . .
- i ()= im \/Zi:i—lg Como lim f (x) =lim f (x)=f(0) , entao existe

lim f (x) . pelo que a fungad € continua enx=0.



8.1.

8.2.

8.3.

Podemos, portanto, concluir que a fungaé continua
em R .
A proposicaop € verdadeira.
A funcéo f é continua emx=a quando
lim f (x)=lim f(x)=f(a)
lim f(x)=f(a)=a*-3a
lim f(x) = lim (x2 - x+4) =a’-a+4
a®-3a=a’-a+4-
- —-3a=-a+4 -
= —2a=4- a=-2
Logo,a=-2.
=R
« Em |-, ] afuncgaof é continua por ser definida pelo

quociente de duas fun¢bes, ambas funcdes polirmmiai
Em]L, +oo[ afuncéof é continua por ser definida por

uma funcao polinomial.

e Emx=1:
fim f (x)=lim —2% =4
X1 X1 —X+1O 9
. _ a2
1'[‘1ff(x)‘f( )=3-1=2

Como lem f(x)# lezq f(x) . nao exist(—:ixirp1 f(x) , pelo

que a funcad néo é continua em=1.
Portanto, a fungad é continua emR\{1} .
D, =R , assim, vem:
« Em R\{} afuncéog é continua pois € definida pelo
quociente de duas fungdes continuas:
— 0 modulo de uma fungéo afim;
— uma fungéo afim.
* Emx=1:

X 1 sex=1
x=4= -(x-1) sex< 1

Logo, n&o existdim g(x) . pois os limites laterais s&o
X

diferentes.

Assim, a funcday néo é continua em = 1.
Portanto, a fungég é continua emR\{1} .
D, =R

« Em |-, - J afungdioh & continua por ser definida

pelo quociente entre duas fungdes continuas:
— uma é a diferencga entre uma fungdo constantaie a
guadrada de uma fungdo quadratica;
—a outra é uma funcgédo afim.
« Em]-2, +=[ afungéoh & continua por ser definida

por uma funcao polinomial.

10.

4.1. Limites e continuidade

* Em x=-2:
0
=30
lim h(x)= lim 17YX =32
X =2 X =2 X+ 2

. (1= =3) (-3
- (x+2)(1+ x2—3)
lim - ( X2_3)2

i (X+2)(1+\/X_—3)

i1 (x-3)
(x+z)(1+Jx_—3)
lim X +4

T (x+ 2)(1+\/x——3)

im -(x-2)(x+2)

- (x+2)(1+Jx——3) i

im ~(x2) _

L TG —3
2
lim h(x) = lim [ij"'
Xx——2* x--2" 2 2

Como lim h(x)= x'[”_} h(x)=h(-2) , ento, existe

—(-2-2) _
1+41

=2 ,logo,h(x) =2

Iirr_12h(x) , pelo que a fungdh é continua enx = 2.

Portanto, a funcad é continua emR .
Afuncao f é continua enx = 2 quando existeim f (x)

X—2

Assim lim f (x)=lim (x* -2x) =27 -2x2=0.
X2 X2

Logo,f(2) =0
Iin;f(x)=|in} CH
- - tan tan[nJ +

2

ComoinET;+f( )-Ilm f(x)=1(2) , existelim f (x) , pelo

gue a fungad é continua enx=2 .
A fungdo g é continua enx = 1 se e somente se existe

Iximlg(x) .
Por sua vedim g(x) existe quando e apenas quando
lim g(x) =lim g(x) =g(1) .

lim g (x) =lim {a43+x} a43+1 a(1)

X-1

iim g(x) =1 ~/x+3 2( ]I (\/4+3— 2)(\/X+ 3+ %
m m =
x-1" g{x xﬂr X — l x- T (X—l)(\/XT3+ 2)
—\2

=lim ( x+3) =lim x+3-4 =

T (x= 1)(\/x+3+ 2) xﬂf(x—])(\/x+ 3+ %
=lim x-1 =lim L ! }

S (x-1)(Vx+3+2) T x+3+2 T3+ 2 4
EntaO,;S:]_:} - a;gzj'—l@ a- 3:—73.:. a=0

4 4 4 4 4

Logo,a=0.



11.

12.

Sabemos que a funcao é continualém
Portanto, a funcéo é continua ers 0, pelo que tera de
existir lim f (x) .

X

Sendo assim|im f (x)=lim f(x)=f(0)

X-0" X0

X% = 2X
m|a+—;
o X2 + X
:a+lim

X-0" X2+X

lim £ (x) =i

X-0" X

— i X— — - _ =
100 l'TrT'T' a

Como lim f (x)=lim f(x) :

X0 X0

a—2=—1 - a’-2a=-10a# 0=
a

- a’-2a+1=00az 0~
- (a-1)"=00az 0~
= a-1=00a#0=

- a=1
_ ) x-1__
b—f(O)—XILn;f()—IlmT 1

Portantoa=1eb=-1.

im 1 (x) = =1

x-1*

“E} ) el
( W
—I|m )( )

—Ilm( x+1) Ji+1=2

2 _1@

fim  (x) = lim >

x-1T x=1
im (x=1)(x+1) _
X1 x-1

= |in3(x+1)=1+1: 2
Portanto,lim f (x)=lim f(x)=2 , assim e para que a
X1 X-1T

funcdo f néo seja continua em= 1,f(1) tera de ser
diferente de 2, ou sej@a# 2 .
Logo, aOR\{2} .

13.1. D, ={x0OR: ¥ -82 ¢ ={x0OR: X’ # § =

13.2. D,

={xOR: xz2 =R \{3
Afungaof é continua emR\{2} .
={xOR: x=00x~-3% ¢ ={xOR :x= 00x# 3=
[0 +o[ (3

A funcaog é continua enf0 , +cof \{ 3

13.3. D, ={x0OR: |[¥-12 0 ={xOR: [{# } =

={xOR: xz-10xz}=R\{-1,}
Afungdoh é continuaenR\{-1, } .

4.1. Limites e continuidade

13.4. D, :{xD\R: X2 +3%# (} =R , uma vez que

135. D, ={x0OR: 1-x*2 ¢} ={

13.6. D,

14.

15.

16.

OxOR, x*+32 3
A funcdoj é continuaemR.
xOR: -1sx<}=

=[-1.1

A funcdo p é continuaem [-1, 1].
:{XD\R: x-1=2004-x* > (} =

={xOR: x210-2<x< 3=

={x0OR: 1sx<3 =[1, 3

A fungdo m é continuaem [1, 2[.

lim f(x)=lim (2x+1) =2x1+1= 3

X1 X-1

H I H 2

llfnff(x)—lxlinfx =1

Como Iin} f(x)# Iin} f(x) , podemos, desde ja concluir
que f ndo é continua em = 1.

im0 =im x=1

lim g(x)=lim3x=3x1=3

X1 X-T
Como Iin} g(x)# Iin} g(x) , podemos, desde ja concluir

gue g ndo é continua em = 1.
Por outro lado, temos que:

(2x+1)+x sex< 1 [3x+1 sex< 1
(f+a)(x)=1", =12

X +3x sex> 1 (X +3x sex>1
ii[nr(f +g)(x):|xi[qi(3x+1)=3><1+1: 4=(f+g)(9
lim (f +g)(x) =lim (x* +3x) =1?+3x1=4
Como lim (f +g)(x) =lim (f +g)(x)=(f +g)(t) . a

funcdof +g é continuaenx=1.

. _x3+8lo
X"H}f() Ilmf()—lxlm e

Recorrendo a regra de Ruffini vamos decompor m@aiio

P(x)=x*+8 em fatores.
‘ 10 0 8
-2 -2 4 -8
|1 —2 4]0
+2)(x* - 2x+ 4
lim (x+2)( -2 )zlim (x*-2x+4)=
X2 X+ 2 X =2
=(-2)" - 2(-2) + 4= 4+ & & 1L
Portanto, s€ € continua, entdo é continua enr —2 pelo
que existexlinjzf(x) .

Logo, tera de sef (-2)=12.

* g é continua no intervalp-co , 1 pois € definida pelo

guociente de duas fungdes continuas: uma fungéo
constante uma fungao afim.

e g € continua no intervalo [-1 , 1] pois é definpdda raiz
quadrada de uma fungao polinomial.

« g é continua no intervalfi , +[ pis é definida pelo

quociente de duas fun¢des polinomiais.

. 1 _1__
-Xllarprg() lim —— == =-w

-rx+1 O



17.

18.

19.

0(-1) =1~ (- =V i= C

Portantog néo é continua em=-1

0
_ x2—2x+l@
TImel)Em T
2
im P~ im (x-1) =1-1=0
x-1r xX—-1 x-1"

g(1)=limg(x)=limv1-x* =J1-¥ =0
X1 X1
Portanto,g é continua enx=1
Conclusdog é continua emR\{-1} .
« f é continua no intervald-c , 4 pois é definida por

uma fungao continua: uma fungéo afim.
- f € continua no intervalp4 , +eo pois ¢ definida pelo

quociente de duas fun¢Bes continuas: uma é umaduncg
afim e a outra é a diferenca entre uma funcéo antest a
raiz quadrada de uma fungéo afim.

X 4" X +2—\/;
. 8- 2x)( 2+x) i (B 2( 2¢+Vx) _
e 2 (5]
i (8—2x)(2+&)_”m A 4-x)( 2+x)
x- 4" 4-x e 4-X -
= lim[2(2+x)]=2(2+4)= &

+ lim f(x)=lim (12-2x) =12~ 2x 4= 4=}
Como lim f (x) = lim (x) nao existelim f (x) . pelo
que, a funcdd ndo é continuaem=4 .

Logo, a afirmacao é falsa.
A fungaog € continua enfR\{0} porque é o produto de

uma fungao continua pela composta de duas fungGes

continuas.
Visto quelimosinx =0 e -1<cos< 1, paratodoo
X

xOR\{0} , temos qudirrg(sinxcos% = 0, dado que se
X X

lim f (x)=0 e seh éuma fungdo limitada, entao

lim[f (x)xh(x)]=0.

Daqui resulta quelin?)(sinxco&lj = 0=9g(Q e, portanto,
x- X

existe lim g(x) pelo queg é também continua em= 0.

Logo,g é continuaemR .
. . 2
limg(x)=lim————
x-1 ( ) xal(x_l)z
Como este limite ndo é um numero real, ndo é yelssi
definir uma func¢dd, continua erf tal que
OxOR\{3}, g(x) = f (x)

Logo, a afirmacéao é falsa.

2
=— =+o0
O+

4.1. Limites e continuidade

Ficha de teste 8 Pags. 80 e 81
. . 3xX-5_-2
1.  limg(x)=Iim =—=-00
xarg( ) x-r 1-x 0"
Resposta(D)
2 _ ; —o" 909
. g(-2)>0 e lim f(x)=0", portanto, lim = +o0
x—-2" x--2" f (X)
Resposta(D)
3. limf(x,)=lm f(4-n?)=lim f(x)=2
Resposta(B)
4. Afungdof é continua emx =1 quando existdim f (x)
Assim:
lim f(x)=lim 272X _
X Xo T ‘x—]_l
_ 2-2x _ 2- X _
=lim =1lim =
x-r =(x=1) - 1-x
2(1-
=1lim ( X):I|m2:2
x-1 1—-X X1
lim f (x) = lim (i‘+k)=4+k,|ogo F1)=d+k.
X1 x-1"\ X
Portanto,4+k=2 = k=-2.
RespostafA)
5.  Por exemplo:
Gréfico 1 Gréfico 2
| bl
Bf--mmmmmmemooes R Wbt
6T~ 67~
PN T Y SR
o a A b X
O grafico 1 verifica a opgd@\) e exclui a opcaD).
O grafico 2 exclui as opco€B) e (C) .
RespostafA)
6. Seja(x,) uma sucessdo qualquer tal que0lD, OndIN
ex, -»3.
f(x,)=4-2x, , pelo que:
lim f (x,) =lim (4 -2x,) =
=lim4-lim(2x,) =4~ 2limx, =
=4-2x3=4-6=-2
Portanto,lim (4 - 2x) = -2.
x-3
4x—8[g) 4(x-2)
7.1. lim > =1im
x-24-x*  x-2—(x=-2)(x+2)
= lim =44
x-2—(x+2) -4
[Oj 1 -2 -3
2 _ o5y _ 0 1 -1 3
7.2. i X22X3— 1 -3|0
X-1=2X° —6x— 4
+1)(x-3
i ) (x=3 o
=1 (x+1)(-2x - 4) ) o 4
X_3 __1_3:2 -2 -4 0

=lim =
x-1-2x-4 2-4



7.3.

7.4.

8.1.

8.2.

9.1.

J Xx=2x2  sex- X*= (
‘x—2x ‘_ —(x—2x2) sex— X°< (

Por outro lado, temos que:
1

Xx=2x*20 = X(1- %)= 0= O xs 3
Assim:

X —2x° se()sxs1
‘X—ZXZ‘Z 2

—(x—2x2) sex< (JZ|x>1
2

Logo:
) ‘x—2x2‘ _ —(x—2x2)
lim — =lim 3
Xoko B2 42 Xowo KO+ 2
27x2_ 2

im — =
-t 3x° 3

lim g(x) = lim

X - —00 X - —00 X_l

= lim x* :(—00)2 = +o0

X - —00

A fungdo g € continua enx = 1 quando existéim a(x) .

ou seja, quanddxi[nf g(x)= Ix|[nl g(x)=g(1)

Assim:
i =g(1)=1-% e I 2ald)
X|1111+g(x)—g(1)—1— e lim=—=

Recorrendo a regra de Ruffini, para fatorizar ingonio
x* -1, temos que:

‘100—1
1 1.1 1
[1 1 1] 0

Entdo,x® -1= (x—l)(x2 X+ ])
Voltando &Y, temos:

3 _ -1)(x® +x+1]
lim X 1:Iim7(x )+ x )=|im7(x2+x+1)=3
x-1 X=1 x-1 x—-1 X1
Logo,1-2k=3= X=1- 3= k=-1
Portantok = -1
a) Por exemplo,g(x)=2x-x" , pois

2 _
f(x):Iim X +21: o (2-x)(2+x)
x-2g(x) x-22x-x" x-2 x(2-X)

10

4.1. Limites e continuidade

b) Por exemploh(x)=(2-x)’ , pois

f(x):“m X +4 _ (2—x)(2+x):
“2(2-x)° w2 (2-x)°

2+x _ 4

— =400

X2 (2_ X)Z - O+

f(x) . -x*+4_ -x*+4
= lim = lim =
Xomw =)

lim a(x)

9.2. a) Ilim
xomm |} x X X —Xx X

2
. —X
= lim — =1

Xos o =X
[ o2
b) lim (9 _ i Y44
X—=2 x-2 X-2
—lim VX +4xy-x*+ 4 _
-z (x—2)><(\/m)

("_x2+4)2 -x*+4
=lim =lim =
2 (x=2]N-X+4 7 (x=2V-x*+ 4
- lim -(x=-2)(x+2) —iim -(x+2) _A_
2 (x=2)xl+4 2 -x+4 O
10.1. D, ={x: xOD, Og(x)0D,} =

:{x: xOR OcosxOR \{—}} =
={x: xOR Ocosx# -} =
={x: cosxz-}=
={x: xz 1+ 2km, kO7Z} =
=R\{m+2km, kOZ}
A funcédo f og € continua no seu dominio pois:
«g ¢é continua emR\{Tt+ 2k, KO Z}

«f é continua eny(a), sendo adR\{t+ 2k, kOZ}
10.2. lim (f > g)(x)=lim f (g(x))

-2

_ . 29(x) 2cosx

=lim =
x-ng(x)+1 x-mcosx+ 1
2cosit _ -2

= =— = -0
cosm+l OF



Ficha para praticar 17

1.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Pags. 82 a 85

Para que exista assintota vertical no ponto a, tem-se que:
*aeD, e f ndo ¢ continuaem a

ou
*agD, e a ¢pontoaderente a Dy.

D/,:{xelR: x2+2x¢0}:{xelR: x(x+2)¢0}:
=R\{-2, 0}

A fungdo f é continua.

lim £ (x)  lim f (x)

2x+4
hmf( ) HO X2 +2x

2(x+2)

2x+4 .22
=lim—=—=-w

-0 x 07

llmf( )

Portanto, a reta de equacdo x =0 ¢ assintota vertical ao

xﬁ»o X2 +2x

grafico de f.

2x+4
hmf( )_ lgr-lzxz-i—Zx_
2(x+2) 2

Como este limite ndo ¢ infinito entdo a reta de equacéo
x =-2 nao ¢ assintota vertical ao grafico de f".

A reta de equagdo x =0 ¢ atnica assintota vertical ao
grafico de f.
D, :{xelR: x2 +2¢0}:|R ,jAque VxelR, x> +2%0.

A fung¢do g ¢éuma continuaem R pelo que o seu grafico
ndo tem assintotas verticais.
D, ={xeR: ¥’ -120}=R\{-1, 1}

A fungdo /4 ¢ uma fungdo continua.

2 p— — —
lim (x)= lim X0
x>l o1 x7—1 0"

2 — p— —
limh(x)= lim =220 =% _ o
x>l P e | -0

Logo, areta de equagdo x =—1 ¢ assintota vertical ao
grafico de /.

2_ — —
lim h(x)= lim =500 4
x>l - xt =1 0
X-x-6 -6
lim A (x)=lim > — X2 -0 _ _
lim h(x) = lim === =

Logo, areta de equagdo x =1 ¢ assintota vertical ao grafico
de h.
As retas de equagdes x =—1 e x=1 sdo as assintotas
verticais ao grafico de /4 .
D, :{xelR: ‘x‘—3¢0} ={xe|R: ‘x‘ ;t3} =

={xe\R: x¢—3/\x¢3} =\R\{—3 , 3}
A fung@o j ¢ continua.

x-3 -6

VEIE’J(x) - xlir—I} ‘x‘ -3 - 0" =

1.5.

1.6.

2.1.

2.2.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

lim j() lim x=3 _ 6 = +o0

x—>-3" x—>-3" ‘x‘ — 3 07

Logo, areta de equagdo x =-3 ¢ assintota vertical ao

grafico de ;.
3[%) x=3
lim j (x )‘IJE}M 3~ lim—— =1

Como este limite ndo ¢ infinito, entdo, a reta de equagdo
x =3 ndo 4 assintota vertical ao grafico de ;.
A reta de equagdo x =-3 ¢ aUinica assintota vertical ao

graficode ;.

=R
Em R\ {1} , a fungdo r é continua.
lim r(x)= limi 2 +00
x—>1" x—>1" 1— X 0+

g ()=l =1

A reta de equagdio x =1 ¢ atnica assintota vertical ao
grafico de r.
D, ={xeR: 4-x* 20} =R\{-2, 2}

A fungdo s ¢ continua.

x‘x‘—Zx[%). x(
= lim

2

—x) -2x
x—>-2 4 — X2 -
2
.=x"=2x . —x(x+2
= lim — = lim ( ) =
=2 4—x 32 —(x—2)(x+2)

x =21
4 2
Como este limite ndo ¢ infinito, entdo, a reta de equag@o
x =—2 nio ¢ assintota vertical ao grafico de s .

fim,s () = fim ==

= lim
2 x -2

(5
. x‘x‘—Zx 0
hms( )—hmiz
x—2 =2 4—x
-1 XXX 2x_1. x2—2x_
_X%Z 4_x2 _x14>2 4_x2 -
i)

HZ—(x—2)(x+2)

X 2 1

m— % ___
2 —x(x+2) -4 2

Como este limite ndo ¢ infinito, entdo, a reta de equag@o

x =2 ndo ¢ assintota vertical ao grafico de s .

O grafico de s nao tem assintotas verticais.

x+2 (g)
1 =
xEEof( ) wa+oo X +5
—lim S = im0
X—>+0 x X—>+0 x +w

De igual modo, lim f(x)=

Logo, areta de equagdo y =0 ¢ assintota horizontal ao
grafico de f, em +oo e em —oo0 .
33 +2x+4 . 3x* 3

Jim g(x)=lim = = = lm =3

N | W

De igual modo, lirfl‘g(x) =



2.3.

5.1.
5.2

5.3.
54.

5.5.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

Logo, a reta de equagdo y :% ¢ assintota horizontal ao 5.6. y= —2x , pois Xlifg[f (x) - (—\/Ex )} =0
grafico de g,em +oo eem —oo. 6.1. - D, :‘R\{O}
e s [z] 0 « Assintotas verticais
lim h(x) = lim =2 o lim iz = A fungdo f ¢é continua
X400 xot0 xT 4D x40y
= lim (2x)=+o0 lim f(x) = lim x+E :O+i:+oo
- - x—0" x—>0" X o*

X—>+0

lim 4(x)= lim (2x)=—o©
m (x) H%( ) limf(x):lirn[x+§j=0+%=—OO
Como nenhum destes dois limites ¢ igual a um numero real, 0 0 * 0

o gréfico de A ndo tem assintotas horizontais. Logo, a reta de equagdo x =0 ¢ a Uinica assintota vertical

D, =R no grafico de f.
Para que a reta de equagio y =2x seja uma assintota nio * Assintotas ndo verticais
vertical ao grafico da fungdo f'tera de ser: Em oo: 3
lim | f(x)-2x|=0 X+—
H“[ ] m= lim /(x) = lim —=% = lim (f"'%j =
Ou X—>+0 X X—>+00 X X—>+00 X X
lim[f(x)-2x]=0 =1im(1+%J=1+ > _140-
X—>+0 X (+OO)
: . . . 3
Assim, vem que: b= lim [f(x) - mx] = lim (x += —xJ =
) ) 2 3 5 X+ X—>+0 X
lim [f(x)—Zx]z lim xz * -2x |= 3 3
X+ x40l xT 4] =lim==—=0
3 3 X—>+0 x +w
.2 +5-2x -2x i
= }LIROT = Assim, areta de equagdo y =x ¢ assintota ao grafico
2 4+5-2x —2x de f em +oo.
= lim —— = Em —oo:
X—>+0 X +1
. X . 3
:llm_2x+5:1irn_2x: m:hmmzhm(l+—zJ:1+ >=1+0=1
X—>+00 xz +1 X400 xz X—o—o x X——0 X (—OO)
=2 =2 3_3
=lim—=——=0 b= lim X)=—mx|=1lim==—=0
X400 x +00 X—>—0 [f( ) ] X>—0 x —00
De igual modo: Assim, a reta de equagdo y =x ¢ assintota ao grafico
lim [ f ()~ 2x]= de f em —oo.
2 As retas de equagdes x =0 e y=x slo as assintotas de f
=lim—=—=0 . -
oo x  —op 62. ¢« D = R\{2}
Logo, a reta de equagdo y =2x ¢é uma assintota ndo vertical « Assintotas verticais
ao grafico de f, em +0 eem —o. A fungdo g ¢é continua.
D, =R 0
' . . 2x-4 [0] . 2(x—2)
[5) lim g(x)= lim 5 = lim———=
' Coo1le) 2 x—2 x—2 (x—Z) x—2 (x—Z)
lim f(x)z lim = lim — =1
X—>4o0 x40 x4 ] x40 x . 2 2
= lim =—=
Logo, a reta de equagdo y =1 ¢ assintota horizontal ao -2 x=2 0
4 +
grafico de f em 100.1 lim g(x) = lim 22_0%:_
. . x—2" x—27 X —
lim f(x)= lim —=——=0 , logo a reta de equagdo y =0 *
e X - Assim, a reta de equagdo x =2 ¢ a Unica assintota vertical
¢ assintota horizontal ao grafico de f em —oo . ao grafico da fungio g .
Portanto, as retas de equagdo y=1 e y =0 slo assintotas  Assintotas ndo verticais
horizontais ao grafico de f, em +o0 eem —oo, Em +oo:
respetivamente. 2x-4
2
=5 x x-2 —
" X m=tim S - g (22 2604
X+ X—>+00 X490 —
yZ—Z , pois lim {f(x)_(_“ﬂ:O o x x(x-2)
- . 2x—4 S _2x .2 2
y=-x+4 :hm#::hm—f:hm—zz ==0
y:2X—3 ,pOiS lim [f(x)—(Zx—S)]:O x40 x° —4x" 4+ 4x x4y x>0 (+OO)

X—>+00

0

y=—x+6 ,poisxlirgo[f(x)—(—x+6)]



= lim [g mx]— lim 2x—42 [i)
X+ vam(x_z)
2x—4 . 2x
= lim ———= lim — =
x~>+wx _4x+4 X>F0

—lim 2=2 =0

X—>+0 x +w
Logo, y=0 ¢ a equagdo da assintota ndo vertical, no caso
¢ horizontal, ao grafico de g, em -+oo.

De modo, analogo, m = lim ix) =0

x>=0 oy

b= lim [g(x) - mx] =0 , pelo que, a reta de equagdo y=0,

também ¢ assintota ao grafico de gem —oo.
As retas de equagdes x=2 e y=0 sdo as assintotas ao
graficode g.
63. *+ D, = IR\{—I}
* Assintotas verticais

A fungdo /4 ¢ continua.
2x" +4x-1_ -3

lim h(x) =lim——=—=+w
x>l x—>-1 x+1 0"

2 — p—
lim h(x)= lim 23
X1 X1 x+1 0"

Logo, a reta de equagdio x =—1 ¢ aUinica assintota vertical
ao graficode 4 .
* Assintotas ndo verticais

Em +oo:
2x* +4x -1
h
me tim M)y a1l
X—>+0 x X—>+0 x
) 2x2+4x—1(5j . 2x?
= llmzi ==lim—=2
X—>+0 x +x X—>+0 x
2 —
= lim [h mx] = lim {W - Zx} =
X—>+o0 X—>+00 X+1
. 2x +4x—1-2x(x+1)
= lim =
X—>+o0 X+1
. 2x7 +4x—1-2x> —2x
= lim =
X—>+00 X+1

Logo, areta de equagdo y =2x+2 ¢ uma assintota
obliqua ao grafico de 4 com +oo.
* De igual modo, em —oo:

—hrnh( ) =2 e b*hm[h mx]:Z

x>=0  x

Portanto, a reta de equagdo y =2x + 2 ¢ uma assintota ao
grafico de & em —oo.

As retas de equagdes x=-1 e y=2x+2 sdo as assintotas

ao graficode 4.

64. « D =R

* Assintotas verticais
A fun¢do ;j ¢é continua em IR, logo, o seu grafico ndo
admite assintotas verticais.

 Assintotas ndo verticais

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

Em +oco

2

im0 _ iy Y43
x>f0 x X—>+0 X

3
Xz(l‘f‘?J ‘x‘ 1+7

= lim = lim
X+ X—>+0

_11m[] mx]—hm(m—x):

X400 X—>+0

(\/x2+3—x)(\/x2+3 +x)
= lim =
e \/x2+3 +x
(\/xz+3)2—x2
=lim—~—=
_ lim X 4+3-x7 _
e X +3 +x

—lim =2 g

ot +3+4 F0

Logo, a reta de equagdo y =x ¢ assintota obliqua ao

grafico de j em +oo.

Em —oo:
_J(x) . Ax*+3
m= lim = lim =
X—>—0 x X—>—0 x
X (1 + %J
. X
= lim ———==
/ 3 / 3
‘X‘ 1 + — —X. 1 + —
. X . X
= lim = lim =
X—>—00 x X—>—00 x

= lim — 1/1+i*
X —>—00 x
f 3 =—/1+0=

b= lim [j(x)—mx]: lilp‘[\/xz +3+x}:
(\/x2+3+x)(\/x2+3—x)
= lim =
o \/x2+3—x
(\/x2+3)2—x2
=lim —~——=

Logo, areta de equagdo y =—x ¢ assintota obliqua ao
grafico de j em —co.
As retas de equagdes y =x e y=-x sdo as assintotas do
graficode ;.



6.5. + D,={xeR: 9x" +16x>0Ax—1%0}=
:{xelR:x(9x+l6)20/\x¢1}: + +

:u_‘”’ —§}u[0, +00[j\{1} L 0

* Assintotas verticais
A fungdo r ¢ continua .

\9x? +16x _ 5

lim 7(x) = lim ————=— =+
xo1* x>t x—1 0"

. . N9 +16x 5

111111 r(x) = hr?il :F =—w0
x> x> X —

Logo, a reta de equagdo x =1 ¢ a Ginica assintota vertical
ao graficode r.
* Assintotas ndo verticais

Em +oo:
\Vox? +16x
= tim 2 i x=1
X—>+00 x X—>+00 x
5 2[g 16
. N9xT +16x X
=lm————=1i =
X—>+0 x _x X—>+00 x _x
X 9+E X 9-4—E
= lim = lim r o

9+E Iy
—lim L—x _*0_,
ot x—] +00

\9x? +16x

b= lim [r(x)—mx] = lim ————— =

X—>+0 X400 x—1
9+ 16 9+ 16
= lim ——% = lim L=
X+ 1 x>+
x(l - fj -—
X X

V9+0

EEE
Logo, a reta de equagdo y =3 ¢ a assintota ao grafico de r
em +oo,
Em —oo:
N9x* +16x
m=tim 7O i —x=1

—00
Logo, a reta de equagdo y =-3 ¢ a assintota ao grafico
de r em —oo.
As retas de equagdes x=1,y=3 e y=-3 sdoas
assintotas ao grafico de r.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

6.6. + D ={xeR: |l-x=0}=R\{1}

* Assintotas verticais
A fungdo s ¢
2

. .X 1

lims(x)=lim—— =— =+

x—1 x>l ‘1 — X‘ 0+
Logo, areta de equagdo x =1 ¢ a tinica assintota vertical
ao graficode s.

« Assintotas ndo verticais

Em +oo:
xZ
.S\X R
m= llmﬁz lim =1+x _
x>t x X—>+0 X
. z X
= lim > = lim—=1
X—>+0 _x + x X—>+0 x

2
b= lim [s(x)—mx]: lim( lx —x}—
X—>+0 xoto| —] 4 x

2
= lim ox(1+) = lim R
_xaw: —1+x _x~>+oo —1+x -

. X .X
= lim =lim —=1
x40 ] 4 x  xotw x

Logo, a reta de equagdo y =x + 1 € a assintota ao grafico

de s em +oo.

Em —oo:
x2
.S\X . _
m—hmﬁzhm1 X —
X—>—00 x X—>—0 x
2 2
= lim —=-1

b= lim [s(x)—mx]= lim (lx_2x+ x] =

X—>—0 X—>—0
2 2 2
. x +x(l—-x ) X +x—x
= lim ( ): lim =
X—>—0 1-x X——0 1—x
. X .Xx
= lim — = lim —=-1

o]y xome—x
Logo, a reta de equagdo y =—x—1 ¢ a assintota ao grafico
de s em —oo.
As retas de equagdes x=1,y=x+1ey=-—x—-1 sdoas
assintotas do grafico de s .

x*—4x+3
7. ) m= tim L) iy a2
x40y X400 x
x2—4x+37

= lim —;
oo x4 2x
2
= lim — =1

X490 x

b= lim [f(x)—mx]:

X—>+0

. [x2—4x+3 j
=lim|———x|=

X400 x+2

x2—4x+3—x(x+2)

= lim =
x>+ X+2
. X +4x+3-x"-2x

= lim =
X—>+0 x+2

— tim =53 i 29X

x40 x4 D x40 x



Logo, y=x—6 ¢ a equagdo da assintota ao grafico de f
em +too,

X —4x+3
f(x) = lim —x+2

X x—>—0 X

(i) m= lim

. xX*—4x+3 . x
= llmziz hm—zz—l
xo—0 x4+ 2x X>—0

—hm[f

xX—>—00

. X —4x+3
=lim|——|=
x—>—0 —x+2

x2—4x+3+x(—x+2)_

mx] =

= lim
F=o —x+2
X —4x+3-x"+2x
= lim =
X—>—0 —X+2
—lim 2 i 2

x>0 —x 42 x>0 —x
Logo, y=—-x+2 ¢ aequagdo da assintota ao grafico de f

em —oo.

v |[Y=Xx-06 y=x-6
(iii) = p=
y=—x+2 X—6=—x+2

=x-6 =22
@{y * @@{y
x=4

Portanto, P(4 , -2)

(iv) d(0, P)=1/(4-0)" +(-2-0)° =20 =25

A distancia pedida ¢ igual a 25
Dado que a reta de equagdo y =—x—2 ¢ assintota ao grafico

de f'e 0 dominio de /¢ R, temos:

/(%)

li — el
lim == =—1e lim[/(x)+x]
Assim:
xZ
tim 20 _ i L) _
x40y x>t x
lim —Y—
x4>+oc xf(x) X400 f(x)
S L S
o f(x) (%)
X x40 X
1
i

= lim l:(x+f(x))xx:|

X—>+0 f(x)
:Xliﬁrgc(f(x)+x)xxlirinmﬁ =
= 2x(-1)=2

Portanto, a reta de equacdo y =—x+2 ¢ assintota ao grafico
da fungdo A.

10.

11.1.

11.2.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

Como lim f(x) =-w ,aretadeequagdo x=-1 ¢
x—=>=1"

assintota vertical ao grafico de f.
Como lim f(x) =-5 ,aretadeequagdo y=-5 ¢

assintota horizontal ao grafico de f.

E, como lim [f(x) + 3x] =0 , areta de equagio y=-3x ¢
X400

assintota obliqua ao grafico de f.

lim f(x)= lim == 2 lim 2 =2

X——0 x——0 xy —1] X0 x

Portanto, a reta de equacdo y =2 ¢ assintota horizontal ao
grafico de f'em —oo.
2 [E) 2
. . —-x \* 1
llmf(x)zllm%z lim 2 =—

X—>+0 x40 Dyt — X—>+0 2x2 2

5 | .
Portanto, a reta de equagdo y = 5 ¢ assintota horizontal ao

grafico de f em +oo.

sz{xe\R: lZO/\x;tO}z{xe\R: x>0}=||:i+

X

« Assintotas verticais

A fungdo f ¢é continuaem IR*

lim f(x) = lim\/I:Jliml :,’i =+ =+
x—0" x=0" \ x x>0 x 0"

A reta de equagdo x =0 ¢ atnica assintota vertical ao
grafico de f.
* Assintotas ndo verticais

f s

X—>+0 x~>+00 X x4>+cc

= lim / f lim —
X—>+0 X—>+0 X
- /7 =J0=0
400

1
b=l (5) ) i 1

limi:

x40 x

:\/%:\/6:0

O grafico de f admite uma unica assintota ndo vertical que
¢ areta de equagdo y=0.
As retas de equagdes x=0 ¢ y=0 sdo as assintotas ao
grafico de f.
D, :{xelR: 4x* —12x20}
4’ ~12x=0& 4x(x—3)=0<:>
& 4x=0vx-3=0
Sx=0vx=3
Assim, D, ={xeR:xS0vx23}=

:]—oo,O]u[3,+oo[

m  Assintotas verticais
A fungdo g é continua em D, = |-0, 0] U[3,+ o[ .



Logo, o grafico de g ndo admite assintotas verticais.
Assintotas néo verticais

Em —oo
g(x) . VA -12
m= lim = lim =
X—>—00 x X—>—00 x
12
(4—?) 1o 4_12

= lim = lim X -

X—>—0 X—>—0 x

x /4_7
= lim ————=lim - {4——
- Ja—0=2
b= lim [g(x) —mx] = lim [\/4)(2 —12x + Zx} =

(\/4x2 T12x+ Zx)( 4 —12x —2x)
= lim =
- Vax? —12x - 2x

(Var' - 12x)2 —(2x)"

= lim =
e Jax? Z12x - 2x
4x —12x—4x*
— 11 —

oo JAx? —12x — 2x

T v S —12x

oo JAx? —12x — 2x

= lim 12

Hﬂo—x /4—E -2x
x

- fim 2%

o —x{ /4—12+2}
X

. 12 12 12
R S TN e S S
\/4——+2 -0

X

Portanto, a reta de equagdo y =-2x+3 ¢ assintota ao

grafico de gem —o.

Em +o0:
_g(x) . AAx’—12x
m= lim = lim =
X—>+0 x X—>+x0 x
4~
= lim X

X—>+0

X 4——
= lim —4———— *11m1f4——

fJ_fz

= lim [g mx] =

X400

- lim( 4x° —12x —Zx):

x40

(\/4x2 —12x- ZX)(\/4XZ ~12x +2X) )

= lim
xoro Vax? —12x +2x
—12x —12x
= lim = lim =

wa+oo\/4x _12x+2x X—>+0 \/4_E+2x
X

11.3.

11.4.

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

. 12 12
= “Ja—0+2
\/4—E+2 -0

X

Portanto a reta de equagdo y =2x—3 ¢ assintota ao

grafico de g em +oo.
As retas de equagdes y=-2x+3 ¢ y=2x-3 sdoas
assintotas ao grafico de g.
D, =R

m Assintotas verticais:
A fung@o / ¢ continua em |3, +oo[ e em -0, 3

lim A(x) = lim L é = —w0 , portanto a reta de
x—3” -3 x=3 0

equacdo x =3 ¢ aUnica assintota vertical ao grafico de /.
m  Assintotas ndo verticais:

¢« Em —oo:

lim /(x) = lim ! 3 =L=0 , logo a reta de
—00

X—>—0 X>—0 x —

equacdo y =0 ¢ assintota ao grafico de hem —oo.

¢ Em +o0:
o h(x) . X+l X
m= lim ( )=11m7=11m—=11mx:+oo
x40 x x40y X400 2 x>+

Como m ¢ R, o grafico de /& ndo admite assintotas

ndo verticais em +co.
As retas de equagdes x =3 e y =0 sdo as assintotas ao

grafico de A.
Dpz{xeR:x—S;ﬁO}:R\{S}
X—
() ‘x—S‘ x—5 sex23 {1 sex>5
p(x)= = =
x=5 |-(x-5) <5 -1 sex<5
X—

m  Assintotas verticais:
lim p(x)=1-¢ lim p(x)=-1
x—-5" p( ) x5 p( )
Como nenhum destes limites ¢ infinito ¢ a fungédo é
continua em ], 5[ eem 5, + o[ , podemos concluir

que o grafico de p ndo admite assintotas verticais.
m  Assintotas ndo verticais:
lim p(x)=—1 e lim p(x)=1, portanto, y=—-1 ¢

y =1 sao assintotas ao grafico de p, respetivamente, em
—0 e em +0.
As retas de equagdes y=—1 e y =0 slo as assintotas ao
grafico de p.
Verdadeira, ja que se /¢ continua em x=a existe lim /(x)

x—a

e éiguala f(a) , logo diferente de +co oude —oo.

Falso, o grafico de uma fungao f'tem, no maximo, duas

assintotas horizontais, uma em —co € outra em +oo .

Falso, por exemplo se lim f(x) =b e lim f(x) =c, sendo
x—a’ x—a

b e ¢ niimeros reais e, a fungdo fnao ¢é continuaem x =a, ja
que os limites sdo diferentes e como nenhum deles ¢ infinito,
areta de equacdo x =a ndo ¢ assintota vertical ao grafico de
f

Falso, o grafico de uma fungio fpode ter, no maximo, uma
assintota ndo vertical em +o e esta pode ser horizontal ou
obliqua.



12.5.

12.6.

13.

Falso, o dominio de uma fungdo fpode ser R mas a fungdo
pode nio ser continua em algum ponto e neste (ou nestes)
admitir limites infinitos que impliquem que o grafico da
funcdo possa admitir assintotas verticais.
Falso, o grafico de uma fungdo fpode ndo admitir assintotas
verticais, mas pode, também, admitir uma infinidade de
assintotas verticais.
m Assintotas verticais:

D, =]0,4] e a fungdo /¢ continua em ]0,2[ eem ]2,4]

lim ()= i 2R B2 o
i (242 —8)(J§+J5) _
o2 x =2 or (Y =42)(Vr +42)
ZIml%x—ZXx+2XJ;+JE):

X2 x-2

= lim [ 2(x+2)(V¥ +2) ] =
=2(2+2)(ﬁ+ﬁ)=16ﬁ

_V12-3x2 6

216 12

\/12—3x
xlglzlf( ) Hr X2 =16
lim f(x) = lim Y1273% _
x4~ x4 x =16

12 -3x x12-3x

b (x2—16)J12—3x -

g 12-3x
=4 (¥ =16)12-3x
 lim —3(x—4)
=4 (x—4)(x+4)V12-3x

-3 -3

= (x+4)V1243x 0"
A reta de equagdio x =4 ¢ aUinica assintota vertical ao
grafico de f.

m  Assintotas ndo verticais:
Como o dominio de f'¢ um intervalo limitado entdo o
grafico de f ndo tem assintotas néo verticais.
A reta de equagdo x =4 ¢ aUinica assintota ao grafico de

1.

15. Aretadeequagio y =4x—1 ¢ assintota ao grafico de f°

16.1.

em —o, pelo que limM:m:4
xo-w oy
lim - S()B-ax) )(3 @) _ =5 lim {MXH’C}_SQ
Yoo x x—>—0 x X
< lim f(x) 7‘” — 5
X—>—0 x4>>< ® X

@4xlimﬂ:5 & 4x(

5
—a) =5<oa=—
x-0  x 4
5
Portanto, a =——.
4

A fungdo /¢ continua em x =3 se e somente se existe
lim f(x) e por sua vez existe quando
x—3

lim £ (x) = lim £ (x) = £ (3).

16.2.

17.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

lim 7 (x) = lim (47 ) =37+ 7 3=
:\/5_3:4—3:1:f(3)

o x-3 (x—3)(x+ Sx) B
) = B ) e )

(x—3)(x+ 3x)

= lim 5 = lim
o3 x* —3x X3 x(x— 3)
. x++3x  3+4/3%x3

= hnf} = 3 =2
X x

Como lim f(x) # lim f(x) , a fung@o fndo ¢ continua em
x—>3* x—3

x=3.
D, =R"
(%) N +T-x
m= lim = lim =
X—>+00 x X—>+00 x
xz(l-i—lzj—x
=lim+—*7 -
X—>+x0 x
‘x‘ 1+ /lz —-X
= lim—— Y%  _
X—>+0 x
x, |1+ lz—x
. X
=lim —/——=
x40 X
x[ 1+7—1]
. X
=lim——7— 4=
X—>+0 x

= lim( ’1+72—1j=
x40 X

1+0-1=1-1=0

bzlim(f( mx)—llrn( X' +7 - x)
(\/x2+7—x)( x2+7+4)
= lim
X400 \/X2+7+X
X +T7-x
= lim ——=
et 47+ x
= lim ! :l:o

X—>+0 /x2+7+x +00

Portanto, a reta de equagdo y =0 ¢ assintota horizontal ao

grafico de f.

Como lim [f(x) + Sx] =0, tem-se que a reta de equagdo
X—>+0

vy =-3x ¢ assintota ao grafico de f, pelo que

lim M =m=-3
X—>+0 x
X i s i ,
tim L)y i L) {J‘(’“) +X} _
X—>+0 x X—>+0 x X—>+0 x x
hm(f(x)+x ]_ tim 7 ) 4 fim 2 =3+ (+0)
X>+0 X x40 x X—>+0
c og(x) ,
omo, lim ndo ¢ um numero real, podemos concluir

x4 x

que o grafico de g ndo tem assintotas obliquas.



4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

Ficha para praticar 18 Pags. 86 a 89 x+2 | x+1
1.1. —x—1 1
2x -x+3 1
-2x+6 2 F(x)=1+ 1
6 x+1
_ . B -6 Equagdo da assintota vertical: x = —1
f(x) =2 —x+3° ou saa, f(x) =2+ x=3 Equagdo da assintota horizontal: y =1
Assim: 2.1. ()
Equag@o da assintota vertical: x =3
Equag@o da assintota horizontal: y =-2 2x-6 | x-2
12, 4o+ d _2x+4 2
x+2 x+2 )
Portanto, f(x) L 22
’ x+2° f(x) )
Equagéo da assintota vertical: x = -2 (i) D, =R\ {2}
Equagao da assintota horizontal: y =0 (iii) Equacdo da assintota vertical: x = 2
1.3. E 30 d : : Sy =
quagdo da assintota horizontal: y =2
4x-3 \ﬂ (v) D>=R\{2}
—4x-2 2 /
-5 (V) \7“ :
f(x):2+_75,ouseja, I
2x+1 ‘
5 E
r ( ) T ey I SR
X)= 2 + 2 !
1

. 1
Equacao da assintota vertical: x = -3

Equacdo da assintota horizontal: y =2 22. ()

14. 2x=5 | —x+3
Bx+2 | —6x+6 _2x+6 -2

3x-3 1 1
P 1 -1
-1 2 x)=-2+ =2+
1 g( ) -x+3 x=3
_ i ii D, =R\{3
f(x):i-i—i , Ou seja, f(x):l+L @ D, &

2 —6x+6 2 x-1 (iii) Equacdo da assintota vertical: x =3
Equagcdo da assintota vertical: x =1 Equagdo da assintota horizontal: y = -2
Equacao da assintota horizontal: y :% (iv) D, =R\ {_2}

1.5 ™ R .
ede ‘\ :
x=2 3x-4 ,
1 :
—x+— = !
3 3 :
2 0 3 g
3 :ﬁ%__i_ ________
2 2 B : f
1.3 : 9 5
== , ou seja, =—+ , :
F(3) =545 ousein £(x) =3+ .
X ) 2.3. (D)
4 3x+6 | 2x+4
Equacao da assintota vertical: x = Py 346 3
: 1 12 2
Equac@o da assintota horizontal: y =— 12
3 .
h(x):—5+ 5 +4,0u seja,
—x’ +1)+2-x —2x
1.6. f(x):x+2 al :x(x ) il N
x+1 x+1 h(x):_f_k
7x2+x+2—x27x+2 . 2 x-2
= T = () D,=R\{2}



24.

3.1.

3.2.

(iii) Equagdo da assintota vertical: x =2

. 3
Equagdo da assintota horizontal: y = -

- F_pV3
>iv) Dh—R\{ 2}

(\2) :
b
0 12 X
B R
2|
E h
. ' 4.1.
@
X —3x+2
2 1
3 3
2
3
2 _2
j(x):2—1+ 3 ouseja j(x)=§+—9
3 3x+2° ’ 3 2
X—= 4.2.
3
(i) D,=R \{z}
3
~ . . 2
(iii) Equagdo da assintota vertical: x = 3
~ . . 5
Equagdo da assintota horizontal: y = 3
. , 5
@iv) D, =R\ {5}
(Y] _
y‘/ :
e A N 43.
EI
3 :
o 2! X
g
|
3x -1 x—1
-3x+3 3
2 4.4.

f(x)=1+3+%,ouseja, f(x)=4+ﬁ .

Temos que, a=4,b=2 e c=1.
As equagdes das assintotas ao grafico de f'sdo: x=1 e
y=4.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

O grafico da funcdo g pode obter-se a partir do grafico da
fungdo f'pela translagdo de vetor i (3,-2).

As equagdes das assintotas ao grafico de fsdo: x=1 e
y=4,portanto, x=4 e y=2 sdo as equagdes das

assintotas ao grafico de g.

2

X _5x20<3x2—5x20/\x+1¢0<:>

x+1
ox(x-5)=0rxz-1<
<:>(x=0vx—5=0)/\x¢—l<:>
<:>(x=0vx=5)/\x¢—1<:>
S x=0vx=5

§=10.5)

xX—x=2 ) )

— =0 x - x-2=0Ax"+2x20&

X +2x

1+ /1-4x(-2

@xz%/\x(x+2)¢0<:>
<:>x=112\/§A(x¢0/\x+2¢0)<:>
<:>(x=%vx=%j/\(x¢0/\x¢—2)<:>
<:>(x=2vx=—1)/\(x¢0/\x¢—2)<:>
Sx=2vx=-1

S:{—1,2}

_ 2

E X :0©2(x 3)+x e

x x-3 x(x—3)
2

2x-64x% o
x(x—3)

<:>x2+2x—6=0/\x(x—3)¢0<3

S x= > /\(x;tO/\x—3¢0)
$={-1-7,-1+7
2x _ 1 2x 3 1 0o
x =4 2-x x -4 2-x
= 2x + ! =0
x*—4 x-2
= al + ! =0
(x—2)(x+2) x=2
xX+x+2 0o 2x+2 0o

(x—2)(x+2) (x—2)(x+2)
<:>2x+2=0/\(x—2)(x+2)¢0<:>
Sx=-Ir(x#2rx22) =

Sx=-1
S={-1)



4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

, 1 1 x -1

Y=o i-—=0s =0<
X X X
Sy -1=0Ax#20
Sy¥=lrxz0s
Sx=lAaxz0sx=1
s={1)
2 4x 2 4x
2= Ond 2 ;=0
(x+2) (x+2) (x+2) (x+2)
<:>2(x+2)—34x= 2x+4—jlx=0©
(x+2) (x+2)
©4-2x=0A(x+2) 20
S2x=4Arx+220&
Sx=2Ax#£2&
Sx=2
§={2}
x+2 N X e
2x—x* x-2
o x+2 X EPY O
x(2—x) 2-x
x+2-x"-2x(2-x)
=0
x(Z—x)
Xx+2-x"—4x+2x"
=0<
x(2-x)
2
X —3x+2:0(:>
x(2—x)

<:>x2—3x+2:O/\x(2—x)¢O<:>

3+4(-3) - 4x2

X 5 /\(x;tO/\Z—x;tO)@
@(xzﬂvxzﬂj/\(x;tO/\xiZ)@

2 2
<:>(x=2vx=1)/\(x¢0/\x¢2)<:>
< x=1
s=1{1)
1-x 1-x

=x+l< —(x+1)=0<:>

x—2 x—2
<:>1—)c—()c-4—1)()c—2):()C>

x—2

2 2

l-x—x +2x—x+2:0<:>—x +3:0<:>

x—=2 x—2
&X' +3=0Ax-220
<:>x2:3/\<:>x¢2<:>(x:— 3vx:x/§)/\x¢2<:>
S x=— 3vx=\/§
§={~/3.43]

3 3 3
2- =——2- ==0
x—x x© x(x—l) X <

- 2x(x—l)—3+3(x—1)
x(x—l)
2x2—2x—3+3x—3_

x(x—l)
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5.1.

5.2.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

2x°+x-6
x(x—l)
—1+/1?—4x2x(-6

JE —4x2x( )A(

2x2

:0<:>2x2+x—6:O/\x(x—l)¢O<:>

S x= x¢0/\x—1¢0)<3

127

X /\(x;tO/\x—l;tO)@

<:>x=[ﬂvx=_l+7J/\(x¢0/\x;tl)<3
4 4

3
& x=—2vx=5 A(x;tO/\x;tl)@

<::>x=—2\/x=E
2

4—x2—(x—2
x(x—Z)
x> —x+6
x(x—2) B

4—x" —x+2
x(x—2)

[ ] Zeros do numerador

1£4)(=1)" = 4x(-1)x6

X' —x+6=0x= =4
2(-1)
1++/25
= Sx=-3vx=2
-2
[ ] Zeros do denominador

x(x—2)=0<:>x=0vx—2=0<:>x=0vx=2

X —0 -3 0 2 +00
—x2—x+6 - 0 + + + 0 -
x(x-2) + + + 0 - 0 +
2
LM — 0 + n.d. — n.d. -
x(x—2)

2
. . ~ . N —-X 1,
Assim, o conjunto-solugdo da inequagdo —; >— ¢
x =2x x
S=[—3,0[.
2x<x+2<:>2x—x+2<0<:>

x—1 x—1

2x(x=1)—(x+2
<:>—( )(x )<O<:>
x—1
2xt—2x—x-2
oS—m <0
x—1
2x* —3x-2
L<O
x—1

m Zeros do numerador

2x*-3x-2=0x

3+v9+16
:f@

<:>x=—lvx=2
2

m Zeros do denominador
x—-1=0<x=1



X —0 71 1 2 +00
2
2x* -3x-2 + 0 - - -
x-1 - - - 0 + +
2x* =3x-2 B 0 Lol |
x—1
. . ~ . ~ xX+2Z
Assim, o conjunto-solugdo da inequagdo 2x < é,
S=}—oo,—l[u]l,2[
2
5.3. m Zeros do numerador:
(3-x)=0&3-x=0ox=3
m Zeros do denominador:
xz(x-k—l)3 =0 X’ =0v(x+l)3 =0
Sx=0vx+l=0x=0vx=-1
X —0 -1 0 3 +o0
(3-x)’ + 0 - =] = Jo| +
X (erl)3 - 0 + 0 + + +
% — n.d. + n.d. + 0 +
X (x+1)‘
. . o . (3-x) ,
Assim, o conjunto-solugdo da inequagdo ———= >0 &,
x2 (x+1)
S:]—I,O[u]0,3[ .
2 v 2 v
54, 53—1;130¢>4l7+2§2—3—Ls0¢>
x+1 1-x x+1 (1—x)(1+x)
I-x+2x"—x-1 2x% —2x
i <0<
(1—x)(1+x) (1—x)(1+x)
“2x(1- _
o U)o 2
(1—x)(1+x) 1+x
m Zero do numerador:
2x=0x=0
m Zeros do denominador:
l+x=0=x=-1
X —00 -1 0 1 +00
-2x + + + 0 — — —
I+x - 0 + + + + +
-2x
m - nd. + 0 — n.d. —
Assim, o conjunto-solugdo da inequagio:
1 23t —x—1
—+ <0é S=|-0,-1ful0,1|U]l,+x
o o= 1[0, U ]
2 2 _3x+2-2 -1
6 f(x)=> 342 -3 x(x-1) _
x—1 x—1
_ X =3x+2-2x"+2x _ X =2xr—x+2
x—1 x—1
m Zeros de f:
3 _ 2 _
f(x):O<:>x 2x"—x+2 0o

S x-2x"—x+2=0Ax—-120
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7.1.

7.2

7.3.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

No polindémio P(x) =x"—2x" —x+2 tiver uma raiz

inteira, sera divisor do termo independente. Os
divisores inteiros de 2 sdo: -2 ,-1,1¢2.
Verifica-se, por exemplo, que p(-1)=0, logo,

podemos fatorizar P(x) utilizando a raiz—1 e a regra

de Ruffini.
Assim, vem:
1 -2 -1 2

-1 -1 3 2
2l o

1 3
P(x) = (x+1)(x2 —-3x+ 2)

X -2x-x+2=0Ax-120<
<3(x+1)(x2—3x+2)=0/\x¢1<:>

@(x+1=0vx2—3x+2=0)/\x¢1<3

(—3) —4x
P x:—]\/x_ > Ax#le
1
( =—1vx——j/\x;tl<3

=—1vx——2vx—l)/\x¢1<:>
Sx=-lvx=2
Entéo, os zeros de f'sdo —1 e 2.

[ Sinal de f:
Construindo uma tabela determinemos o sinal da

expressao:
X —o0 -1 1 2 +00
x+1 - + + + + +
x*=3x+2 + + + 0 - 0 +
x-1 - =1 = Jo] + [|+] +
(x) + Jo] = Jna] - Jo| +
Portanto:

f(x)>0e xe]oo,—1[U]2,+0f
f(x)<0<:>xe]—l,l[u]l,2[
O instante em que a arvore foi plantada corresponde a 1 =0,

§x0+1 1
0+4 4

Portanto, a arvore no instante em que foi plantada, tinha 0,25

pelo que a(0)= =0,25.

metros, ou seja, 25 centimetros de altura.

3 anos e nove meses corresponde a 3,75 anos.

Assim:
8x3,75+1
a(3,75) =222 4
3,75+4
Portanto, nesse instante a arvore tinha 4 metros de altura.
8x6+1

Temos que a(6) = =49

6+4
O valor pedido é dado pela diferenga a(6)—a(0)

Assim:
a(6)—a(0) =4,9-0,25=4,65

Portanto, aos primeiros 6 anos apos ter sido plantada a
arvore cresceu 4,65 metros.



7.4. Pretende-se determinar ¢ tal que a(t) =6,45.

Assim:
(=645 6458 (4500
t+4 t+4
81+1-6,45(¢+4)
&S —— =
t+4
8¢+1-6,45¢—25,8
_— 0
t+4
1,55t —24,8
e 00
t+4
< 1L,55t-248=0At+4#20&
24,8

St= At#E—4St=16

Decorreram 16 anos.
7.5. Temos que:

8t+1 t+4

-8-32 8
=31
31
a(t)=8———
( ) t+4
[ Equacdo da assintota horizontal: y =8
[ Nao tem assintota vertical
[ D, =Rj
Esbogo do grafico de a:
a ([)n
& .
a
0,25, >
o] r

A equagdo da assintota ao grafico de a ¢ y =8, significa que

com o decorrer do tempo, a altura da arvore tende a
estabilizar aos 8 metros.

8.1. Aretade equagdo y =2 ¢ assintota horizontal ao grafico de
f,portanto a=2.
A reta de equag@io x =3 ¢ assintota vertical ao grafico de f,

portanto ¢ =3.
b
x=3

Assim, temos: f(x)=2+

Como A(O , g} pertence ao grafico de f, vem que:

4 b 4
O)=—2+—==-&

f() 3 0-3 3
<:>2—é=ﬂ<:>2—ﬂ=é<:>2=é<:>b=2
3 3 3 3 3 3

Logo, a=2,b=2 e c=3
2(x-3)+2

82. f(x)=0e2+— 0o 2ETNF2 o
x-3 x-3
o e ax—4=0Ax=320
x-3
Sx=2Ax#3x=2
Logo, B(2,0)
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8.3.
8.4.

9.1.

9.2.

9.3.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais
f(x)20= xe]-0,2]U3, +o
a)  limf(u,)=limf(1-n)= liI}]ny(x)zZ
by  limf(v,)= limf[l+3nj - 1imf(3+lj
n

n

=lim f(x) =+

x—3"

3x

f(x)Zx/\x>0<:> 1Zx/\x>0<:>

X+
3x
x+1
<:>3x—x(x+l)
x+1

& -x20Ax>0

>20Ax>0<

73x—x2—x20/\x>0<:>72x—x2 >0Ax>0
x+1 x+1
m Zeros de 2x —x°
2x—x2=0<3x(2—x)=0<3x=0vx=2
m Zerosde x+1
x+1=0x=-1
Vamos, agora, construir uma tabela, mas tendo em
conta que x>0.

X 0 2 +00
2x —x° + 0 _
x+1 + + +
2x—x
x+1 - 0 -

2x —x

Portanto, 20Ax>0xe]0,2]

x+1

(2o 1)) ==3 = e[f(-N]-—3 =

—3><(—1)+6 1
g 2 =-< =
(-1) =3x(-1)+2) 2
Yoo
£ 6 2 £ 2 2
@kx§+1_—l<:>§k=—f—l<:>
2 2 2
Ek:—f k=-1
2
Portanto, k=-1.
m Em +o0:
lim £ (x) = lim =% = lim 2X =3
X400 x40 x 4] x40y

Portanto, a reta de equagdo y =3 ¢ assintota horizontal

ao grafico de fem +oo.

m Em -oo:
-3x+6 —3x -3
lim f(x)=lim ————=lim — = lim — =0
x~>4>cf( ) X—>—0 xZ —3x+2 xo= xZ xo-w0 y

Portanto, a reta de equagdo y =0 ¢ assintota horizontal

ao grafico de fem —oo.
As equagdes das assintotas ndo verticais ao grafico de /' sdo
y=3ey=0.



6—x 4-x 6—x 4-x
10.1. < < — <
f(x) g(x)<:>x_2 x+2 x—2 x+2

<:>(6—)«:)()«:-4—2)—(4—)6)()«:—2)SOC)
(x—2)(x+2)

6x+12—x* —2x—4x+8+ x> —2x
(x—2)(x+2)
- —2x+20  _
(x—2)(x+2)_

<0&

m Zeros do numerador: —2x+20=0< x=10

m Zeros do denominador:
(x—2)(x+2)=0<:>x=—2vx=2

(IR=

X —o0 2 2 10 +00
—2x+20 + + + + + 0 _
(x-2)(x+2) + o] — o] + [+] +
—2x+20
(x-2)(x+2) | * |nd| - ondfoF g0 -
Logo, ﬂ30@xe]—2,2[u[10,+w[
(x—2)(x+2)
. . 6-x . —x ,
10.2. lim f(x) = lim 5 = lim — = -1, de modo anélogo
X—>—0 X‘)*Oox_ X—>—0 X
lim f(x)=1.
. . 4-x . —x
Por outro lado, lim g(x) = lim =lim —=-1.
X—>—0 x>0 x 4 xo>-0 x

De modo analogo lim g(x)=-1.

Portanto, quer o grafico de f, quer o grafico de g, admitem a

reta de equagdo y =—1, como assintota horizontal.

11.1. Recorrendo ao algoritmo da divisdo, temos:

4x* + 0x+3 2x+1

—4x* - 2x 2x—1
—2x+3
2x+1
4
x)=2x—-1+
f( ) 2x+1

112. m D,.={xeR:2x+1¢o}=R\{—l}
: 2

4> +3 4
lim x)= lim =—=+4m
H,i‘f( ) o 2x+1 07
2 2
4x*+3 4
lim x)= lim =—=-©
N f( ) ol 2x+1 07
2 2

| .
Portanto, a reta de equagdo x = _E ¢ assintota vertical

ao grafico de f'e ¢ a Gnica assintota vertical, uma vez que

a fungéo f'¢ continua
Por outro lado, temos que f'pode ser definida por

4
=2x-1
f(x) * +2x+1

€ Como:

I —(2x-1)]=li =0’
Jim [£(x)=(2x=1)] = lim ——
I —(2x-1)]=li =0
Jim [£(x)=(2x=1)] = lim ——
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4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

Podemos concluir que a reta de equagdo y =2x—1 ¢

assintota nfo vertical ao grafico de fem —o eem +o.
D, ={xeR:x—4¢0}=R\{4}

lim g (x) = 1im[—2+2_3:j:—2+ lim =273

x—4! x—d4! xX— x—4' x—4

:—2+_01+O:—2+(—oo)=—oo

lim g (x) = lim(—2+ 2_3x):—2+ lim 2232 _
x4 4 4

x4~ x— x4 x—
=—2+_—{()=—2+(+w):+w
0
Portanto, a reta de equacdo x =4 ¢ assintota vertical ao
grafico de g e € a Unica assintota vertical, uma vez que a
funcao g € continua .

lim g(x)= lim (—2+2_3:j:—2+ im 2% _

X+ X400 X — x40 x —4

. -3
=2+ 1lim =X =2-3=-5
X—>+0 X
De modo analogo, lim g(x) =-5.
Portanto, a reta de equagdo y =—5 ¢ assintota horizontal

ao graficode gem +o eem —oo.
Equagdes das assintotas ao grafico:

f: x:—% e y=2x-1

g x=4ey=-5
g(x)2—1©—2+2_73:2—1<:>

2-3x
<:>7_

X —

120

2-3x—-x+4 6—4x
= >0 >

>0
x—4 x—4

. 6—4x=0<34x=6<:>x=%

c x-4=0x=4

3
X —0 2 4 +00
6—4x + 0 — - —
x—4 — — — 0 +
6—4x
4 - 0 + n.d. -
3
Logo, g(x)>-1<xe 5,4
i
2
2 2
b f(x)<2re Xt gt o g
2x+1 2x+1
2 _ 2 _ _
4x” +3-4x" -2x 0@3 2x<0
2x+1 2x+1

. 3—2x=0<::>x=é
2

. 2x+1=0<3x=—l
2



1 3
X —0 3 2 +00
3-2x + + + 0 —
2x+1 — + + +
3-2x
m - n.d. + 0 -

x2—3x+2[%)

12.1. lxlirllf(x) = LILIIIT =
“NMx=2 _ 1=
:lim(x ) ): im> 2 122 1
ol (x—l)(x+1) =ly+1 141 2
A reta de equacdio x =1 n@o ¢ assintota vertical ao grafico de
f'e, portanto, a afirmagdo ¢ falsa.
2
-3x+2
122, f(x)=0 T2 0 @ 3 12-0Ax ~120s
X -
<:>(x—l)(x—Z)=0/\(x—1)(x+1)¢0<:>
<:>(x—1vx—2)/\(x;t1/\x¢—1)<:>
Sx=2
Portanto, f(x)=0< x=2
1
41 T sex>0
131 g(x)=2"==1 ¥
‘x‘ x+1
sex<0
—X
Assim;
. . +1
lim g(x)= lim T limE=1
X400 X+ x X0 x
Portanto, a reta de equagdo y =1 ¢ assintota horizontal ao
grafico de gem 4o ,logo a=1.
. . +1
lim g(x)= lim 2 im =
X—>—0 X—>—00 —-X X—>—0 —X
Portanto, a reta de equagdo y =—1 ¢ assintota horizontal ao
grafico de g em —oo, logo b=-1.
Logo, a=1¢e b=-1.

13.2. Por analise do gréafico de g verifica-se que a fungdo toma
valores negativos ou nulos para valores de x menores que
zero, assim, vem:

X -1 0
x+1 — 0 +
-X + +
g(x) - 0 +
X+l SO/\x<0<:>xe]—oo,—l]
—X
Ficha de teste 9 Pags. 90 e 91
1. A fun¢fo g ndo tem zeros quando o seu grafico for obtido a

partir do grafico de f'pela translacdo de vetor u (0 , 2) , ou
seja, quando g(x)=f(x)+2. Portanto, k=-2.
Resposta: (C)
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6.1.

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

Sabemos que:

a
24—
f(x) +x-9—3
a
=-1 -2)=-142+———
g(x) +f(x-2) + +x—2+3
1+ a _x+l+a
T x4l x+l

Logo, pode ser g(x) = x+i ,sendo a+1=3.

X+
Resposta: (B)
As fungdes desta familia sdo injetivas, pelo que objetos
diferentes t€ém imagens diferentes.
Assim, e caso o contradominio seja diferente de R\ {5} a

equagdo f (x) =5, tem exatamente uma solugdo, ja que no
caso em que o contradominio ¢ igual a R\{5} a equagdo
/(x)=5 ndo tem solugdo.

Resposta: (C)
A fungdo ftem dominio R" e a reta de equagdo y = —2x ¢

assintota ao seu grafico, pelo que lim f(x) =-2,o0useja,
x40y
fim —— = lim —*=_1
X—>+00 f(_x) x>+ f(x) 2

X

Por outro lado:

lim [f(x)+2x]=0

X—>+0

lim f/(x)=—c0

P
Resposta: (D)
Sejam x e y as medidas do comprimento dos lados diferentes
do retangulo.
Como o perimetro do retangulo ¢ igual a 40 cm, temos:
40=2x4+2y = 20=x+y <= y=20-x
Por outro lado, temos que, a area 4, em cm?, do retdngulo é
igual a:
A=xy<:>A=x(20—x)<::>A=20x—x2
Resposta: (D)
= D, =R\{-1,1}
m  Assintotas verticais

A fung@o g € continua.

4 2
. . -5x"-12 -16

llmg(x) = hm% = =
x>l x—1" X

-1 0
xt=s5xr-12 -16
li = lim&>Q—— "~ _ "~ _
xglll g(x) xg? xZ _1 O— +0

Logo, a reta de equagdo x =1 ¢ assintota vertical ao

grafico de g.

4 _ 2 _ _
lim g(x) = lim X o o1 =£ = +00
x—>-1

- xh—] 0
. . x*=5x"-12 -16
Jim g(x)= fim = T

Logo, a reta de equagdo x =—1 ¢ assintota vertical ao

grafico de g.



m Assintotas ndo verticais

m Em +o0:
xt=5xr-12
. X . 2 _
m=11mg()=l1m x =1
X—>+%0 x X—>+0 x
x5 12 X!
= lim ———= lim —
X—>+0 x _x X*)Mx

= lim x =+ ,como m ¢ R , entdo o grafico

X—>+00
de g ndo admite assintota ndo vertical, em +oo.
mEm —o0:
De modo analogo,
) x
m= lim g( )

x—-—o oy

=lim x=—o0 ,mg R, pelo que

X—>—0
o grafico de g ndo admite assintota ndo vertical,
em —oo.

As retas de equagdes x =—1 e x=1 sdo as assintotas

verticais ao grafico de g e este ndo admite assintotas nao

verticais.
6.2. (i)
—8x+2 —2x+1
8x—4 4
-2
2 1
S(x)=4- " 1

. _nJl
(i) D, = R{z}
1

(iii) Equagdo da assintota vertical: x = Py

Equagdo da assintota horizontal: y =4
(iv) D, =R\ {4}

(v) m Intersecdo com o eixo Ox

f(x)=o©f‘8x

<2-8x=01-2x#0

—zX

<S8x=2A2x%1 <:>x=1/\x;tl<:>x=l
4 2 4

O ponto de interse¢do do grafico de f com o eixo Ox

tem coordenadas [i s 0) .

m Interse¢do com o eixo Oy :

2-8x0
FO)=15g = /(0)=2

O ponto de intersecdo do grafico de fcom o eixo Oy
tem coordenadas (0,2) .

(vi)
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6.3. a)

b)

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

f(x)=x+5<:>f_ T xi5e
-2x
278 (49 =0e
1-2x
2-8x—(x+5)(1-2
28 (xe5)(1-2)
1-2x
2-8x—x+2x>—5+10x
=0
1-2x
2 —
2 T3 e o 4 x—3=0Al-2x %0
1-2x
—1£,I —4x2x(-3) 1
& X = AX#+— &
2x2 2

-1+5 -1-5 1
o X= VX= AX#*E— S
4 4 2

<:>[x=lvx=—fj/\x¢f<:>
Sx=lvx=——
44
2
4_ 2_
g(x)s3<:>$xu£3<:>
x =1
xt—5x*-12
oS— <0
x =1
xt-5x’ —12-3(x -1)
& > <0<
x =1
xt—5x7 —12-3x" +3
> <0<
x =1
4 2
x" —8x _930
xt -1

m Zeros do numerador:

¥ o8 -9=0o () —8@ -9=0c

8+/(-8)" —4x(-9)

2

ox = 5 o
x2=81m®x2=8+lovx2_ﬂ
2 2 2
ox¥=9vx=-le
Sx=-3vx=3
X =82’ —9=0c (7 =9)(x* +1)
m Zeros do numerador
¥-1=0=x=-1vx=1
X —00 -3 -1 1 3 +00
X' =9 + 0 — — - — — 0 +
X +1 + |+ + + |+ +| o+
x =1 + | +| o+ — 1+
Q + 0 — |nd.| + |nd. — 0 +

O conjunto-solugdo da condigdo g(x)<3 ¢, portanto,

S=[-3,-1[u]1,3]



7.1.

7.2.

f(3)-r(0)=
14,5x3+22,5 22,5
T34 1
~16,5-22,5

-6

Nas primeiras 3 semanas a populacdo de coelhos reduziu-se
em 6000.
Pretende-se determinar ¢ tal que:

f(t)>16At20=
14,5+22,5 .
#>16/\t20© (16 000 = 16 milhares)
+
SIASH2S e oas 0o
t+1
14,5t +22,5-16(¢ +1)
= >0nt20
t+1
14,5t +22,5-16t-16
= >0At20
t+1
©M>0At20
t+1

m Zeros do numerador:

—1,5t+6,5:0<:>t:6’5<:>t:E
1,5 3

H

m Zeros do denominador:
t+1=0t=-1

16

4.2. Assintotas. Fungoes irracionais

Construindo uma tabela de sinais e tendo em conta que ¢ >0,

vem:
13
X 0 3 +00
-1,5t+6,5 0 _
t+1 + +
_1,5t+6,5
t+1 * * 0 B

Portanto, f(t) >l6ste [0 , g{ .

Por outro lado, temos que ? ~4,3333, ou seja, 4,3333

semanas & igual a (4,3333x7) dias ~ 30,3331 dias.

Logo, o nimero de coelhos existentes na referida regido,
apos a doenga ter sido detetada, foi superior a 16 000,

durante, aproximadamente um meés.



Ficha para praticar 19 &Ys. 92 a 95
_f(=0)-1(=9 _
11 t.m.V(f'_&_]) —_1_7(_3)—
_(20-0)~(2-9-(-9) _a-(19 _12_,
-1+3 2 2
A taxa média de variacao flentre -3 e —1 é igual a 6.
f(a)- f(2a)
12 tmvy ,, g =—————t=
e a-2a
(2a—a2)—(2>< 2a-( 23)2) _2a-a’-4a+4a’
- -a N -a
2 _ -
_3a’-2a_a(3a-2 .
-a -a
2.1. O declive da retAB é igual a taxa média de variagadfde
entre -2 e 3.
Portanto, temos que:
_ 5 f(3-f(-2)_ 5
R O I = =
(kx32—3+3)_(kx(_2)2_(_3+j .
- 5 27
(k-2)-(&+3_ 5
5 T2
JK=5_ 5 =5
5 2 2

o k:—§+1.:. k:_§
2 2

3
Logo, k=——.
g 2
2.2. A ordenada do ponta é igual a:
f(2)=—ox(-2 (-2 +1=-3
e a ordenada do ponBoé igual a:

f(3)=—§’(3) 3+ 1=- 321

Logo, A(-2,-3) e 8(3,—%1).

O declive da retAB é igual a
_ﬂ'_ (_3) il.'. 3 _£5
2 -_2 -_2__2
3-(-2) 3+2 5 2
O declive da retg m , é tal que:

5 2
— |==1 =
W[ 2) m 5

Assim, a equacéo reduzida da tetada formay :§x+b .

Como o pontoC(

O:EX(—3)+b=> =5
5 5

-3, O) pertence a reta temos que:

Portanto,y :éx +g € a equacao reduzida da reta

2 x2+3—(22+3)
= =lim
x-2 X—-2 X-2 X—-2

3.2.

3.3.

3.4.

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

—im 220D a2 =
X-2 X—2 X=2
Portanto, f'(2) = 4.
9(x)-9(-1)
-1)=lim=—-Y—~4-—_—“>=" 1=
g'(-1)=im x—(-1)
2¢ +x-2-(2x(-1+(-9- 2
=lim =
x--1 X+1
Zi 2x3+x—2+5_
x--1 x+1 2 01 3

2+ X+ 3(%]
=lim ——— =

x--1 o x+1
1)(2¢ - 2
i (DX 20§
x--1 x+1
- lim (26209 = 2x(- - 4§+ &
Portanto,g’'(-1) =7
3 _3x1
h (1) = lim () =h(D) _jmx+2 1r2_
-1 x-1 x-1  x=1
L) F(x+2)
=|im><+2 =lim—X*+2 -
x-1 x-=1 X=1 x—-1
3X—X-2
=i X+2 i 2x-2 -
x-1 x-1 ~1(x=1)(x+2)
:|imM:
x-1(x-1)(x+2)
2 2

m_2 -2 .2
xix+2 1+2 3

Portanto,h' (1) = g

(0) = im0 =1(0)
0) = lim—-+—"-*
i(0)=lim==—2

_N2X+4-+2x 0+ 4 _
X

=lim
Xx-0

. VExea-2)
X-0 X

(\/2x+4—2)(\/2<+ 4+ %
im
x-0 x(\/m+ 4)
(\/2x+4)2—22
(M+ 2)

2x+4-4
(\/2x+4+ 2)

2x

(JZXTH )

—I|m
-I|
—I

x- 0\/2x+4+ 2"
1
\/2xo+ 4+2 2

Portanto, j'(0) :% )



4.1. O declivem da reta tangente ao graficofd® ponto de

4.2.

abcissax=2 éigual af’(2).

Recorrendo a definicdo de derivada de uma fungéo n

ponto, temos que:
f(x)-f(2

#(2) = im - X =F(2)

=2 = f(x)=x(3-x)=3x-x*

Por outro lado, temos que o ponto de tangénéﬁa,éc (2)) i
ouseja,(2,2) .
Uma equacgao da resa:
y-2=1'(2)(x-2) = y=-1x- I+ 2= y=-x+ 4
Logo, y=-x+4 é a equacdo reduzida da reta
Determinamos as coordenadas do p&hto

y="f(x) y=1(x)
{y: 900~ |x(3-x)=2"
y="1(x)

3x-x*=

= =

x | N

y=f(x)

= 932 — %3 2=
Cx X

- {y:f(x) @
x*-3x*+2=00x%0

Vamos fatorizar o polinémid®(x) = x* = 3x* + 2.

Se o polinémio tiver raizes inteiras estas sadiosores de
2,0useja,—2,-1,1e2.
Tem-se queP(1) = 0, portanto 1 é raiz d@(x).

Recorrendo a regra de Ruffini, vem que:

1 -3 0 2

1 1 -2 2

1 2 —2[0

Logo, P(x) =(x-1)(x* - 2x- 2)
Voltando a1), vem:

y=f(x) 2 2) 2

(x—l)(x2—2x—2)Dx¢0 X=%=
y= 103 RS S
x=10x=1+/30x=1-+/3 |« x=1+/30x=1-3

Contudo, pretende-se o ponto do 1.° quadranteatmissa
inteira.

Esse ponto tem, entdo, abcissa igual a 1.

A sua ordenada € igual (1) , ou g(1), isto é, igual a 2,
portanto,P(1, 2).

O declive da retaé igual ag'(1).

6.1.

6.2.

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

Assim, vem que:
2.5

g(x)_g(l):“mx -
x-1 x-1 x=1

g’(l):lirq
2-2x
X -
x-1 x-1
m 2-2x _
x-1x(x~-1)
:limM:
x-1 x(x-1)

= Iim_—2 =2
x-1 x

Por outro lado, temos que, sendo o declive da igtal a

-2, um vetor diretor desta reta, €, por exempld,, - 2) .

Assim, (x,y)=(1,2) +k(1,- J kOR é uma equagéo

vetorial da reta

T f() ‘ 3 X+3 sex=-3

emos quef (x) =|x+3 =

a —(x+3) sex<-:

Para estudar a existéncia dé(—S) temos de calcular as

derivadas laterais.

Assim:

/(-3 = tim 1= T13) ()=f(3)
<5 X

Xx+3-0 _

x--3" X+3 B

x--8 X+3

Dado quef'(—S‘) z f’(—3+) , T ndo é derivavel no ponto de
abcissa —3 pelo que néo existe derivadbete x =-3.
A velocidade média do ponfnos quatro primeiros
segundos € igual a:
d(4)-d(0) _0,8x £+ 4- 0_168 ,

4-0 4 4
Portanto, a velocidade média pedida é igual @#/2.
A velocidade dé no instantet =1 é igual ad'(1) . Assim:

d’(l):limd(t)_d(l) =

2

0
0,82 +t—1,8[3)
= = @

t-1 -1 t-1

Recorrendo a regra de Ruffini e sabendo que [z éoa
polinémio R(t)=0,&° +t - 1,8 vem:
08 1 1,8
1 08 18

log 18] 0

(t-1)(0,&+19
t-1

R(t) =

=lm(0,8+1,8= 0,8 ¥ 1& 2,1
t-1



4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

Portanto, a velocidade do porRao instantet =1 é igual a ax—2x—ax+2a

6.3.

2,6 cm/s. —iim (x-2)(a-2) _
Por outro lado, temos qui(1) = 0,8x £ + 1= 1,¢ pelo que, x-a X-a
0 pontoP, no instante =1 encontra-se a 1,8 cm a direita da 22%2)(
origem. :|imu(:):
- X—a X_

||mw = . 2a - 2x
M e (x-2)(a-2)
_ . 08(2+h)*+(2+h)-(0,8 2+ 3
_Ihlﬂo h - =lim _Z(X_a) —

i 084+ Mhl)+ 20h- 5.2 X*a(x_a)gx_z)(a_z)
=1 = . —

h-0 h =lim— =

 3,2+3,+ 0,87+ 2h- 5. (x=2)(a-2)
= = -2 -2

h-0 h = = >

_o@+4n_ h(0,8+4,) (a-2)(a-2) (a-2)
=lim— — =lim = )

"o h n-o h Portanto, f'(x) = >
=lim(0,8n+4,9) = 4,2 (x-2)

h-0

_f(2+h)-d(2) _ _—

Como lim h =4,2 , significa que 8.2. Uma equagéo da res& y - f (-1) = f'(-1)(x—(-1)) .
d'(2) = 4,2, ou seja, que a velocidade do poRtoo f(-1) = 1 _1 e f'(-1)= -2 i :_g’
instantet =2 s é igual a 4,2 cm/s. -1-2 3 (—1— 2) 9

= i 909 —9(-1) Assim:
g'(-1) = lim (-1) y-2o 2(xa1) o y=-2x- 2t o yo 2y

3 9 9 9 3 9 9

e lim ) < Portanto,y = —§x+é é a equacdo reduzida da reta
m_§:|mwm 2-2x se2 %= 0
2 x+1 oL t(x)=l2-2H= ~(2-2) sez x< 0
2 _
= —g:limla);+1a - 2-2X sex< ]
s a(kd T -(2-2x) sex> 1
- = liﬂ_l 1 m Para determinaf (1) , temos que calcular as derivadas
_3_ i a(x+1)(x-1) laterais, assim vem:
= E_lelT hnd fas . f(X)—f(l)
f(1) = tim—"— =
3 x-1" x-1
= -==lima(x-1) =
2 xo i —(2-2q-0_
- —§:a(—l—l) - -r x-1
2 o 2x-2
3 =lim =
o —=-2a o a=— x-1" Xx=1
2 - 2(x-1)
3 =lim =2
Portanto,a= orox=1
. f(l):llmf(x)_ @
f(x)= e D, =R\{2} ~-r o x-1
x-2 L 2-2x-0_
SejaalD, , entéo: _1'fnf x-1
X _a o =2(x-1)
f’(a):l f(x)—f(a)_“m X—2 a—2: X1 x-1
x-a  X-a x-a  X-a

Como f’(l*) # f'(l‘) , ndo existef'(1) , ou sejd ndo é
S Y diferenciavel no pontx=1.
=lim——"—"—= m Por outro lado, a fung&cé continua enx=1 se e s6 se
existelim f (x) .
X-1
lim (x)=|xi[1}[—(2 -2x)]|=0
lim (x)= lim (2-2x)=0=1(1)



Como lim f(x) =lim f(x) = f (1), entdo existe
X1 X-1
leml f (x) , pelo quef é continua enx=1.
9.2. w Temos quelim g(x)=g(0)=+0=0
im o4 =1m (~/) 0.
Como Xllpg g(x)= 1'[‘?) g(x)=g(0), emstelxlmog(x) ,

pelo que a fungéo é continua emx 0.
m Vejamos sé é diferenciavel emx=0.

g (0)= tim 9)=900)

x-0" x-0
= im VX 2 i Y0
x-0" X x-0" XXA/X
1 1

g(o)_xlm X—=0 llfr(}’ X -
= im Y <)
M
11
= lim ==+
X0 -X

0
Portanto, lim g(x) = lim g(x) =+ , contudo e apesar
x-0" -0
de se escrevey'(0) =+ , a fungdo ndo é diferenciavel

pois g'(O) ndo é um ndmero real. Logo, a proposi¢do

é falsa, ja que a func@eé continua mas nao é
diferenciavel no ponto de abcisga 0.
10.1. O declive da retaé dado por:
£(4) = imX) = (4)
x4 xX-4
Assim, tem-se:
5x-x'=(5x4-£)  By—x2-4
4 X—4 Txer x—4
Recorrendo a regra de Rulffini, temos:

-1 5 -4
4 4 4
|1 1 ]o0
Logo, Iimw =lim (-x+1) =4 +1=-3
X4 X—4 X4

O declive da retaé, portanto, —3.
Sejad ainclinagdo da reta entéo,

tand =-3060 E ,n[ , Ou seja,d=1,9 rad.

A inclinagdo da retaé, aproximadamentd,9 rad.

10.2. Sendo a retaperpendicular a retede declive —3 é imediato

que o declive da re@é ?13 .

Como a rets passa pelo ponté’(4 , 4) entdo uma equacao

desta reta é:

=3

y—4:?13(x—4) - y—4:%x—

wln

y—}x—i1+4 y—}x+§
3 3 3 3

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

Assim, y :fx+72 é a equacdo da reta

X
11.1. 1 1
X+= |- 1+
=i [ Xj[ J_
1

Portanto, f'(1) = 0.
11.2.0 declive da retaé igual af'(2).

m
x-2 X=2

L 2X*-5x+ 2
=lim—————=
-2 2x(x-2)

Recorrendo a regra de Ruffini, temos:

Logo, “m(x—z)(Zx—]) =lim 2x-1_2x2-1_ 3
x-2 2x(x-2)  x-2 X %2 4

Assim, y - f (2) ::Sl(x— 2) € uma equacdo da reta

portanto, temos:

5_3 53 3 3
——=—(X-2) e y-—=-X-— e y=—x+1
y 2 4( ) y 2 4 2 y 4
A equacdao reduzida da reta y :%x +1.

Por outro IadoO:§x+1c» §x=—1~:» x:—i1
4 4 3

Logo, (—g , 0} séo as coordenadas do ponto pedido.

12. A funcaog é continua enx = -2 se e somente se existe
Iing(x) e por sua vez este limite existe quando
P

lim g(x) = lim g(x) =g(-2).



13.

14.1.
14.2.

14.3.
15.

16.1. i

g+ = X+2 sex=-—2
9(x)=lx+21= -(x+2) sex<-2
XIiﬂrpTg(x):xlian_12+(x+2):0=g(—2)
Jm.9(x)= fim [~(x+2) =0
Comoxlllw_12+ g(x) = X|I4I’T_127 a(x)=9(-2). exnstexllpjzg(x) e,

consequentemente, a fungjié continua enx=-2.
Mostremos agora qdendo é diferenciavel em=-2.

f'(-2') = lim T =1(2) _ yy x*2-0_,

x-=2" X+2 X2 X+ 2

T g A e L Bl Y
X—=2" X+ 2 X2 X+ 2

Como f’(—2*) % f’(—2‘) , a funcad nao é diferenciavel em

X=-2
— 3y _1—
£(0) = im - =) i Ix=1-0_
X x-1 x-1 x=1
o ¥x-1 x-1 _
=lim =lim 5 3=
x-1 x—1 x-1 (X_l)
- 1
=lim =

Portanto, f'(1) = +o..

Significa que a reta tangente ao graficd de ponto de
coordenadagl, 0) € uma reta vertical.

A afirmacéo é verdadeira.

A afirmacdo é falsa, uma vez que toda a fungéo com
derivada finita num ponto é continua nesse ponto.

A afirmacéo é verdadeira.

Como f'(1) = 3, a fungad tem derivada finita no ponto

x=1, pelo que é continua nesse ponto.
Portanto,lim f (x) = f (1) =-1.
x-1

x-1 x-1
:"m(xz—l)f(x —O:

x-1 x-1
=Iim(X2_1 f(x) _

x-1 x-1
:"m(x—l) x+1)f(x):

x-1 x-1
:Ixim(x+1)f(x =
—Iim(x+1)><|irpf(x)=2><(—1):—2

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

= 1/(2)=4
162 im 012y ! (2; . é)_ ?
| £ F(2) 1]
_>!a-2|: x=(-2) X:l
i f(X)—f(_z) lim 1:
o2 x=(-2)  xe2x
= f (—z)xxltn32;=

163, im (2N - 1(=2)
-0 ~12h
L 2l il
12 h-o h
=_1, (-2):—i><4:—7l
12 12 3

17.1. Hipétese:
. . . f
Existe f'(a), isto é,lim
namero real.

Tese:f é continuaenx=a.
17.2. ParaxOD, \{a} , temos:

lim[ £ (x) - f(a)]=
:Iim{f (x)-1 (a)(x—a)}

X-a

t(x)-f(a)

=li lim (x-a) =
M im(x-a)
=f'(a)x0=0

Logo, lema[f (x)-f (a)] =0, isto é,Ixi[rl f(x)=f(a) o

que significa qué é continua enx=a.

18. Como f (1) = lim (x) =2 significa quef é continua em

x=1.

Por outro lado, pode ent&o exisfif(1) pois a continuidade

ndo garante a diferenciabilidade, no entanto, padsir,

porquef é continua enx=1 .

Ficha para praticar 20

1.1. f'(x)=(x/§x3+3x)' =3/x%+ 3

=—4-x*+Xx=-X>+4x—-4

1.3. h(x)= [(x+10)2 +5x(1- x)} =

Pags. 96 a 99



4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

/—\

[(x+10 J+[5x (1-%)] = -x) (2x+5)- (\/ﬁ)xz

. ZJ— .
=2(x+10)(x+ 10 +( %) (£ x)+ &( £x)= (2x+5)°
=2(x+10) + 5 1-x)+ X(- 3= _(2X+5)—2\/ﬁ
=2X+ 20+ 5- 5% - X = —_21-Xx -
= —8x+25 (2x+5)°
C (2 42) _—(2x+5)-4(1-x) _
1.4. j'(x):(x/x2+2) =£ xzf)zz T X (2§
X x _ 2X-5-4+ & _ X-9
Colk+2 x+2 2/1-x(2+9" a/Ex(x+ ¥
1.5. p(x)= _22_:”_1 ': ' YA
(Zx X 2} ' 1.0. \/(X):{xilx(?riﬂ :(x;jlx 2XX 3} =
:(—2x+1)'(2x2+x—2)—(—2x+ W 2x+x-2 _ '
(2x2+x—2)2 :[8x2+12) (8x+12) ( X) (&+ 13(x2—x) _
—2(2x¢ +x-2) = (-2x+ J( &+ ) xx (x*-x)°
) (2¢ +4- 2)2 ) :S(XZ_X)_(8X+12)( -3 _
AX? - 2x+ 4+ BC+ K- K- 1 (% -x)
) (26 +x-2) ) _8x° - 8x—(16¢ - &+ 24— 13
_ A -4x+3 ) (xz—x)2 B
(25 +x-2)° _8X2-8x—16¢ + &= 24+ 12
X gl X 2 X (XZ_X)Z
L6 1) leﬂ -{23) (75 - 8¢ - 2x412
:S(XJZ X(x-1 -X(X-l)'J: b
x-1 (x-1) 1.10. w(x ( 1+4x+2]
x VY x-1-x ,
:S(EJ (x—l)z]: _(1/1+4x+2)\/; «/1+ &+ gx(\/;) _
:3(’(}2 -1 ]: -3° (&)2
x-1 (x—l)2 (x—l)3 +ax)
e S A
o | x '_x’(2—x)2—x[(2—x)1_ ) X -
1.7. S(X)_((Z—x)z] - |:(2—X)2:|2 - 4 § X_m+2
_ 21+ 4 2/x -
2-x)" - x| 2(2-x)(2-x) X
— ((2—(x)4 ) = axx2x - A1 &(VE &+
2 - 4/x1+ 4x _
_(2=% =x(2(2-%(=9) _ X
(2-%)° _8x-2(1+ &)- A/B & _
_(2-x)°+2x(2-%) _ dx/x 1+ 4x
- (2-x)* - _8x—2-&X- AL & _
C(2-x[(2-x)+ 2] 2+x Ax/ 31+ 4x
= PR = __2+ar & 1w Aw &
’ axax[1+ 4x 2/ XV 1+ &
() VR (20 9 - (VIR 2+ § | ‘o
1.8. t(x):(2i+5] =( ) (2X+(5)2 ) = 21. (f+g) (x):f'(x)+g'(x):x2+[3—5x} =
:x2+[3§2—5]:x2+(x2—5):2x2—5



2.2.

2.3.

4.1.

Portanto,( f +g) (x) =2x*-5

(tx0) (2)=f(2xg(2+1(3xg(3 =
:22x[233—5x2]+4x(2?—9 =
:4x[2—10}+4x(—:° =

=4x 22 4_—878_4 :—&O
3 3 3

Portanto,( f x g)' (2)= —1—(3)0.
OEEECRCEE

g 9(2))

Portanto,[fj (2)= _57 )
g 121

O declive dessas retas € igual a zero, pelo guaesende
determinax tal queh'(x) =0, sendo os valores dejue

verificam esta equagédo as abcissas dos pontosficogdeh
onde as retas tangentes ao grafico sdo paralezEg@E0x.

N(x)=0 < (xX-9+4) =0- 3- 1&= (
< 3X(x-6)=0< X=00x- 6= 0= x= AIx= ¢

De facto ha dois pontos do graficotdeas condi¢Ges
exigidas no enunciado séo os pontos de abcissés 0 e
Determinemos, agora, as equacdes das retas pedidas
m Reta tangente ao gréafico deo ponto de abcissa 0:

y=h(0)=h(0)(x-0)
Comoh(0)=4 e h(0)=
y-4=0(x-0) = y=4
m Reta tangente ao gréafico deo ponto de abcissa 6:
y=h(6)=(€)(x~6)
Comoh(6)=-104 e h'(6) =
y—(-104) = 0x- § = y=-10z
Portanto, as equacOes pedidas ga04 e y=-104.
n f(x)=(2x-x-2) =8 -
m f(x)=0- 8 -2%=0- x(4-}= 0-
= 2x=004x*-1= 0=
- x=00¥ =1 & x=00x=-10x=
4 2

N e

Portanto, f'(x) =8x* - 2x e os zeros dd' s&o:

x=ODx=—1Dx=;
2 2

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

42w g(¥)=(2(3+ ) =4 (34 ] =
=2( 2(x+)(x+ 3 ) 1238+ )x b=
=12( X+ 1) = 36+ 1z
m g'(x)=0< 36x+12= 0= x=-12 L y=-1
36 3

Portanto,g’'(x) =36x+12 e 0 zero deg’ é x= —% )

43w H(9=[LE )'zl'x(xzﬂ)‘lx(xzﬂ)' _

X*+3 x> +3
_ =2
X +3
J —2X 2
B W(X)=0e 5—=0e -2=00X + 3% 0=
X“+3

= Xx=00OxOR = x=0

e o zeroden é x=0.

Portanto,h’(x) = - 2X

x*+3
| x _x’(3—x)2—x[(3—x)2] )
4.4. y( )‘((S_X)z]_ [(3_)()2}2
:(3—x)2—x(z(3—x)(3—x)') )
(3-%)°
_ (3= -x(2(3-%)(-9) _
(3-%)°
:(3—x)2+2x(3—x) _
(3-x)
=(3—x)[(3—x)+ 2><]= 3+x
(3-x)° (3-%)°
(970~ 7 =0-

- 3+x=00(3-x)’# 0o
= X=-30X#3 = X=-3
3+X
(3-x)°
45 u p(x) :[(ZX—XZ)XJ' :(2x2—x3)' = 4x - X?
B P(X)=0< &X-3%=0= x(4 X)= 0=

= Xx=004- X= 0=

Portanto, j'(x) = e o zero dej’ é x=-3.

- x:0Dx:ﬂ
3

p'(x) =4x-3x* e os zeros dg' sdox=0 e x:g.

46. m r'(x)= [1+X2X3j 1+(XZX3J =
s (@) (x=3-2x(x-F _

) (x-3)°
_2(x-3-xx1_2x-6-x_ -6
(x-3)° (x=3° (-9




4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

-6

x r(x)=0- (x—3)2:0@ 6. f,(x):(x2;2xx6j:[Z(XZ—ZX)T:[ZXZ—&] _

X

- —6=00(x-3 % 0= '
(2x2—4x) (x)—(2x2—4x)(x)

= xt0O - -
Portanto,r'(x) = - 6 e a funcdor’ n3o tem zeros X
: (x-3) ¢ ' (ax-4)x—(2¢- a)x 1
51. f(x)=|x-1+2= X2
2 _ Ay oy2 2
{x—1+2 sex> 1 :w:%:z (xzQ
= = X X
“(x-1)+2 sex<1 Portanto, f'(-1) = f'(2) = 2.
| x+1 sex=1 ,
| -x+3 sex< 1 6.4. f'(x)z[— 2 - +2x2j =
Vejamos se a funcdcé diferenciavel enx=1, para tal 2+ X
determinemos as derivadas laterias. =(_ 2 J +(2X2)' -
e e TO)=F(1) _ . x+1-2_ x-1 2+%
f (1):I|m =lim =lim —=1
-1 x-1 -1 x-1 x-1x-1 2’(2+x2)—2(2+x2)
= - +4x =
© (2+¢)
ey e F()-F(1) _ -x+3-2__  -x+1
f (1)—I|m =lim =lim 0-2x 2x
x-1 X-1 X-1 Xx-1 x-T X—=1 =— 2)2 +4x =
“(x— 2+ X
e Y (
x-1  X—=1 4x
} . . =gt X
Como f'(l*) # f'(l ) , podemos concluir quendo é (2+ x2)
diferenciavel emx =1, ou seja, quef’(1) ndo existe, Portanto:
portanto T1Dj . f'(_l):4(7_1)2+4x(_]):;4_4:_i0
2
Por outro lado, para<1 , temos que [2*'(_1) } o o
f'(x)=(-x+3) =-1e parax>1 , temos que #(2) = A%2 | axp-8,g-2,g. 14
(2+2) 36 9 9

f'(x)=(x+1) =1 '
7.1 f(x)=(2¢-4x) = 4x-4

Logo:
f"R{L} - R Uma equaggo da resa:
y 1 sex>1 y-f(3)=1(3)(x-3
=711 sex< 1 f(3)=2xF - 4x 3= 6

5.2. Uma equacéo da reta tangente ao graficondeponto de f’(3) =4x3-4=18

abcissax = -1 €: y-6=8(x-3 - y=8&=- 24 6o y= &- L

y=1(-1)= ' (-1)(x-(-9) A equacdo reduzida da reté y = 8x - 18.

Como f (-1) =|-1-1+ 2= 2+ 2= 4e f'(-1)=-1, vem: 7.2. Vamos determinar a abcissa do ponto de ordenada —2

y-4=-1x+1) o y=-x-1+ 4= y=-x+ 3 f(x)=-2- 2¢-ax=-2-

Portanto,y = -x+3 é a equacéo reduzida da reta tangente = 2¢-4x+2=0e X*- X+ I 0=

ao gréfico dé no ponto de abcissa=-1. = (x-1)"=0e x-1=0- x=1

) = [—9y® 2\ — _py2_ Esse ponto tem abcissa igual a 1.

6.1 f (X) ( 2C-x+m ) 6x -1 A retas pode ser definida pela equagéo:

Portanto, f'(-1) = -6x(-1)" - 1=-6x & =- 7 y=f(1)=f(9(x-1)

e f'(2)=-6x(2° -1=-6< 4 - 2t Temos quef (1) =-2 e f'(1)=4x1- 4= 0.

. Portanto, a equacéo reduzida da satay = -2 .
, ' (x+5) 1 x . . .
6.2. f (x) = («/x+5) = = 7.3. A equagdo reduzida da reétd y =2x -4 pelo que o declive
2VX+5  2A/x+5 desta reta é igual a 2.
oy 11 1 Como retas paralelas tém o mesmo declive, steta,
Portanto, f*(~1) = 2/-1+5 2/4 4 € também, declive igual a 2.
J7 Determinemos a abcissa do ponto do graficbatele a reta
1 1.7 tangente a esta tem declive igual a 2.

O vy vy 3

f'(x)=2 < 4x-4=2= x:E



7.4.

7.5.

8.1.

Essa abcissa é igualga.

Portanto, uma equacao da reta

LR

2
Temos quef (gJ = 2(2’] - 4(§j = —9, logo:
2 2 2 2
9

3 3 3
+2=2 x-2| o y=2x-3-2 o y= X-—
" ( 2) Y 277 2

Logo, y= 2X—g é a equacdo reduzida da reta

A equacdao reduzida da bissetriz dos quadranteséspa
igualay=x.

Esta reta tem declive 1 e consequentemente & teta
declive 1.

f'(x)=1le 4x-4=1< x:%
Portanto, uma equacao da reta

5 5 5
[ 2= 2| x-2
Y [LJ [4)[ 4)
2
St At
4 4 8 4
y+L5:1(X—§) y:X—E_iS )/:)(—72E
4 4 8 8

Logo, y =X —2—85 é a equacdo reduzida da reta

P(1,-2) é um vetor diretor da refapelo que o declive
desta reta € igual a —-2.
Sejam, o declive da reta

O produto entre os declives de duas retas pempéadks é

igual a -1, portantom, x (-2) =-1= m, :%

8
Assim, uma equacdo darsta y — f [gj = f'(%}(x—gj.

2
Como f(ngzx(gJ _4{9}:_22 e f' QJ:}:
8 8 8 32 8) 2

63)_1 9 63 1 9
Yol o5 T35 X o Yo, =X

32) 2 8 32 2 1€

1 9 63 1 81
o Yy=E—X—"——"— o Y=—X——

2 16 32 2 3z

1 81, . .

Logo, y:EX_?Tz € a equacdo reduzida da reta
A bissetriz os quadrantes pares tem equagac-x .
O declive desta reta é, por isso, —1.

f(x)=-1= (-2¢)=-1- -6 =-1=

, 1 _Je_ e
e X =— o X_—imx_i
6 6 6
6 6 6
:2><\/6><6:76
6° 18

8.2.

101 f,(x):[x+1J' :(x+1)'(x+5)—(x+])(x+ 5

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

(9492

6 6 18

A retar é tangente ao grafico d@os pontos de coordenadas

o) 6 )

6 18 6 18

J6 _ NG _ e
T G )

J6 _ NG _ .6
Y+—=—| X—— | o Yy=—X+—

18 6 9

= y= —x+§ sdo equacdes para a reta

J6 V6

s: y=—x—? ous: y:—x+?.
Utilizando a definicdo de derivada da fungdo costeuo
r 9 9
of)(2)=— = f'(2 "f(2)=— 1
(1)@=~ FAxd(1(d)=5, @
Temos que'(x) = -6x*, pelo quef’(2) = -24.

f(2)=-2x2=-16e g(x)=-2.

X2
Assim, e voltando €l):

f'(2)xg'(f(2))=332 - —24xg(-19= -

a 9 24a 9 3a_ 9
o =24x| — T
(—16) 32 256 32 32 32
= 3a=9- a=3.Portanto,a=3.
a(0)=-4,9x G+ 61,2% 6 1,2 1,

Portanto, a altura do projétil no instante em qui¢aihcado é
1,2 metro.

a’(t)=0 = -9,8§+ 61,25 0=-t= 6,2

A altura maxima é atingida quando a velocidadel&,ou
seja, no instanté = 6, 25.

a(6,259 =-4,% 6,25+ 61,28 6,26 12 192,606
Portanto, a diferenca pedida € igual a:

192,60625 — 1,2 = 191,40625

Logo, a diferenca entre a altura maxima atingiela projétil

e a altura deste no instante em que foi lancadi #0625
metros.

X+5 (x+5)2
:1x(x+5)—(x+])><1=x+5—x+1: 4
(x+5)° (x+5)°  (x+5)°
, _ 4 _ 4
f (X)_(O+5)2 " 25

A equacdo reduzida da reta tangente ao grafiémdeonto

de abcissa 0 €, portanto, do tige %}x +b.
O ponto de tangéncia tem coordenaffasf (0)) , ou seja,

0,} .Portanto,}=i><0+bc> b=}.
5 5 25 5



Assim, y = zisx +%3 € a equacao reduzida da reta tangente

ao grafico deé no ponto de abcissa 0.
10.2. A reta tangente ao grafico flgue é paralela a bissetriz dos

gquadrantes impares tem declive 1.
Vamos determinar as coordenadas do ponto de teiagén

4 4
£(x) =1 - =1- ~1=0-
(X) (X+5)2 (X+5)2
2
- “((X;)‘?m - 4-(x+87 = 00(x+ §# 0-
X+

« (x+5)°=40x# 5=

< (x+5=-20x+5= ) Ox# -5«

= (x=-30x=-7)0x#-5 = x=-30x=-7

A reta tem declive 1 e passa no po(#8, f (-3)) ou no
ponto (=7, f(=7)).

—3+1_ o f (_7)= —7+1=3
3+5 -7+5

Logo, y—f(-3)=1(x+3 = y+1=x+ 3= y=x+ 2
ey-f(-7)=14x+7) = y-3=x+ 7= y=x+1(
Portanto, existem duas retas tangentes ao gdditque sédo
paralelas a bissetriz dos quadrantes impares;sgaias retas
de equagcbey=x+2 e y=x+10 .

Temos quef (-3) = -1

11. Tem-sef(x)=x(x+1)-5< f(x)=x*+x-5, portanto,
f'(x)=(x2+x—5)':2x+1.
Logo, f(X)> f'(x)x* +x-5>2x+1= x*~x~-6>0

TP G Mot o

2

szl;Sﬁ
2

_1+5

2
= x=30x=-2
Portanto,x’ ~x=6>0 < x0]-e ,~ J 0] 3 +oof .

0= 2] -
_ (x3)' (1—x2)—x23(1— xz)' _
(1-x)
3% (1- %) - x*(-2) _3 -3¢+

(1— x2)2 (1— x2)2

=3

X

12.1.

—x*+3x2 _
(1)

o ' +3¢ =00(1-x%) # 0

- x2(3—x2):OD1—x2¢ 0~

- (¥=003-x*= 0 0(x#-10x# ) -

- (XZODx=x/§Dx=—x/§)D(x¢—1Dx¢ )~
- x=00x=+/30x=-3

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

Os zeros def' sdo: —\/5, 0e+3.

o x=2 '_(x—2)'(x2+4)_(x_2)(xz+4)’ i
1 g(x)—[x2+4j B (x2+4)2 )
:1><(x2+4)—(x—2)(2():X2+4_2X2+4X:
(x2+4)2 (X2+4)2
(x2+4)2
(=0 XEHA_o
I =0 (x2 +4)2 0

13.

13.1.

13.2.

10

o o +ax+4=00(x+ 4 # 0o
-4+ R - 4-D)x 4
i _24( Lk OXOR <

4432 -4+ a2 -4 42
X= = X= Ox= -
-2 -2 -2

o x=2-2/20x= 2+ 2/

Como 2- 2\/—2< 2+ 2\/—2, temos que:
x =2-2/2 e x, =2+ 2/2, portanto:
ﬁ_2—2x/—2_

X, 2+2/2
(2-2/2)
rard(e-ag

_4-8/2+8_

#-(al]
_12-8/2_12-8/2 , 5
4-8 4

2X

=2 -
(2x)'(x2+1)—2x(x2+:|)' _
(< +1)
=2(x2+1)—2x(2<)
(¢ +2)
:2x2+2—4x2 :—2x2+ 2
(e+)) (xea)

<

X

<

g (x)=[(2x-9] =

=3(2x-P(x-3=F x- ¥x =

=6(2x- 3’

(f-9) (-)=f"(-)-g'(-9=

= _(2(1)_21121:)2—6><(2><(—1)— 3" = 0- 150-=- 15

Logo, (f - g) (1) =-150.
) (2 F@x9(@D-f(9xg(d
30

(o)’
Temos que:




4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

_2xP+2

V2 2

| )_W_o ; g(l):(le_ 33:_1 Portanto, y——x+— € a equacao reduzida da reta
+
=2t 15.1. '(x)=(v3x+4 4) -
P+1
gl =z _(ed)
Portanto: 2«/?1
(f} (1):()><g((1)1)_2].><6:—6 :m
g B T

£ [t L (X2+ ’

Lly=- 15.2. g'(x) =, | +—= =~ X2 =

Logo,[gj(l) 6. g'(x)=4/x 2 . 1
2

13.3. (fxg) (0)= f'(0)xg(0)+ f (9 =xg'(9

f!(o —_2)(702-'-2—2 2X+M
(02 +1)2 - (XZ) =
9(0)=(2x0- =27 2< e
2x0 -
£(0)= 0%+ =0 2X+Ox42x ZX_%
Portanto: L1 L1
. o 2\/x += 2\/X t2
(fxg) (0)=2x(-27)+ Oxg'( =-5¢ X X
r 2 5_2
Assim, (f xg) (0) =-54. >(x“ :
14.1. Parax<0, temos que: _27/x2+i_
fiy=2) 22x-2x _0-2__ 2 <
(x)= x) k¥ N S SRS Sk
(-1)=- 2 __ -2, pelo que o declive da reta ZXA\/X2+£2 X3\/x2+i2
S R

tangente ao grafico deno ponto de abcissa —1 é igual a -2,

15.3. H(x) :{(x3 - 2x)2

,_.
| S|
1
—_—
x

w
|
g/‘
1

logo o declive da retaé % .

A retar passa pelo ponto de coordena(jax, f (—l)), isto _ (X3 _ZX) _
é(-1,-2). 2V -2
3x*-2
1 1 1 1 3 =7 <
y+2=§(X+1) S YESXHSm 20 YEoXo 23 - 2x
Portanto,yz%x—iz3 ¢é a equacao reduzida da reta 15.4. p'(X):(V2X+l><X_2) =
14.2.Parax>0: :(m) XX—2+\/mx(X—z)' -
(Y () _
f (X)_(‘/ﬂ) _ZM - (2x+1) 1, '—2x+1><( ) _
2 1 2\/2x+1 X2
T +\/2x+1( ) =
O declive da retaé f'(1) . 2X “2X+
L1 o1 axi_
f'(1) = =—=X% T2+l X
(1) 1 v 2 x*/2x 2
O ponto de tangéncia tem coordena(ila,sf (1)) , isto &, - X_Z( Vax+ l) -
(1 \/—2) XC2x+1
' ' _Xx- 2(2x+])
Logo: - XCV2x +1
y—\/—:Q(X—l)@ y:Q \/—2+\/—2.:> :X 4x- 2:
2 2 XC2x +1
L y¥2, 32 _ 3x-2
2 2 XCv2x +1

11



ss.m-{ 7
_ X252 +2- x(\/ 2+ 2)'

(\/ 2x% + 2)2

25¢ +2)
1><\/2x +2- x+(
N2 +2 _

22+ 2

2X% + 2 - xx% ax

_ 202¢+2 _

2x°+2

2
Joxt+ 22X
- V22 +2 _
22 +2
(\/2x2 T 2)2 PN
V2XP + 2
2x2 + 2
_ 2 +2-20
(2x2 +2)\/ 2%+ 2
2

i (2¢ +2)v2x + 2

_ 1

) (x2 +1)\/2x2 +2

(mj B (\3/6x— 3)' x—6x-3x
X

15.6. n'(x) = =

X2

———1 _x-36x-3

16, f'(x)=(3x-2¢) =3- &
m Equacdo dareta
Declive dareta= f'(2)=3-4x 2= 3- 8=-&
Coordenadas do ponto de tangéncia:
(2, f (2)) ,ou seja(2,-2)

12

17.

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

y-1(2)=1'(2)(x-2) = y+2=-5z- 3 =
= y=-5x+10- 2 y=—-5%+ €
Portanto,y = -5x + 8 é a equacao reduzida da neta

m Equacédo darewm

Declive da reta = tan[%ﬂj =-1

Coordenadas do ponto de tangéncia:
m=-1, pelo que,f'(x)=-1= 3-4x=-1
= —4x=-4 s x=1

(1.1(1), ouseja(1,1).

y=f(@Q)=1(Q(x-9 - y-1=-1x-3 -
= y=—-X+ 1+ 1o
= y=-X+2
Portanto,y = -x+2 é a equacao reduzida da reta

m Ponto de intersecdo des

-BX+8=-X+2= -d&X=-6- x=g
3 1
= +2 = ==
y 2 y 2

Portanto [g %) séo as coordenadas do ponto de

intersecdo das retags.

[ f'(X)Z(X\/9—6X)’ =x9- ®(+X(\/9— 6()' =

[ f'(x)=0<:»

9-6x)
PNy~ kI
RPN

INEEY

9-9x

V9 - 6x

= 9-9x=00vO9-&z 009 &> 0=

~ Jo-6x
=0 =

= x:1Dx7ff§|ZIx<§ =
2 2

= Xx=1
Portanto, o zero dé’ é 1.

Ficha de teste 10

1.

lim 5
x-3 3X—X

f(9+1_, 1(4)-(-1

L 10013 _
x-3 —x(x-23)

x-3 =x(x=3

S IO

Xx-3 X—3 X=3 =X

1 _2

= £'(3)xlim— =2xL =2
= f'(3)xlim 2x 3

x3-x -3

Resposta(B)

A expressao analitica da fung& do tipo

f(x)=ax*+b+c, comalR .

Pags. 100 e 101



Logo, f'(x) =(ax? +bx+c)' =2ax+b.
Portanto, a derivada da funga® uma funcao afim cujo
gréafico é uma reta de declive negativo, ja que
a<0=>2a<0
RespostafC)

3. a(t)=(12a- @?) = 120- 12
a(2)=120- 12« 2= 9¢
Portanto, a velocidade do projétil dois segundds ap
instante em que foi lancado é igual a 86 m/s.

Resposta(D)
4. (%) =[i +32j' =(1j +(F)=
Jx Jx
1x - 1x (Vx|
= —_— +0=
(V%)
X1
= 0 2\/; = 2 X =
X X
__ 1
2x/x
RespostafA)

5. Temos que:
(fo0)(®)
Como f
(fog)'a):

Resposta(B)

) *xf()

x1'(g(
( ):—4xf d=-42=-¢

%x(—s):—4

6.1. = D, ={xOR: 2+4x¢}:R\{—1}
2

m A funcéog é continua

. . 1 3x+2
lim g(x)= lim | =x+
w1 -\ 2 2+ 4x
2
1 .3+ 2
= lim =x+ lim =
L2 12+ 44X
2 2
1
= 1+ 2 :—1'+oo:+oo
4 0
. 1 3x+2
lim g(x)= lim =x+ lim =
w1 L2 2+ X
2 2
1
:—1+L:—}:—oo:—oo
4 0O 4

U . .
Portanto a reta de equacie - ¢ assintota vertical

ao grafico dey.

m Vejamos se o grafico dpadmite assintotas ndo
verticais.
Em +co:

13

6.2.

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

1X+3x+2
X
m= tim 90 = jim 27 24 8y [1+ 3X+22)=
Xoko X Xee X xoto\ 22X+ 4X
1 X _1 3_1 1
== I|m—2:7+l|m —==+0==
2 xeredxt 2 xere A 2 2
l 3X+ 2
= lim -mx|=Ilim| = =X|=
b= (90 me] = pm 3 3% 5
33X+ 2() Xx_3

= lim lim
Xot0 Q44X xete 4y 4

A reta de equacay :%x +§1 € assintota ao grafico de

em-+oo
m Em-o:

m:Iimg(X)-Ilm[1 3X+2)
xome X xemm\( 202X+ AXC

1 . Xx_1 . 3_1 1

=—+lim—=-+lm —==-+0=-

xomo Ay 2 xeme A 2 2

b= lim [ g(x) - mx] = lim 2 _ i X =3

X e x-m2 244X x-=4X 4

A reta de equacay :%x +i4:3 € assintota ao grafico de

em —oo .,

a) g'(x)= L3 2) (L) (2
g 2 2+ 4x 2 2+ &

1, (3x+2)(2+ 4X)-(32+ (2 &) _
2 (2+ 4x)
=1+3x(2+ 4X)—(3(+ ax 4:}+ 6+ 1X— 1X— €
2 (2+4x)° 2 (2+ &)°
1, =2 _1_ 2
2 (2+4x)° 2 (2+ &)’
1 2
Logo,g'(X)==———
1 2 2 1
b 'X =0 e —- =0 = =
) 9020 a0 (a2
Como x # —% , temos que:
g(x)=0= (2+4x)2:4c»
“ 2+ &X=-20 2 &= 2-
= 4x=-404x=0- x=-10x=0

Os zeros deg' sdo-1 e 0 e a sua soma é —1.
¢) Uma equacao da reta:

y-9(1)=g'()=9(39(x-1

o) xas FIF2_ 1, 54,
2 2+4x1 2 6 3
/ 1 2 1 2_1 1 4
g(]_):E—i = - =
(2+4x]) 2 36 2 18 ¢

y-9()=g(B(x-9 - y-2=1(x-)
_4. 4 4@ _4X+8

Portanto,y :gx +g € a equacao reduzida da reta

tangente ao grafico dg no ponto de abcissa=1.



7.2.

8.1.

4x 4x

f(X)=Xxe ——=x-= -x=0 =
X+2 X+2 X+ 2
2
o BXEXTX L - x? = 00X+ 2% 0
X+2
- x(2-x)=00x# -2 x=00x= 2
s={0,3
, ax \ _(4x) (x+2) - ax(x+ 2
f()(): _y = 5 =
(x+2)
:4(X+2)—4X:4x+8—4x: 8
(x+2)° (x+2)*  (x+2*
Assim;
8 4x 8 X
f'(x)=>f - > - - >0
(x)2 () (x+2)2>x+2 (x+2)° x+2
8- 4x(x+ 2 8- 4x" - &
hnd 7 2 2
(x+2) (x+2)

m Zeros do numerador:
8-4x*-8x=0e X*+ X— 2= 0=
_yo2xVars  _-2x2/3

2 2
o x=-1-+/30x=-1++/3

m Zeros do denominador:

(x+2)"=0e x+2=0e x=-2

Construindo uma tabela de sinais, vem:

ax-x(x+2) _ 0

=

X - t1-43 2 F1++/3 +00
8-4C-8 | -~ 0 + + + 0 -
(x+2)2 + + + 0 + + +
Q - 0 + |[nd + 0 -

Portanto, o conjunto da condi¢&d(x) = f (x) é:

s=[-1-V3,-40]-2-#V3

2
Parax>-1, temos queh’(x) = [E(x:f)):] )

B (x2 +4x)' (x+1)2 —(x2 + 4x)[(x+ ])2} B

(]
(2x+4)(x+])2—(x2+ 4x)>< Ax+ Y (x+ ) _

(x+1)4
_(xra)( - Ao a(xr ) _
(x+1)°
:(x+1)[(2x+ 4(x+1- 2(x2+ 4()} _
(x+1)4
2+ X+ A+ A K- & 4 X

(x+1)° (x+1)°

Parax<-1, temos quen'(x) = (2x— xz)' =2- 2.

Vejamos se a fungaoé diferenciavel enx=-1.

14

8.2.

9.1.

9.2.

4.3. Derivadas de fungdes reais de variavel real

X+1
(x+1)(-x+3) _
X+1 -

h(x) -~ h(-2)

R
X +4X 2x(=1) = (=1
N S anan
x--1" X+1
X2+ 4x
—im (x+1)* _ 2+ dx+ Y x+ ) _
x—-1"  X+1 X T (X+1)3
- iim X2 +4x+3x*+ Bx+ 3 _
Xt (x+1)°
= iim 4%% +10x + 3_-3__
B (X+1)3 o

Como h’(—l‘) # h’(—l*) podemos concluir quen&o é
diferenciavel emx = -1, portanto,-10D;, .
Assim, a funcadh' pode ser caracterizada do modo que se

segue:
h:R\{-1 - R
4-2x
7 sex>-1
X (x+1)
2-2x  sex<-1

Pretende-se determinar a equacéo reduzida dangfartte
ao grafico dén no ponto de abcissa nula, isto €, no ponto de
abcissax=0.

Uma equacéo dessa reta é:
y=h(0)=h(0)(x-0)
0’ +4%0 4-2x0 4
h(0) = = h(0) = =—=
(©) (0+12)° (©) (0+2° 1
y=h(0)=h(0)(x-0) = y-0=4x-Q = y= &
Portanto, a equacgéo pedidy & 4x .

Uma equagao da reta:

y=f(1)=1(3(x-7

Como f(1)=1e f'(1)=4xF-1= 3
y-f(@Q)=r(Q(x-3 - y-1=4x-3 -

= y=3x-3+1e

= y=3x-2

Assim, y =3x— 2 é a equacéo reduzida da reta

f'(1) = 3, pelo que a funcabé diferenciavel emx=1.

E, tendo em conta, o teorema: Se uma funcao kedd@ével
num ponto, entdo é continua nesse ponto.
Podemos concluir que a func¢é continua enx=1.
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1.

2.1.

2.2.

3.1.

3.2

Pags. 102 a30
f'(x) =(x3+x)' =3x%+1

Determinemos, caso existam, os zerosfte

f'(x)=0< 3 +1=0- x*= —%, impossivel enR , pois

OxOR, x* =0, logo, a fungdof' n&o tem zeros.
A funcéof é diferenciavel enR e a derivada denado tem

zeros, portanto, podemos concluir que a furigém tem
extremos, como queriamos mostrar.

6_
g(x)=7¢ = X8 _ e o X288 g
X

X -7x3-8
X
- X -7x-8=00x# 0+ () - %°- 8= @Wx# 0-

=0 =

7+(-7) - 4x1x(-§
2x1

- X =

X3_7:x/8_1
2

Ox#0 =

7+9_

|:|x=7_9

JDx;tO
2

= =

Ox#0 = (x3:

- (x3:8Dx3:—l)|Z|x;t 0 x=20x=-1
Portanto,S={-1,2 .

1 1

o00={%52) (53] <=3 e (3

5x4+% >0, 0xOR { ¢

Logo a fungdog' ndo tem zeros.
A funcaog é diferenciavel enR \{0} e a derivada dgn&o

tem zeros, portanto podemos concluir que a fuggdo
tem extremos, como queriamos mostrar.

f'(x)= (—1+ 4x - xz)' =4- X
A funcéof é diferenciavel enR e, tambhém, é continua em

R pois € uma fungéo polinomial. Em particufag, continua
em[0, 2] e é diferenciavel enf0, 7 , pelo que satisfaz,

no intervalo[O , 2] , as hipéteses do Teorema de Lagrange.

Entéo, existe pelo menos um portl]0, 4 tal que:

f'(c): f(2)— f (O)

2-0 2-0
= 4-2x=2= =2=cCc=1
Portanto,c=1.
, N ) I |
T f ={J1- = =
emos quef’(x) ( x) N EREY

Por outro lado, temos qug, ={xDR:1—x2 O} =]—°° J]

3.3.

4.4. Aplicagbes das derivadas ao estudo de funcbes

A fung&og é continua enj-w, 1] pois ¢ definida pela raiz
quadrada de uma funcgdo polinomial e é diferenciénel
.1

Em particularg € continua enj-8, - 3 e ¢ diferenciavel
em|-8,-d pelo que satisfaz, no intervaje8 ,- 3 , as

hipoteses do Teorema de Lagrange.

Ent&o, existe pelo menos um portdl|-8, - J tal que:

g(c)= 9(-3)-9(-8)

- -3-(-9

3)=2eg(-8)=3

9(0)= 57— (-9

1 _ 2-3 : 1 :;l
2J1-¢ -3-(-9) 2/1-¢ 5
ot -1
2J1-¢ 5
ComocO]-8,-9 , &/tc ésempre diferente de zero,
pelo que:
L =} = 24/1-c=5+< /1~ :E:
2\1-c 2
2
=( 1—0)2=(§J c1-e=R =120
2 4 4
21
- C=——
4
Como —%D]—S,—q , entdo o nimero pedidod= —%1.
h’(x):[m)’ :(X+1)'(X‘1)‘(>;+1)(X‘J)' _
x-1 (x-1)

(x-1°
Por outro lado, temos quB,{xOR:x-1# 0 =R \{} .
A fungaoh é continua enR \{1} pois é definida pelo

quociente de duas fun¢Bes continuas: ambas fun¢bes
polinomiais e é, também, diferenciavel én {1} .

Em particularh é continua enj-1, 0] e diferenciavel em
]-1.q pelo que satisfaz, no intervajel, 0] . As hipéteses

do Teorema de Lagrange.
Entéo, existe pelo menos um pomtdl|-1, q tal que:

(o)< N(0)-h(=1)

R

() = (C‘_21)2 'h(0)=-1e h(-1)=0

Assim:

2 _-1-0 -2 __, 2 _,
(c-1* 0-(-1) (c-2° (c-1)°

ComocO]-1,(, (c-1)* é sempre diferente de zero:

(C_21)2 =1 2=(c-1)" = c-1=-J20c- ==V 2

- c=1-VJ20c=1+2



3.4.

4.1.

4.2.

1—x/§D]—1,C[ , masl+\/§D]—1, q . pelo que o nimero
pedido éc=1-+/2

i'(x) =(x3 —x)' =3x*-1

A funcéoj é continua enR por ser uma funcéo polinomial

e, também, é diferenciavel el . Em particular, € continua
em[1, 3 e diferenciavel enj1, J pelo que satisfaz, no

intervalo [1, 3] , as hipéteses do Teorema de Lagrange.

Entéo, existe pelo menos ueil]1,  tal que:

j(c)= j(3)_j(1)

3-1
i'(c)=3c*-1,j(3=24e j(1)=0
Assim:
332 1_24_0 TP 1= 12- P= .
e[S B o
3
ComocO]1,9, entaoc—ﬁ pms—l]]l e
«/—9 J39

~——=0]1,d, portanto, o nimero pedldooe:T

f'(x):(x/;)’ =ﬂ= L

2/x  2/x
#(4) = F—%ef() Ja=2

Uma equacao da reta tangente ao graficondeponto de
abcissax=4 é y—-f(4)=f'(4)(x~4)
Portanto:

1 1 1
—2=—(x-4) s y=—x-1+ 2o y=—x+1
y 4( ) y 4 y 4

Logo, ¥y :%x +1 é a equacdo reduzida da reta tangente ao

grafico def no ponto de abcissa=4.

Consideremos a fungab(x) =+/x e o intervalo

(14,12 ;14,18]=[ 199,3744;201,0%.

A funcéof é continua no seu dominio, isto &, Emn + oo[ ,

pelo que, em particular, é continua no intervalo
[199,3744 ;201,073

Por outro lado,f'(x) = (\/;) = é finita,

1
2Jx
0x[199,374 4;201,072], entdof ¢ diferenciavel nesse
intervalo.
Entdo, o Teorema de Lagrange garante que:
[£0]199,3744 ; 201,0734
(0) = f(201,0724 - f ( 199,374y

201,0724 199,3744

_+/201,0724-/ 199,3744

2/c 1,698
1 14181412 1 _ 10
2Jc 1,698 2Jc 283

283 283
o ofo=283 | 5o 288
10 20

5.

4.4. Aplicacbes das derivadas ao estudo de funcdes

- Jc=14,15
Portanto,n/201 esta compreendida entre 14,12 e 14,18,
como gueriamos mostrar.

Teorema de Lagrange
Dados uma fungédd D; OR - R e um intervalo

[a.b] O D,

- fécontinuaenfa,b| e

(a<b) tais que:

- fé diferenciavel enja, b
Ent&o existe pelo menos um pomta]a, b tal que
f(b)-f(a
(o= 101
b-a
A funcéof é polinomial, pelo que é continua ékn e,
portanto, &, em particular, continua no interaia , 1] .

Por outro lado, temos qui(x) = (2x* - 5)' = 4x, logo
f' éfinita, Oxd]~2,1 , ou sejaf € diferenciavel em
1-2.1.

Assim, a fungaé satisfaz, no interval¢-2,1], as

hipéteses do teorema de Lagrange.
Entdo, existe pelo menos uril]-2, 1 tal que

f’(c): f(1)—f(—2).

1-(-2)

f'(c)=4c, f()=-3e f(-2)=3
_ -3-3 _ 1
40—1_(_2) - do=-2=c=-

Portanto,c = —% .

Designando poA e B os pontos de coordenadas,

respetivamente, iguais(a—2, f(—2)) =(-2,3 e

(L. f(9)=(1-93.

F)-f(-2) _
1-(-2)

grafico def, que passa pelos ponta® B.
f'(c) € numericamente igual ao declive da reta tangente

-2 é o declive da reta secante ao

ao gréfico dd no ponto de coordenadgs, f (c)), ou

. 1 ( 1) ( 1 9}
seja,| =, f|—=||=| <. - =]
2 2 2 2
O Teorema de Lagrange aplicavélgarante a existéncia

de um ponto de coordena{as% , —g) do grafico dd,

onde a tangente é paralela a secante que paesa pel

pontos(-2,3) e (1,-3).
o2 ) (@2 (x+D)-2Ax+q)
6.1. f (x)_(lej = (<1
_0-2x1_ 2
(x+)° (x+1)°
f'(x)=0 = —(xfl)z =0~ -2=00(x+)*# 0=
= xg0

Portanto, a fungad' nao tem zeros.



4.4. Aplicacbes das derivadas ao estudo de funcdes

Construindo um quadro, temos: b) Como o declive é igual a-1, temos:
g(x)=-1e= ¥ -2x=-1= xX*- X+ 1= C
X | —oo -1 +00 o (x—1)2=0
' d = X—-1=0= x=1
B n.a. B Logo, y-9g(1)=g'(1)(x-1) é uma equagdo da reta
f N nd.| O\ pedida.
2 2 .
g(l)z——lzz—§ eg(l)=r-2x1=-1, assim
Portanto, a funcébé estritamente decrescente kr’m , —1[ ) )
- -Zl=-1x-1) = y+==-x+1-
eem ]-1,+o. y 3) Ux-1) =y 3 X+1
6.2. Determinemos a abcissa do ponto onde a reta értengo 2 1
L e Yy=—Xt+tl-— o y=—-X+—
grafico def. 3 3
f(x)=2< i=2 -z 2=0+ Portanto ——x+} ¢ a equacio reduzida da reta
x+1 x+1 Y= 3 quae
_ 2= 2(x+1) 0 L 2TéXZ2 o T&X_ tangente ao grafico deque tem declive —1.
x+1 X+1 x+1 2 ' "
2-2(x+ -2 - 8.1. f'(x)=| ——+2x-3| =—=+2
2ol 2ezca JRICH RS
x+1 Xx+1
— ' — _X — X _ —
o 72X 20 —2x=00x+ 1% 0o n f(x)=0=-2+2=0=>=2-x=4
X+1
= Xx=00x#-1 < x=0
Essa abcissa 8=0 X |- 4 +0o
Logo, y~- f(0) = f'(0)(x~ 0) é uma equagao da reta £ . 0 _
pedida.
Temos quef (0)=2 e f'(0)=-2 f 4 1 N
y-2=-2(x-0) = y=-X+ 2 Méx.

y =-2x+2 é a equacéo reduzida da reta tangente ao grafico

Intervalos de monotonia:
def no ponto de ordenada 2.

f é estritamente crescente e}mo , 4] e é estritamente

7.1. g(x) :()@_XZJ =2 - 2x decrescente e, +oo| .
3
Extremos:
g(x)=0= x*-2x=0= X(x- 2= 0= 2
e X=00X—-2=0< x=00x= 2 maximo absoluto:f (4) =- t2x4-3=1

Construindo um quadro, temos que: minimo absoluto: ndo tem

maximos relativos: f (4) =1

X | =00 0 2 +00 minimos relativos: ndo tem
oY — (w2 w3\ — oy _ au2
g . 0 B 0 . 82. m g (x)—(x x) =2x-3x
B g(X)=0- 2x-3*=0-
g / N / wx(2—3x)=0c» x=002- X= 0=
Max. Min. 2
= X=00x=—=
3
A fungéog € estritamente crescente ¢rw , 0] e em .
[2,+0c] e é estritamente decrescente [@m2] .

7.2. a) Como a reta tangente ao graficogde paralela ao eixo X | -0 0 2 +00
Ox, o seu declive é igual a zero. Assim, 3
g'(x)=0 < x=00x=2 g _ 0 + 0 ~
9(0)=0 gl N o] 2 2] N

27
9(2):§‘4:‘il Min Max
3 3 : :

As equacdes pedidas s§i0 e y = —g



Intervalos de monotonia:

. . 2
g ¢ estritamente decrescente gaw, 0] e em[5 ,+ 00[

. . 2
e e estritamente crescente ,5 .

Extremos:
maximo absoluto: ndo tem
minimo absoluto: ndo tem

inos aioss(2)-(3] - (3] -
maximos relativosg| = |=| = | -| = | =—
3 3 3 27
minimos relativosg(0) = 0
8.3. m H(x)=(4C+10¢+ 3+ ] = 128+ 28+ !
m W(x)=0= 12¢+ 20+ 3= 0=

(o -20%y20 - 4 1% 3 _ - 2e 256

2x12 24
-20+ 16 -20- 16D - 26- 16
< = = = X= <
24 24 24
= X= 3 Ox= i
2 6
3 1
X | —o0 - - +o0o
2 6
h + 0 - 0 +
11 41
h p——
/ 5 N c2 /
Max. Min.

3 2
(33 -
2 2 2 2 2
3 2
()= d-5) o) {-g
6 6 6 6 54
Intervalos de monotonia:

. . 3
f é estritamente crescente e:lW , —E:| eem

1 . . 3 1
—E ,+oo| e é estritamente decrescente |err-, ——

Extremos:
Maximo absoluto: ndo existe
Minimo absoluto: ndo existe

Maximos relativos:h(—g) = 131

Minimos relativos: h[—é} =ii
84. m j(x) =(x3+3x+ 2)2 =32+3
B j(X)=0= 3¢+3=0 xX*=-1=
- xO0O, pois, OxOR, x*=0.
Como, OxOR, j'(x) >0, entdo a fungapé estritamente

crescente enR e ndo tem extremos.

r

4
85 m p’(x)=(—2+x—§] =X +1

8.6.

4.4. Aplicacbes das derivadas ao estudo de funcdes

m pP(X)=0e X +1=0e X*=1e x=Y1e= x=1

X —00 1 +00
p' + 0 -
1
p =
/ 2 N
Méx.

Intervalos de monotonia:
p é estritamente crescente e}mo 1] e é estritamente

decrescente erii + oo[ .

Extremos:

4

Maximo absoluto:p(1) = L1t
4 2 4

Minimo absoluto: ndo existe

Maximos relativos: ndo existe

Minimos relativosp(1) =%
n r(x)=(V2x VIR = 3/ V1= d ¥ -
m r'(x)=0- 3/2¢-3/2= 0= x2:$ -

e X=le x=-10x=1

X | —o0 -1 1 +00

r' + 0 - 0 +

r / 22 N[22 S
Max. Min.

() =VEX(- 1 NTB(-}= 2 A2
Intervalos de monotonia:
r é estritamente crescente dmo , ~1] e em[1,+o[ e
é estritamente decrescente pri, 1]
Extremos:
maximo relativo:r (-1) = 22

minimo absoluto: ndo tem
maximos absoluto: ndo tem
minimos relativos:r (1) = -2y/2

9.1 = f'(x)=(x2+2)' =2

m f'(x)=0= 2x=0= x=0

X | =2 0 2

f' | nd. - 0 + +

f | nd. N 2 / 6

Min. Méx.

Intervalos de monotonia:
f é estritamente decrescente ]}Fﬁ , O] e é estritamente

crescente enf0, 2] .



Extremos:
Maximo absoluto:f (2)

=6
Minimo absoluto:f (0) = 2
Maximos relativos:f (2) = 6
Minimos relativos:f (0) = 2
9.2. m g(x)=(x-2x-1) = 3¢- &
B g(x)=0< 3*-4=0< x(X- 4= 0~
= X=00X-4=0=

«:»x=0|:|x=ﬂ
3
X |[-1 0 4 3
3
g |+ + 0 - 0 + |nd
59
- 1 -== d.
g|-4| / N\ >7 /' |n

Min. Max. Min.
(- 2-9" - 1=-4

o(5)-(5) A3 =2

Intervalos de monotonia:

«
—
I
=
I

g é estritamente crescente ¢ri, 0] e em E , 3{ eé

estritamente decrescente %ﬁnﬂ .

Extremos:
Méaximo absoluto: ndo existe
Minimo absoluto:-4
Maximos relativos: g(0) =1

Minimos relativos:g[ﬂ) =59
3 27
93. = h’(x):[(x+1)3—x3}'_(x3)' =3(x+1°(x+1 -3¢ =
=3(x+1)° -3¢ =+ x+ }- 32 =
=3x%+6x+3- X*= &+ 3
m h(x)=0< 6x+3=0< x:—%

X -1 —1 +00
2
n n.d. - 0 +
1
f d =.
n N 2 /
Min.

4.4. Aplicacbes das derivadas ao estudo de funcdes

Intervalos de monotonia:

. . 1 ,
h é estritamente decrescente}a«‘m,—g} eé

. 1
estritamente crescente ma , ool .

Extremos:
maximo absoluto: ndo existe
minimo absolutoh(—l) = 1
2) 4
maximos relativos: néo existe
minimos relativosh[—}j = 1
2) 4
94 J(0)=[(3-0x] =(3¢-x) = o= 3¢
m j(X)=0< 6x-3=0- 3x(2-x)= 0-
= 3X=002-x=0=

= Xx=00x=2

X | —o0 0 2
i’ - 0 + 0
j N 0 Va 4

Min. Max.
Intervalos de monotonia:
j € estritamente decrescente #-mo , O] e é estritamente

crescente enf0, 2] .

Extremos:
Maximo absoluto: néo existe
Minimo absoluto:j (0) =0
Maximos relativos:j(2) =(3-2)x Z = 4
Minimos relativos:j (0) = 0
10.1.f é positiva em]-3, ] e ¢é negativa enrco, ~J O ]1,+ oo
10.2. A fungaof é quadratica pelo que pode ser definida pela

expressao:
f(x)=a(x-x)(x=%,), comoalR\{0} e x e x, sédo

0s zeros dé
Assim, f (x) =a(x+3)(x~1), pois -3 e 1 s&o os zerosfde

Por outro lado, o pont€ (0, 3) pertence ao gréafico de
f(0)=3< a(0+3(0-3= 3= -8= 3-a=-:

Logo, f(x)=-(x+3)(x-1), ou seja,f (x) =-x*-2x+3,
portanto, f'(x) =0 = -2x-2= 0« x=-1.

Como f'(x)>0,0x0]~~ ,~1 e

f'(x)<0,0x0]~1,+ o[ , entdo f (-1) é o maximo
absoluto dé.

f(-1)=-(-)°-2(-9+ 3= 4

O méximo absoluto é 4.

10.3. f(x)=g'(x) ecomo,DxD{O,ﬂ, f(x)>0, entdo

DXD[O,%}, g'(x)>0.



11.

12.1.

12.2.

12.3.

Logo, a funcag é estritamente crescente %ﬁl%} , pelo

que a proposicap é falsa.

Afuncdo g’ é nulaem -4 e em 1, negativa ¢m4| e é
positiva em|-6,-4 e em]-4,1 , pelo que, a fungapé
estritamente crescente 6,1 e ¢ estritamente
decrescente erfi, 4] .

g tem um maximo relativo e =1 e tem um minimo
absoluto emx=4.
A fungaoh é continua enR \{0} pois é definida pelo

quociente de duas fungdes continuas: ambas pokmmmi
2
. . . X -4 -4
Assim, lim h(x) = lim = =-w
x- 0" x-0" X 0

2_ -
e lim h(x) = lim X —%="4=
X-0" X-0 X O

+o0o

Portanto, a reta de equacg&a 0 € a Unica assintota vertical

ao grafico de.

2 _ 2 _
h(x)=-3 - X -4 X

=-3 =
X X
X +4+3X

X

s T4 -4
2x1 -
:_3+5Dx:_3_5
2 2
= x=10x=-4
Logo, S={-4.3 .

4+ 3=0e

0~ X*+3x-4=00x#% 0=

<

= X=

=3

<

1

R RCRCRIACE
()

2
s H(x)=0- 1+%:oa X+

e X*+4=00x*#0<
- x*=-40x2 0+~ xO0 , pois
OxOR, x2 2 00x* 2 0, significa que a fungad’ ndo

tem zeros.

Como h'(x) :1+i2, temos que[Ix OR \{0} ,1+i2 >0,
X X

pelo que, a funcgélo é estritamente crescente c}m»o , O[ e

em |0, +[ e n&o tem extremos.

13.1.m f'(x):(zxj =

X+1

(2x) (x+2) - 2x(x+7 _

(x+2y
_2(x+D)-2x _2x+2- 2 _
(x+2)  (x+D)

_ 2
(x+2y

132.m

4.4. Aplicacbes das derivadas ao estudo de funcdes

2 .
OxOR\{-1} , ———— >0, ou seja,
5 oy J
OxOR\{-13}, f'(x) > 0, portanto, a fungabé

estritamente crescente g, —1 eem  |-1,+o

€ nao tem extremos.
’ (X2 +1)' 2 X
g' X = (\/m) = = =
() 2 +1 A/x+1 JxP+1

=0~ x=00

X
"(x)=0 o
00

= Xx=00xOR = x=0

xX*+1# 0w

X —00 0 +00
g - 0 +
g Ny 1 /

Min.

Intervalos de monotonia:

g é estritamente decrescente ]}m: , 0] e é estritamente

crescente em0, + oo .

Extremos:

13.3.m

134.m

Maximo absoluto: ndo existe
Minimo absolutog (0) =1

Maximos relativos: ndo existem
Minimos relativosg(0) =1

h’(x):( X—ZJ' :(X—Z)'(2x+;|)_(x_ 2+ 4

2x+1 (2x+1)*
_2x+1-(x-2)x2_2x+1-2%+4_ 5
(2x+ 2y (29" (2§
DxDR\{—l}, > > >0, ou seja,
2} (2x+1)

DXDR\{—%}, h(x)>0
Portanto, a funcab é estritamente crescente em

}00 ) —%[ eem }—% , +00[ e nao tem extremos.

r

aray | 2x _
”@_&r«f]_

(2x) (17 - (20 (-]

[a-0T
2(1-x)* - 4x(1-x) (- x) _
(1-x)°
2(1-x)* + 4x(1-x)
(1-x)°
(- )(21-0)+ 4]
(1-x)°
_2- 22X+ A X+ 2
1-x°  (1-x)°




4.4. Aplicacdes das derivadas ao estudo de fungbes

.y 2x+2 3 n
m j(x)=0< =0e X+2=00(Lx)#C
( ) (l_ X)3 ( ) E)/T\z >
= X=-101-x20= x=-10x#1 / \
32> (0w
< | 3 1 oo 6x-3*=0- x0[0,3.
Assim, D, =[0, 2|
J - 0 + nd| -1
14.2. Temos quef (1) =/6x 1- 3x* =/3.
. 1
|~ 5] 2 ] SEECE LY
Min. \/\3)_9_(\/:—3_9)(\/5_'_9)—(\/5)2_92—
Intervalos de monotonia:
j é estritamente decrescente gmr, ~1] e em ~ S(x/_3+ 9) ~ ?(x/_3+ E% _
|1+ € estritamente crescente ¢ri, 1 . 3-81 -78
Extremos: - J3+9 _ _x/§+ 9
Maximo absoluto: ndo existe —26 26
Minimo absoluto: ndo existe N e ' 6 - 6x
Maximos relativos: nao existem 143w f'(x) :( 6X_3X2) = ( ) =
: : 2/6x-3¢  A/e&- &
Minimos relativos:j (~1) = - a F(x)=0- 6-6x  _ 0.
, , 2/6x - 3¢
135.m p'(x):[3x+gj = (3x) +(9j =3- 9= - 6-6x=002/&- 3¢ # 0
X X X - x=10(x#00x# 2) = x=1
_3x*-9
==
2 _ X 0 1 0 2
n p(x)=0- X2 3¢-9=00x# 0
f' | nd. + 0 - n.d.
@X2=3DX¢0@(X=—\/§DX=\/_3)DX¢ 0 5
f 0 / 3 N 0
= X= _\/é Ox =\/§ Min. Max. Min.
X | -0 -3 0 NE] +00 Intervalos de monotonia:
, f é estritamente crescente ¢, 1] e é estritamente
p + 0 - n.d. - 0 +
decrescente efi, 2] .
P ZeB N a8 S Extremos:
Max. Min. Maximo absolutof (1) =+/3
_ 9 _ .
p(\/§) = 3\/—3+ﬁ =6/3 Minimo absolutof (0) = f (2) =0
9 Maximos relativos:f (1) =+/3
o(~5)=-3(3+ 2 =-/3 ®

Intervalos de monotonia:

P é estritamente crescente e}moo s —\/§j| eem

[\/é , oo[ e éestritamente decrescente em
|:—\/§ ,({e emJO \/§:|
Extremos:

Maximo absoluto: ndo existe
Minimo absoluto: ndo existe
Minimos relativos:p(\/é) =6/3
Maximos relativos:p(—x/g) =-6/3
14.1. D, ={xOR:6x-3x* > ¢
B 6x-3=0e X(2-X)= 0= %= @ 2x= 0=
= X=00x=2

Minimos relativosf (0) = f (2) = 0
2 _

x3 l:O

X +4
e x2-1=00x3+x20

= (x=-10x=2)0x(x*+1) # 0

- (x=-10x=12)0x# 0

= x=-10x=1

Como D;. =R*, 1 é o Unico zero dé’ .

151.m f'(x)=0<

<

X 0 1 +00

f' | n.d. - 0 +

foind| N\ f(1) /
Min.



15.2.

16.

Intervalos de monotonia:
f é estritamente decrescente }ﬁn]] e é estritamente

crescente er{11 L+ oo[ .

Extremos:
Méaximo absoluto: ndo existe
Minimo absolutof (1)

Maximos relativos: ndo existe
Minimos relativosf (1)

y-f(1)=f'(1(x-1); como f'(1) =0, temos que
y-1(1)=0(x-1,ousejay-f(1)=0< y=f(1).
Logo, y = f (1) é equagao reduzida da reta

© X (@ +a)-x(x2+4)
. f'(x):( X J:X(X ) X(? ) .
X" +4 (x2+4)
_XHA-XX2x _-X*+ 4
(x2+4)2 X" +4
2
n f(x)=0- A F=00 ¢+ 4= 00X + 42 O-
X +4
- (x=-20x=2)0x0OR -
o Xx=-20x=2
X | —co -2 2 +00
f! - 0 + 0 -
1 1
f N 2 / 2 N
Min Max.
-2

= _Zl, é minimo relativo dée

£(2)==2— =1 & maximo relativo de
2°+4 4

PortantoA(—Z,—lj e B(Z, 1)

4 4
1-(-})
4\ 4

O declive da ret&B € igual a42
Como a reta passa pelo poiademos que:
1\ _1
- == |==(x-(-2)) =
y [ 4) 5x=(-2)

o Y+t—==X+— o Yy=-—X
Y 4 8 4 Y 8

y+i=—;(x+2) -

Logo, y= % X € a equacdo reduzida da reta que passa pelos

pontosA e B.

Ficha para praticar 22

1.1.

Péags. 106 a40

a(0)=-4,9x G+ 36,7% 6 19,6 19,

A altura do projétil no instante em que foi lanc&db9,6 m.

1.2.

1.3.

1.4.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

4.4. Aplicacbes das derivadas ao estudo de funcdes

a(3)-a(0) _(-4.9xF+36,75 3 195 19,

3-0 3

_ 4,9 §; 36,75 3 6613 5 05

A velocidade média nos trés primeiros segundds@2m/s.
a(t)=(-,49%+ 36,76+ 19, =— 98+ 36,7
a(1)=-9,8x 1+ 36,75 26,9

A velocidade no instante=1 é 26,95 m/s.
36,75

a(t)=0« -9,8+ 36,75 0- t=

= t= 37.

A altura maxima é atingida quando a velocidadel&, ou
seja, no instant¢=3,75 .

a(3,75=-4,9% 3,75+ 36,76 3,7 196 88,50t

A altura maxima atingida pelo projétil foi, aproxadamente,

88,5 metros.

d(0) =0 - 19x O+ 48= 4¢

A distancia do pont® a origem no instante inicial é 48 cm.

d(s)- 82-19x8+48-(3- 1% 5 4
(8)-d(5) _ 9-( B .

8-5 3
A velocidade média do ponRno intervalo[5, § é

—-18 cmy/s.
”md(2+h)—d(2):
h-0 h

[(2+h)-19(2+h)+ 48[ 2- 1% 2 4B
:|h|E]‘(]) " =
i 4+4h+h*—38- 1N+ 48 4 38 4i_
_h|Er(|) H =

h?-15h _,h(h-15)

lim
0 h h-0 h
d(2+h)-d(2)

=i
he

=lim (h-15) = -15

lim

lim =d'(2), pelo que a velocidade no

instantet =2 é -15 cm/s.

d'(t)=(t? -1+ 49 = 2- 1¢
d'(t)=0 = 2-19= 0= t=%3
A velocidade é nula ao fimde 9,5 s.

Sejamx ey as medidas de comprimento, em cm, de cada um

dos catetos do triangulo.
A soma dos seus comprimentos é 40 cm, ou gefay = 40,

e portanto,y = 46 x.

Logo, a areaA, do tridngulo é dada por:
_ x(40-x) _ 40x-x?

T2 T2

w2y 2
A = 40)(7)( = 20X—x7 =20-Xx
2 2

A(0) = 20-x=0= x= 20

A

Temos, ainda, que
D, ={xOR:x>0040-x> ¢ ={xOR x> 00x< 4} =

=0. 49



4.1.

4.2.

5.1.

Assim:
X 0 20 70
A | n.d. + 0 - n.d.
A | n.d. Va N n.d.

Max.
A area é maxima para= 20, entdo,y =40- 20= 20
Cada cateto do triangulo que tem area maxima 2@den e
a hipotenusa med¢20” + 20° = 2@/ 2 cm.
Temos queP = 2+vy.
Por outro lado, sabemos que a area do jardimaé &ggu
400 n%, pelo que:
A=400< x-y=400- yzﬂ)

X

2x% + 400

Entdo,P = 2x+@, isto é,P =
X X

Portanto,P

2x° + 400 .
(x) ===————, como queriamos mostrar.
X

2, ! !
p'(x):[2x400] ~(20+-229) =222
X X X
P(x)=0< 2—4020:0@ 4—20: 2= x*= 200=
X X

= X=+4/200 = x=%106/2

Como x>0, temos quex =10y 2.

X 0 102 +00

P n.d. - 0 +

P n.d N\ /
Min.

Portanto, a funga® tem um minimo para<:10\/—2, e

400
= =20V2.
TV

Assim, as dimensdes que originaram 0 menor pevrséb:
x=10J2=14,1e y=20J2, dai que,
P=2x10V2+ 26/ 2= 49/ = 56,m

Area total do prisma = 2 Area da base + Areadate
=2x% + 4xy

Area total do prisma = 200, temos que:
2x% + 4xy = 200 x*+ Xy = 100-
100- x?

- 2xy=100-%* « y=
2X

Por outro lado:
Volume do prisma = Area da basealtura

_ .. [(100-x*) ___(100-x
SXOX| — | =xx| ——
2X 2

Y2 3
_100x - x —50x- X
2 2

3
Portanto,V (x) = 50x _X? , COMO queriamos mostrar.

4.4. Aplicacdes das derivadas ao estudo de fungbes

1

5.2. V'(x):(SOx—ng = 50- 2
2 2

7.1.

V'(x)=0 = 5o—§x2 =0

:§x2 =0 = §x2:50':»
2 2
- x2 =100
3
= X= LOOD)(:_ Eoc,
3 3
10J3 10/ 3
e X=——0Ox=-———
3 3
Como x>0, leO\/— .
3
X 0 710\/5 +00
3
V' n.d. + 0 -
\Y n.d. / max. N
Max.
. 10V3 .
Assim, € o0 valor dex para o qual o volume do prisma

€ maximo.

Area retanguloABCO] = OAx AB

Por outro lado, sabemos que o pdBfoertence ao grafico de
f.

Sejax a abcissa desse ponto, entdo, a sua ordenadal @ igu
9-x*.

Logo, OA=x e AB=9-x’.

Area retanguloABCO] = x = (9 - x2)

A(x)=x(9-x%).
A(X) =[x(9—x2)]’ =(9x- x3)' =9-3*
A(X)=0 = 9-3¢= 0=

= x2=3 = x=—-/30x=+3
Como0< x< 3, temos que<:\/:—3.

X | 0 J3 3

A |nd + 0 - n.d.

A | n.d. /' N n.d.
Max.

Logo, a area do retangulo é maximo para~/3.
ConsideranddQ como base do triangul®PQ], vem que

a altura correspondente é a ordenada do frda seja,
10x

x2+1

Como OQ = 2x, vem que a area do trianguldRQ] é

ox 10x
x> +1 ( 10 J 10
=X =
2 xX¥+1) x*+1



2

Logo, paraxOR*, tem-se A(x) = 10x

—— , Como queriamos
X“+1

mostrar.

X4 =[mx2 ] _

7.2.

X2 +1

(10) (¢ +9- 10¢(x"+ §
(1) )

_20x(x* +1) - 10¢( %)

ey

_ 206 + 20x~ 20¢ _

(¢ 1)
20x
(x2+1)2
A(x)>0, DxOR*

Logo, a funcad\ é estritamente crescente &k .

10¢°

2

=10

fm A = fim o7 =im S
Significa que quanto maior for a abcissa do p&hteaior
serd a area do trianguloiPQ] e para valores de
suficientemente grandes, a area deste triangudie ten
estabilizar no valor 10, sem contudo o atingir.

r

X2 7, 1 )
8. Tem-se quef'(x)= 3 X ko] =X - Tx+ 10

f'(x)=0 = x*-7x+10= 0=

7+.(-7)" - 4x 10
. -
Dx:E’m
2

= X=

_7+3

=

= x=50x=2
Logo, a abcissa d&é 2 e a abcissa @€ 5.

3

Como f (2) =2 _1y 2 +10x 2+—1: ¢, 0 pontoA tem
3 2 3

ordenada 9.

Entdo, a &rea do triangul@AC] é, portanto,5x o

=22,5.

9. SejaAC=6,AD=x eDC=y.
O triangulo PDC] é retangulo en, recorrendo ao teorema
de Pitagoras, temos que:
AC’=AD +DC’ = 62 =x2+ y?
« y?*=62-x%, comoy >0, vem quey =v36—x* .
A area do retangulo é igualAD x DC , ou seja,
AD xDC = XX y = xy/36— X
Portanto, a are@, do retanguloABCD], é dada em fungéo
dex por A(x) = xV36-x* .
Por outro lado, temos:
D, ={xOR:x>0036-x>¢ =] 0, §

10

4.4. Aplicacbes das derivadas ao estudo de funcdes

A'(x):(x\/36—x2)' =
:(x)' J36-x2 + x(x/36— xz)' =

(36-¢)
_ 2 -
=+36-X +x72 oo

=36 +x— X =
24/36-x2
2
=36-x -— 2=
\36-X°
(\/36—x2)—x2
\36-x?
_36- X% = x2 _
36-x2
36— 2¢

36— x*

36-2¢ _
J36-%
= 36— 2¢ =00y 36-x?# 0=
- x*=180(x# -60x# 6)
- x=3/20x=-3/2
ComoxD]O,G[,entao,XZS\/E

A(x)=0= 0o

Assim, temos que:

X | 0 32 6

A | nd. + 0 - n.d.

A | nd. / N n.d.
Max.

A rea é maxima para=3J2.
Sex=3V2 , entdo,y=,/36-(3/2) =18= 3/2

Portanto, o retangulo de area maxima que de psdesiver
numa circunferéncia de diametro 6 € um quadradadie

3/2.

10.1.Cc(4) = O'Lgf“
4+ 4

A concentracdo de medicamento no segundo doetiit® ao

de quatro horas ap6s ter administrado € igual2b1,6

miligramas por mililitro de sangue.

oy _(05+8&) _
10.2.C (t)—( yee j =

= C(4)=162¢

_(0.5+a) (4+t?)-(0,5- 8)( 4t?)

(4+0)
_8(4+t)° -(0,5+ 8)(2) _32+&*-t-16° _
S (e (e
_ 8P -t+32
(4+0)



~8(2~1+32_
(s
81> —t+32= 00)( 4+t?) # 0=

=

c(t)=0=

)

1+./(-1)* - 4x(-9 32
2x(-9)
t:li\/ﬁ .

-16
=1+JW25Dt= 1-+/ 1025
-16 -16

Como,t=0, temos que:

t= 1-+1025
-16

t= OtOR -

Jj

=t

=1,938

Assim, vem:
t=1,938h=1h+0,938 h

=1h + 0,938x 60 min

=1h +56,28 min
Portanto,t =1,983€ h = 1 h 56 min.
Como o medicamento foi administrado as 8 horawatzha,
a sua concentragdo no sangue do doente foi masidia 56
min.

Ficha de teste 11

L (fxg) (= (0xg(d+1()xg' ()
g()=1-1=0
o'(x)=(x-1) =1
g(1)=1
Portanto,(f xg) (1) = f'(1)x 0+ 3x 1= ¢
RespostafC)

2. f’(x):(\3/x3—3x)' =

Pags. 110 e 111

Ei,?’[(x3 —3x)2

x* -1

,3/(x3 —3x)2

Portanto:

22-1 3 3
f'(2)= = =—F=
( ) %/(23—3x 2)2 %/(8—6)2 \3/2
_ Y42 x3 =§/ﬂ5= 3 3x 2_

E/ng/? 4 4

_3x 22 _ 2
4 2
Resposta(D)

11

6.1.

7.1.

7.2.

4.4. Aplicacbes das derivadas ao estudo de funcdes

A retar tem declive positivo.

f(3) <0, pelo quei<0.

(3

Logo, a reta ndo pode ter declive zeref,%—?)) e -1, pelo
que das opgdes apenég0) pode ser o declive da retga
que f (0)>0.

Resposta(D)

Tem-se quef (x) =x"*, donde f'(x) =a(a -1)x" .

Como do enunciado, se tem que o dominib&®& ", vem
que xOR*, pelo quex®2 é positivo.
Como, do enunciado, se tem q@él]0, 1 , vem quea é

positivo e quea —1 é negativo.

Portanto, o produtar(a —1)x“" é negativo.

Como, para qualquerpertencente ao dominio flese tem
f'(x) <0, a resposta correta é a opgao

RespostafA)
2

Temos que(ﬁj —-7® € um nimero real, portanto,
f'(x)=0.

Resposta(C)
A funcaof é continua enR pois é uma funcao polinomial,
em particular, é continua no intervdlb, 4] .

Por outro lado, temos quE (x) = (x3 -6Xx— 3)' =3%-6,
logof ¢ diferenciavel enR , ja que,OxOR, f'(x)OR ,
portanto f é diferenciavel enjl, 4 , pelo que satisfaz, no

intervalo [1, 4], as hipéteses do Teorema de lregga
Ent&o, existe pelo menos ueil]1, 4 tal que:

f'(c): f(4)_f(1)

4-1
f'(c)=3c*-6,f(4)=4-6< 4 3= 3
f(1)=r-6x1-3=-¢

Assim:

37-(-8
302—6:% = X?-6=15- 8%?= 2l- c?’= 7=
< c:—ﬁDC:ﬁ

Comocl]1,4 , temos quec=+7.

Uma equacéo da reta pedida é:

y=f(1)=1(3(x-7

Temos quef (1) =1 e f'(1) =0, pelo que:
y=f(Q)=1(9(x-19 -

= y-1=0(x-1) = y-1= 0=

= y=1

A equacdo reduzida da reta tangente ao grafiémdg@onto
de abcissax =1 é y=1.

Como o valor def'(l) é finito e como toda a fungdo com

derivada finita num ponto é continua nesse pomemos
concluir quéf é continua emx=1.



73, F(X)=0e X1 —0. x-1=002¢- &+ 3 (
2X°—3x+3
= X=1
X —00 1 +00
f! - 0 +
f Ny 1 /
Min.
Portanto, a fungabé estritamente decrescente ]z-ﬁ'p 1] e
é estritamente crescente ¢ +oof .
f(1) =1 é o minimo absoluto da fungio
x-1 '
74, g(X)=|——"— ] =
9(x) (2x2—3x+ 3)

(x-1) (2¢ -3+ ~(x-J(2¢~ 3+ § _
(2¢ -3+ 3
:2x2—3x+3—(x—:l)(4><— 3:

(2x2—3x+3)2

_ 273X+ 3- &+ K+ K- 3
(2x2—3x+3)2

_ —-2x% + 4x

(2x2—3x+3)2

g(x)=0 - —2x% + 4x —0-

(26 - 3x+ 3
o —2x2+4x=00(2¢ - &+ 3 # 0-
= 2x(-x+2)=00xOR =

= 2x=00-x+2=0- x=00x= 2

X | —oo 1 2 +00
g - 0 + 0 -
1 1
Min. Max.

A funcéog é estritamente decrescente ]}m) , O] eem

[2,+0] e é estritamente crescente fin 2] .

g(0)= —% € minimo relativo

9(2) :é é maximo relativo

12

8.

9.1.

9.2.

9.3.

4.4. Aplicacbes das derivadas ao estudo de funcdes

f'(x)= (x3 + 2)' =3x?
OxOR, f'(x)2 0, pelo quef € estritamente crescente em
R, logo f (0) n&o é extremo relativo da funcéio

Portanto, a proposicgné falsa.

Temos que 500 metros sdo 5 centenas de metrostiaatp,
d(t)=5- % =s5..
t+4
P ﬂ -5=0
t+4
10t-5(t+4) _
t+4
_ 106-8-20_ 0
t+4
- 5t-20_ 0
t+4
= 5t-20=00t+ 4% C
t=40t2-4-1t=4
Portanto, ao fim de 4 minutos o Artur encontra&&0
metros do ponto de estd a sua namorada.

(2,

(o) (t+4)-10(t+ 4 _
(haf

10(t+4)-1a _

(tva)
_10t+40-10 _ 40
(e (1)
5= 40
40

G5+ 4
156,25

0,256x 100= 25,
A velocidade no instante=8,5 min é de 25,6 m/min.

0o

=

d (8

=0,256

=]
lim d(t) = fim 22 =
t - 400 tﬁ+oot+4

Logo,tlim d (t) =10, o que significa que com o decorrer do

:!im 1 =10

ot

tempo a distancia do Artur & namorada tende aikstatem
1000 m.



