2 Limites e derivadas

Atividade de diagnéstico

pigs 32 s()=rx
Ll p(1)=0< =41-5=0 < t=-101=5 \ 3 3
1 — Y — 57! — _7
A distancia a origem é nula no instante 1 =55 . 8 (x)—(x ZJ - : - :
p(2)=p(0) _9-(=5)__4__ 1
1.2. o T, T2 33. h(x)=—
3
A velocidade média do ponto P entre os instantes =0 e *
1=2 é-2cms. C ooy 2 5
. 1 -3 2 -5 2
1.3. p'(l‘)ZZt—4; p'(0)2—4 h(x):[z} :(x 3} :—gx 3 :—gx 3
3
A velocidade do ponto P no instante inicial é — 4 cm/s. ) 2)6
14. p'(2)=2x2-4=0 34. i(x)=3x -5Jx
—n2 _ 85— " _ " o 1 _ _i
P(z)_.2 4x2. 5=-9 . - l(x)—(3x2) (5\/;) =6x SXﬁ—&c 2\/;
A velocidade no instante =2 é 0 cm/s e a distancia do
ponto P a origem é 9 cm. Pag. 7
21 f(x)=x+Vx 41, f(x)=vx+3
' 1
=(+2) + \/_ =dx+—— ! =(+/ = !
f'(x) (x) (x) xzﬁ f(x)(x+3) INITE)
_ x-1
2.2. g(x)—{/;+x 4.2. g(x): —

_L 1
= X +1= _47x3+1=1_4x3 - X - 1
4 1 4x* 4x? ) x-1 sz\/L_l
4x3 X X
1
23. h(@:%m2 43 h(x) ==k
X X
"3 3 ' , , ' 1’)(3\/;_1 3\/; ]
=) )=[oe) ol AL
(] N by o
1 33/;X\3/?—x —3)(#
b W e 0 31
= /o *2x= I +2x= ox  2Jx  2Jxx9x 2Vx
1 1
_3x-x _ 2x 2 -+
_33x4 +2x= 3)C%/;+2)C—E+2x 6)6\/; 2\/;

51. f(x)=x"-x-10; D, =R
f'(x)=2x-1:D, =R

24, i(x)=2x+3x

i'(x) _ (2%/;)' + (5 E )’ =0 xx+ 2(%/;)' + (X3 )' _ f¢é continua e diferencidvel em R , pelo que é continua em
55 ( xa)“ [—3, O] e diferenciavel em ]—3, 0[ .
Entdo, pelo Teorema de Lagrange:
—ox 1 + 3x? _ 2 + 3x° _ f(O) ~ f(—3)
W s R s e0]-3, o : £'(c) :W
2 3
= +
e sy f,(c)=M©2C_1:—1o—2
2 0-(-3)
31 f(x)=x> e 2c-l=-4 = 2c=-3 =
' 3
22 2 1 - c=—=
f%a=[ s]:-ixs‘:-ixs ==



5.2. g(x)=\/m ; Dg :[1, +oo[
g'(JC)=#\/Tl : D, :]1, +oo[

g é continua em [l, +00[ e diferenciavel em ]1, +00[ .

Logo, g é continua em [2, 5] e diferenciavel em ]2, 5[ .

Entéo, pelo Teorema de Lagrange:
_s(5)-2(2)
5-2
ooy 8(5)-2(2) 1 _2-1 1
¢'(<) 5-2 2\e-1 3 2\e—
= 2e-1=3= 4(c-

02, 5[: &'(c)

1
[SSEE

= 4c-4=9 = 4¢c=13 = c=E
4
Verificacao:
! 2% - %:% Verdadeira
2 g—l
4
61 f(x)=x'-x:D,=R
f'(x)=3x2—1;Df,=R
f(x)=0=3x-1=0 = 3’ =1 x _%

NEE)
=——[Ox=—
3 3

X —o00 _ﬁ ﬁ + 00
3 3
f' + 0 - 0 +
f 7 \ 2
. 3
f € estritamente crescente em :I—OO, —3} eem

{\/g, +°0|: e estritamente decrescente em {— 3
6.2. g(x) =x*-3x—-4; D, =R

g'(x)=2x—3 ; D, =R

g'(x)=0 = 2x-3=0 = x=%

3
—00 = +00
* 2
g - 0 +
g N 7

P 3 .
g é estritamente decrescente em }—00, 5 e estritamente

3
crescente em {5, +oo| |

x (x-1)

-x* +x? ; D, =R

7.1, f(x

)=-
fx)=

'(x):—3x +2x; D, =R
I

x)=0 e 3x"+2x=0 = x(-3x+2)=0 <

= x=00-3x+2=0 = x=0Dx=§

2.1. Limites e continuidade

2
[ee] 0 5 + 00
I — 0 + 0 —
7 N 0 PR I BN
27
Min. Maix.

3 2
2 2 2 8 4_ 4
0)=0 e — === +|-| =——+—-—=—
10=0 < AT =
f¢é estritamente decrescente em ]—00, 0] eem [%, +00[

. 2
e estritamente crescente em [0, 3l

ftem um minimo relativo igual a 0 para x=0 e um

o . 4 2
maximo relativo igual a — para ng.
x4
7.2. g(x) ?—Zx D, =R
g'(x)=2x3 -2:D,=R

&

g'(x)=0 =2 -2=0e x'=1< x=1

X —00 1 +o00
g - 0 +
3
N -= 2
g 2
1 1 3

g(]):E—ZX]:E—Z:—E

g € estritamente decrescente em ]—00, l] e estritamente

crescente em [1, +00[ .

g tem um minimo relativo (e absoluto) igual a —% para

x=1.

Atividade inicial 1

V3 ﬁ}
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1.1. u, =2+l ; v,l=3—ﬂ
n n
u,<v, = 2+l<3—i - l+ﬂs1 = éSl = n25

n n n n n
1.2. a) Paratodo o nimeroreal d >0 existe uma ordem
pON tal que: 0nON, n=p=|u, -2/ <

0, ~2<4] -

1<5@1<5@
n n

2+7 21<0 =

s no>1 = }1>i
o

. . 1
Sendo p um ndmero natural maior que r tem-se que

OnON, n= p:\un —2\ <J,ouseja, limu, =2.
b) Para todo o nimero real d >0 existe uma ordem
pON tal que: OnON, n= p=|v, -3/<Jd

v, =3[<d = 3-=-3<d =

4

o [——

n

<0 = ﬁ<5.:. no>4 - n>i
n o

Sendo p um nimero natural maior que — , tem-se que

On0ON, anz‘vn —3‘ <J ,ouseja, limy, =3.



2.1. Limites e continuidade

2.1, u,=3n+15;v,=n+5 +2Y" "
4. 1im£3" 2] =1im(3+3j
u,<v, = 3n+15<sn’ +5 < n*-3n-1020 = n=5 n n
Calculo auxiliar: n
3 Para nON: g>0w3+g>3w 3+g >3"
~ ~(=3) £ y(=3) —4x1x(~10) n n n
n=-3n-10=0 < n= By o
< n="20n=5 ’ . Como lim3" =+ ¢ (3+2J >3" On0ON, entio:
2. - 5 n
2.2. a) limu, =1lim(3n+15)=3x(+e)+15=+co 7Y
2 lim[3+fj =+o0
b) limy, =lim(n’ +5)=(+0)" +5=+c n
Pag. 10 Pag. 12
ntl on g 5.1. Para nON: sin’n<l o sin*n—-n*<l-n’
Ll u, = n SV = n+10 Como sin*n-n*<1-n’ e lim(l—nz)z—oo , entdo
U<y o Lﬂg 2n_ _n¥l_ 2n <0 = lim(sinzn—nz):—OO.
e n n+l0 n  n+l10
(n+1)(n+10)—2n2 5.2. On0ON,cosn<l — —-cosn=-1
- n(n+10) =T n®—cosn=n’ -1
2 2 3 _ 3 _
_n +10n+n+10-2n <0 Como DnDN,l—n<0,ent€10:n7C05nsn 1
n(n+10) 2 —-n l_n
n(n+10)>0 2 2
= n*+10n+n+10-2n"<0 = Atendendo a que:
—n? - n? - _ - 3 3
= —n"+1ln+10<0 = n~ —11n—-10=0 lim ZIimn—Zlim(—nz):—oo
= n212 L -n
Calculo auxiliar: 2
2 _ 3
n”=11n-10=0 = n:_(_]l)t (_]l)]_4X]X( l()) - entao: limnlicosnz—oo
2%
=>n=-0,80n=118 + N 5 .
1.2. Para n=12, u,<v,. -/ 6. limu,=+o00 ;v <-n-u,
Pelo teorema de comparagio de sucessdes, limu, <limv, . lim(_n_”n) =——00 —(+oo) =—00—00=—00
Pae. 11 Como v, <-n-u, € lim(—n—un):—oc),entéo
ag.
2.1. Para nIN: limvy, = -0 .
cosn<l < —cosn=-1 < 2n—cosn=2n-1
Como 2n—cosn=2n-1¢e lim(2n—1):+oo , entdo Pag. 13
1 cosn
lim(2n—cosn)=+oo. 7.1. Para nON: —-1<cosn<l < —;S . S;
2.2. On0ON,cos’n=0. . 1 (1
lim| —— |=0 e lim| — [=0
10 . n n
Para n—? >0, ouseja, para n=4.
Pelo teorema das sucessdes enquadradas: lim <2 =
n* +cos’ n - n* n
10 10 cos(3n
”_? ”_? 7.2. Para nON: —15005(311)51@ —LS ( )SL
n+l n+l n+l
2 2
fim=7g =lim=" =limn =-+o lim| ~——]=0 ¢ lim—— =0
n—— n+l n+l
3
cos(3n
n’ +cos’ n n’ On=4 Pelo teorema das sucessdes enquadradas limL =0
U U n+l
3 3 . 1 sin(2n) 1
2 2 4 o’ 7.3. Para nON: —ISsm(Zn)Slw——Sis—
lim =400 = mA—B o io 2n~  2n  2n
_lo _10 1 1
" 3 " 3 lim| — |=0 e lim—=0
. 2n 2n
3.  limu, =-o ;v 23n-2u,
sin(2n
lim(3n - 2un) = lim(3n) —1im(2un) = Pelo teorema das sucessdes enquadradas: limg =0
n

=3x(+oo)—2x(—oo)= +00+00 =+00

Como v, 23n—2u, ,com n=1000 , entdo limvy, =+ .



. sin® (3n+1) 1
7.4. Para nON: 0<sin’(3n+1)<1 = 0s———~<—
n n 9.2,
lim0=0 e lileO
n
Pelo teorema das sucessdes enquadradas:
sin’ (3n+1
L
n
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8.1. Para nON: —lSsin(Zn)Sl
—l+3n£sin(2n)+3nsl+3n
~1+3n _sin(2n)+3n _1+3n
< <
n+l n+l n+l
im0 2 im0 =3 e fim =3
n+l n n+l
Pelo teorema das sucessdes enquadradas:
. sin(2n)+3n
lim————=
n+l
8.2. Para nON: 0<sin’n<l1
-1<-sin*n<0
-l+n<n-sin*n<n 10.
-l+n_n-sinn_ n
< <
3n+1 3n+l 3n+1
. —l+n_.. n _1 . n _1
lim =lim—=— e lim =—
3n+1 3n 3 3n+l1 3
Pelo teorema das sucessdes enquadradas:
. n-sin’n _1 11.1.
lim——=—
3n+1 3
8.3. Para nON: -1<cosn<l1
—1+4n®> <cosn+4n®> <1+4n*
-1+4n’ < cosn +4n* - 1+4n°
2 +n 2P +n  2n+n
-1+ 2 2 + 2
lim e —fim 22 e fim =2
2n” +n 2n 2n” +n 1.2
Pelo teorema das sucessdes enquadradas: -
+ 2
limcosn2 4n —»
2n” +n
0.1 ParanON: 221222 D11 113.
4n 4n 4n 2 4n
0<i<iooct<l o lologn
n n 4 4 4n
A v ot 1t 1
22 M 2T A w2 12.1.
1 2n-1_ 1 1Y
< - - -
4  4n 4 2
lim[lj =0e lim[lj =0
4 2
Pelo teorema das sucessdes enquadradas: 12.2

2.1. Limites e continuidade

13
n-4 _1_ 3 _1_ 13
3n+1 3 3n+l 3 9n+3

nz2le9n29 <« 9n+329+3 =
=9n+3212 = 0<

13 13
< —

o ——

127 9n+3
1 _13_1_ 13

<0 =

-4 1
<

_3
47 3n+1 3

Para nz4: 0s - <1 @05("_4
3n+l 3 3n+1

lim0=0e 1im(%) =0

Pelo teorema das sucessdes enquadradas:

1im(n_4j =0
3n+1

312

<1 S
31273 9n+3 3

J<6)

0<tcrcn<o4tensr = £/§<n/2+1sd§
n n n

lim%2 =1e lim43 =1

Pelo teorema das sucessdes enquadradas:

limgl2+1 =1
n

Para xD]R\{O} :

1 1 1 1
cos’| — 20=»—+cosz(—j2—
(sz X X2 X2

1 ~
Como hm— — =+ , entdo:
=0xr 0

. 1 o 1
lim| — +cos”| — || =+
-0l x X

cosx<1l = —cosx=2-1 = —3x—cosx=>

Pag. 15

-3x-1

Como lim (—3x—1) = —3><(—00) —1=+o0 , entdo:

X

lim (—3x —cosx) =+

X - —00
sinx=21 e x+sinx>1+x

Como lim (1 +x) =+ ,entdo lim (x+
X - +oo X - +oo

sinx) =+oo .

nm(zn _lj =0
4n

OxOR, f(x)sx*=30f(x)2-x" +4x~
lim(x* =3)=1-3=-2

lim(—x2 +4x—5):—1+4—5:—2

x-1

Pag. 16
5

Pelo teorema das fun¢des enquadradas: lirrll f (x) =-2

1 1
-1<cos—<1 « —x* <x*cos—<x*
X X

lim(-x*)=0 e lim(x*) =0

x-0 x-0

Pelo teorema das fungdes enquadradas: lirr(}[xA cos lj =0

X



12.3. -1<sinx<1 = —% S%smxsi4
X" x X
1 1
tim [~ =0e tim d=0 -
Pelo teorema das funcdes enquadradas: lim (% sin xj =0
Xl x
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13.1. f(x)=x’+2x"-x-4;D, =R
A funcdo f ¢ continua em R por se tratar de uma fungao
polinomial e, portanto, € continua no intervalo [2, 3]c R.
f(2)=2"+2x2°-2-4=10
f(3)=3"+2x3*-3-4=38
F(2)<20<£(3)
Como f'¢ continua em [2, 3] e f(2) <20< f(3) ,
podemos concluir, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, que
existe pelo menos um xl]]2, 3[ tal que f(x) =20.
13.2. A funcdo f¢é continua em R pelo que é continua em [1, 2] .
f()=1+2-1-4=-2
f(2)=2"+2x2°-2-4=10
7% r(2)<0
Como f¢é continua em [1, 2] e f(l) x f(2) <0 , podemos
concluir, pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy,
que ftem pelo menos um zero no intervalo ]1, 2[ .
14. f(a)=g(b) ef(b)=2(a)

fe g sdo fungdes continuas em [a, b].
Seja h a funcdo definida por h(x) = f(x) -g (x) .

h é continua em [a, b] por ser a diferenca de funcgdes
continuas nesse intervalo.

h(a)=1(a)=g(a)=5(b)-5(a)

h(b)= £ (b) = g (b) = g (a) = 2 (b) = ~[2 (6) - ¢ (a)]

h(a)xh(b)<0

« Se h(a)xh(b) =0, entdo h(a) =0 ou h(b) =0 pelo
que Dcl][a, b]: h(c):O,sendo c=aouc=bh.

e Seh (a) X h(b) <0, pelo corolario do Teorema de
Bolzano-Cauchy, (cO]a, b[: h(c)=0

Logo, DZ‘D]LZ, b[: f(c) - g(c) =0, isto é, o grafico de

f— g interseta o eixo Ox pelo menos uma vez num ponto
cuja abcissa pertence ao intervalo [a, b].

15.1.

Pag. 19
f(x)=2x" —6x+1
Como f¢ continua em R, por se tratar de uma funcéo
polinomial, entdo é continua em [- 1, 2].
Pelo Teorema de Weierstrass, f admite, neste intervalo,
um maximo e um minimo absolutos.
f'(x)=4x-6

f(x)=0 = 4x-6=0 < x=%

15.2.

15.3.

2.1. Limites e continuidade

-1 3 2
2

f' - - 0 + +
7

9 N - 2 -3
f 2

f (—1) =9 ef(%J = —% sdo, respetivamente, 0 maximo e
0 minimo absolutos de fem [- 1, 2].

g(x) =2sinx—1

g ¢ uma func¢do continua em R (produto e soma de
fung¢des continuas em R). Logo, g € continua em [0, 2T[] .

Pelo Teorema de Weierstrass, g admite, neste intervalo,
um maximo e um minimo absolutos.

g'(x)ZZCosx
0o, 2] T
g'(x)=0 = 2cosx=0 = x:fszéT[
2 2
TU
X 0 = —TT 21
2
g' + + 0 - 0 + +
g -1 7 1 N -3 2 -1

s 3 ~ . o
g 5 =leg En =-3 sdo, respetivamente, 0 maximo e

o minimo absolutos de g em [0, 2T[] .

h(x)= {xz -3x

2x-6

sex<?2

sex>2

« Em[0, 2[ e em ]2, 3] /& é continua porque esta definida
por polinémios.
+ Noponto x=2:
limA(x)=1 7 =3x)=-2
fi (x) = lim (" =32)
Ahgl h(x) = )}151 (2x —6) =2 > ltlflzlh(x) =2
h(2)=2>-3x2=-2
h é continua no ponto 2 porque existe linzlh(x) .

h é continua em [0, 3] .

Sinal da derivada de h:
Para x<2: h'()c)=(x2 —3x)’ =2x-3
H(x)=0 < 2x-3=0 = x=%

Para x>2: h'(x)=2>0

0 3 2 3

X =
2

h' - - 0 + + +
9

h 0 N - 2 -2 2 0
4

Como h é continua em [O, 3] , independentemente da

existéncia de derivada no ponto 2, temos que 4 é

. 3 .
estritamente decrescente em [0, 5 e estritamente
3
crescente em E 3.

h(O) = h(3) =0e h[%} = —% sdo, respetivamente, o

maximo e o minimo absolutos de / no intervalo [0, 3].




2.1. Limites e continuidade

Atividades complementares 21.3. Para nON: —-1<sinn<le —1<cosn<l
Pag. 21

—2<sinn+cosn<?2
16. lima =+c0 ;b =22+a .
" > on " 2<smn+cosn<2

lim(2+an):2+(+oo):+oo ;_ n “n
Como b, =22+a, ,para n=10 , entdo limb, =+o0 . hm(_gj —0e limg -0
17.  limu, =+o n n
2 Pelo teorema das sucessdes enquadradas:
se n <1000 i
v =dn+1 limsmn+cosn:0
3u, se n 21000 "
limv, =lim(3u,) =3%(+0)=+o0 22.1. Como lim siné) =0, temos:
n
18. limy =-oco; u <l+vy
" " " (T 5 (T om_ 1
. lim| sinf —+—||=sin| —+0 |=sin—=—
lim(1+v,)=1+(-e) =~ 6 n 6 6 2
<1+ i +v )=- o li =-
Como u, <l+v, e hm(l v,l) o, entdo limu, =—o. 222. u, =2_l_l_ _ l,,
1 2 4 2
. - se n<200 n
19. lima,=- ;b ={n u=2-%(1
2a, sen>200 ! =\2
limb, =lim(2a,) =2x(~) =~ 4 4 1Y
limu, =lim| 2-1+ 2 =2-1+0=1
. 2 sen<10 i .
20. hrnun =+o00 ; bn = n2 +1 Calculo auxiliar:
_3”11 sen=10 Z;/%‘ representa a soma de n termos de uma progressao geométrica (ax)
limb =1 — =-3x(+ =— o
mo, lm( 314”) 3 ( oo) ®© ., S de razdo /‘:% e a :%.

21.1. Para nON :

1 2 : n_( 1 \" 1 n 1 1_‘/i\\‘ I l_l‘%‘ 14 1 \
- - - (1) - o \2) _ \2) |
n 15 _1__1 I 2ia) T T
2n+1 2 2n+1 2 4n+2 2 2 2
1 1 23.1. Seja P(n) acondicioem N, talque n<u, .
n2le 4n24 = 4n+224+2 - 0< <S— e )
4n+2 6 . P(l) € verdadeira porque 1<u, = 1<1
- _l — 1 <0 o _l+lsl 1 <l . P(n)ﬁP(I’I'FI)
6 4n+2 6 2 2 4n+2 2
Hipétese: n<u,
11 1 1 t n Y (1) Tese:n+1<u,,,
- —<—— <— o | —| gl —] <| = »
3 2 2(2]’l+1) 2 3 2n+1 2 I’lSun:> (por hipétese)
1y 1y =2n<2u, = n+n<2u, = n<2u, —n=
hm(ij =0e hm(ij =0 =>n+l1< 214” +1—-n (da férmula de recorréncia)
Pelo teorema das sucessdes enquadradas: Logo, P (n) € hereditéria.
lim( n j" -0 Pelo principio de indugdo matemaética, P(n) ¢é universal.
2n+1 Assim, On0ON, n<u, .
21.2. u, = 1 -1 +..+ ! 23.2. limn =+oo
"ot +l nt+2 n+n )
Como u, 2n ,entdo limu, =+ .
un:i 21 k 5-2x
=nt 24.1. X)=
1 =3
Para todo nIN: nx— Su, SnX—— ©
n+n n+1 5-2x° .
lim f(x)z lim — = lim —— = lim (—2x)=
zl’l SMUS zi’l Xo—00 X = x +3X xo=e y X —00
n +n n +1 :—2x(—oo)=+00
lim—" hmiz=limf=+—:0 () .
nen n n « . L 5-2x N\ =2 .
lim f(x)= lim = im =22 = lim (—2x)=
. . n X+ ,\‘4.+oox2+3x X o+ X2 X400
lim—— =lim— =0
n +1 n :—2X(+oo)=—oo

Pelo teorema das sucessdes enquadradas: limu, =0.



24.2.

24.3.

25.1.

25.2.

OxORY,

g(x)= /(x)

x):—oo ,entdo lim g(x):—OO.

X oo

b lim £(x) = lim

a) xOR, g(x) f(x)

Como limf(x) —oo , entdo hm g( ) —00 .
b) OxOR, h(x)= £(x)
Como lim f(x)=+oo ,entdo lim h(x)=+00.

x-a® x-a

26.

27.1.

27.2.

28.1.

28.2.

29.1.

Pag. 22
Para x>0:
—1<cosx<l & —-1<—cosx<l e 1<2-cosx<3 =
l )>Ol X

@ls <] e —x——<x
3 2-cosx 3 2—-cosx

lim 1x =+ooe+21x, OxOR*
x—teol 3 2—-cosx 3

Logo, lim ———
x40 —COSX

=400,

f(x)=x —3sinx
—-1<sinx<1l = -3<-3sinx<3 =
o xX*=3<x*-3sinx<3+x% =

- x2—3sf()c)s3+x2
Como .1iIPw(x2_3):+°° e~ f(x)zx*-3,0x0OR,

podemos concluir que lim f (x) =+o0.

X +oo

lim (x2 —3) = (—

X =0

00)2—3:+oo

lim (3+x2):3+(—oo)2 =400

X =0

Pelo teorema das fun¢des enquadradas: lim f (x) =+o0

x Sf(x)SZxZ, OxOR

lim x* = +o0 ef(x)Zsz,DxD]R

Logo, lim f(x) =+o00,

¥ < f(x)<2x¢, IxOR

limx® =0 e lim(2x?) =0

x-0 x-0

Pelo teorema das fun¢des enquadradas: hrr(} f (x) =0

Paratodoo xR : sinx<1 « —x+sinx<—x+1

lim (—x+1)=—(+0)+1=-0

X+

OxOR,-x+sinx<-x+1 e lim (—x+l)=—°0

X too

Logo, Alir&(—x +sin x) ==-o00 .

29.2.

29.3.

30.1.

30.2.

30.3.

31.1.

31.2.

2.1. Limites e continuidade

Seja x>0.
—-1<cosx<1l e 2<2cosx<2 = 1<2cosx+3<5 =
x+1>0
" 1 <200sx+3S 5
x+1 x+1 x+1
hmi=—=06 hm—=i=0
x-to x+]  +o00 x-to x+1  +o00

Pelo teorema das fun¢des enquadradas:

. 2cosx+3

lim ———=

X +0o X'+l
. 1+x? . 1+x? 1
lim = lim S T =t
x-0 X x-0  x 0+
f(x)=x3+x—l

A funcio fé continua em R, por se tratar de uma fungio
polinomial. Logo, f¢é continua no intervalo [0, 1].

£(0)=0°+0-1=~

fA)=r+1-1=1

F0)xf(1)<0

Como f¢ continuaem [0, 1] e f(O)Xf(l) <0 , podemos

concluir, pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy,
que ftem pelo menos um zero no intervalo ]0, 1[. Logo,
tem pelo menos um zero no intervalo [0, 1].

g(x)=x3+3x—5

A funcdo g é continua em R pelo que é continua em [1, 2].
g(1)=r+3x1-5=-1

g(2)=2"+3x2-5=9

g(1)xg(2)<0

Como g é continuaem [1,2] e g (1) xg (2) <0, podemos

concluir, pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy,
que g tem pelo menos um zero no intervalo |1, 2[. Logo,
tem pelo menos um zero no intervalo [1, 2].

h(x) :l+xcos[%j

A funcdo & é continua em R por ser definida pela soma,
produto e composta de fun¢des continuas em R. Logo, / é
continua em [1, 2].

T
h(1)=1 —=1
() +cos2
h(2)=1+2cosm=1+2x(~1)=~1
h(1)xh(2)<0
Como & é continuaem [1, 2] e h(l) Xh(2) <0, podemos

concluir, pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy,
que & tem pelo menos um zero no intervalo ]1, 2[. Logo,
tem pelo menos um zero no intervalo [1, 2].

a) f(x)=-3x"—x+1; f(-1)=-3(-1)" - (-1) +1=-1
b) f(0)=-3x0*-0+1=1
)=-3%x2"-2+1=-49

A
c) (2
W f(-)<t<r(0)
Como f € continua em [~ 1, 0] e f(-1) <i < £(0),
podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy,

que DxD]—l, O[:f(x)Zf



32.1.

32.2.

32.3.

33.

34.1.

34.2.

34.3.

b) f(2)<-10<(0)
Como f¢é continua em [0, 2] e f(2)<-10< f(0),
podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy,
que Dxl]]O, 2[: f(x) =-10.

g(x) I sex<0

1+2x sex=0

=00x<0 = x0O0O

X—
g(x)=0|:|x20 = 1+2x=00x20 - xZ—%DxZO

= x00
A proposicdo ¢ falsa.

1
i =1i —
lim g (x) = lim 7 ——=—>

lim g (x)= lim (1+2x)=1
Como linog g (x) Z hrgl g(x) , do existe lirr(}g(x) .
Logo, g ndo é continua no ponto 0.

As alineas anteriores ndo contradizem o Teorema de

Bolzano-Cauchy porque g nio € continua em [—%, %} .

Seja f(x)=ayx" +ax"" +...+a, com n{mpar.

lim f(x)= )lirflm(aox") =g, X (+00)
lim f ()= Jim (a,x") = @y x(~2)

Se a,>0, lim f(x)=+ee lim f(x)=-oo

Se a,<0, lim f(x)=-coe lim f(x)=+co
Logo, como }:cominua e atendendo ao Teorema de

Bolzano-Cauchy, a fun¢do ndo passa de negativa a
positiva ou de positiva a negativa sem passar por 0.

g(1)=r(1)+3=-3+3=0

Afirmacédo verdadeira
g é continua em [1, 4] porque é o produto de duas fun¢des
continuas.

¢(1)=3% £ (1) =3x(-3) =9
§(4)=37(4)>0

g(1)xg(4)<0

Como g écontinuaem [1,4] e g (1) xXg (4) <0, podemos
concluir, pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy,
que g tem pelo menos um zero no intervalo |1, 4[. Logo,
tem pelo menos um zero no intervalo [1, 4].

Afirmacdo verdadeira

Como f(x);tO se x<1 ou x=4 temos que
F(x+3)#0 se x+2<1 ou x+324, ou seja,
f(x+3)¢0 se x<-1 ou x=1

Portanto, g (x) 20,0 D[l R 4] .

Afirmacéo falsa

2.1. Limites e continuidade

35. A func@o s € continua em [a, b] porque é o quociente de
duas fungdes continuas em [a, bl e g (x) # 0, qualquer
que seja xD[a,b] .
Pelo Teorema de Weierstrass, # admite em [a, b] um
minimo absoluto y, e um méximo absoluto y, .
Entdo, D, :h([a, b]) :[yo, y,] .
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36.  f(0)xf(3)<0
Se ffosse continua no intervalo [0, 3], pelo corolério do
Teorema de Bolzano-Cauchy, teria pelo menos um zero
no intervalo ]0, 3[.
Como neste intervalo a fungdo ndo admite zeros, a fungéo
ndo é continua.
37. fla)<g(a) e g(b)<f(b)
Seja h a funcdo definida por h(x) =f (x) -g (x) .
h é continua em [a, b] por ser a diferenca de func¢des
continuas nesse intervalo.
h(a) = f(a) -g (a) <0 porque f(a) < g(a) .
h(b) = f(b) —g(b) >0 porque g(b) < f(b) .
h(a)xh(b)<0
Pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos
concluir que:
kO]a, b[: h(k)=0 = kO]a, b[: f(k)-g(k)=0 =
< kO]a, o] : f(k)=g(k)
38.  f(x)=x-3x+k kOR
UkOR , a fungdo f¢é continua em [0, 1].
r(0)=k
F(1)=P=-3x1+k=-2+k
k(=2+k)<0 - k0OJo, 2
Se k D]O, 2[ , 0 Teorema de Bolzano-Cauchy garante que
ftem pelo menos um zero em ]0, 1.
39. f(x)=1 ; g()c)=2x2 tan x

Pretende-se mostrar que [t D}O, g[ f(c) =g (c) .
Seja h a funcido definida por h(x) = f(x) -8 (x) .
h é continua em [O, ;} por ser a diferenca de fungdes

continuas nesse intervalo.
h(0)=£(0)-g(0)=1-2x0°*xtan0=1>0

T (T2 (1) 2o T an ™=
h(ﬂ_f@ g@ : 2*(4] Ty
=1—2xix1=1—i<0
16 8

MO (Ej <0

4
Pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos
concluir que:

[m}o, ;{: h(c)=0, ou seja, Em}o, ;{:f(c):g(c)



40.1.

40.2.

41.

42.1.

42.2,

42.3.

43.1.

43.2.

44.1.

44.2.Como lim(1+n)=+ooe a,21+n Unl0N, lima, =+ .

g(x)=4x’ =17x" +17x-2

g(0)=-2; g(1)=4-17+17-2=2;
g(2)=4x8-17x4+17x2-2=4;
g(3)=4x27-17x9+17x3-2=4

g (x) ¢ um polinémio do terceiro grau pelo que tem, no

maximo, trés zeros. Atendendo a que g € uma funcio
continua em R e a alinea anterior, o Teorema de Bolzano-
-Cauchy garante a existéncia desses zeros nos intervalos
[0, 11, [1, 2] e [2, 3].

f@ﬁ={

Para se aplicar o Teorema de Bolzano-Cauchy, no

a’x* sex<?2
,com alR
(l—a)x sex>2

intervalo [0, 3], a func@o ftem de ser continua nesse
intervalo.
. _ 1 2.2\ _ 42 _
fim £ (x) = lim (") =4a =7 2)
)}1}? f(x) Z}irg[(l—a)x] :(l—a)XZ =2-2a

40> =2-2a = 4a° +2a-2=0 = 24" +a-1=0 =
—1+ f1-4x2x(-1)
e qg= e aga=—-10ag=—
2x2
A fungido fé continua em ]2, 5] porque é uma funcéo
racional e x—2¢0,DxD]2, 5].

1 1
S5)=——=—
f( ) 5-2 3
limf(x)=hm ! =i:+oo
x-2" ta2+x—2 O+

Logo, (k0[2,5]: f(c)>10™"*.

Como f¢é continua em ]c, 5] com ¢ I:I]2, 5] e

£(5) <10 < £(c) podemos concluir, pelo Teorema de
Bolzano-Cauchy, que [x0]2, 5[: f(x) =10".

Logo, DxD]Z, 5[: f(x) =10,

! |
u, =1+ >1,0n 0N 50
n n
. :1+}{(n—1)(n—2)><...><l: n-l n-2 1
! AXnx..xXn n n n
=1+(1—l)><[1—2}<...><151+l
n n n n
—_

<1 <1

Portanto, 1<u, <l+l, OnON.

n

liml=1e lim(1+lj=l
n

Pelo teorema das sucessoes enquadradas, limu, =1.

n
Atendendo a que Z "C, tem pelo menos duas parcelas,
p=0

n
-_— n -_— n n
a,=>."C,=1+n+"C,+..+"C, 21+n

p=0 >0

46.

47.

2.1. Limites e continuidade

<u <nx—"— OnON
n’+n n +1

=lim’= =1 lim—— =1

lim—;
n +n n n +

Pelo teorema das sucessdes enquadradas: limu, =1

V4 -x
s (x) =92x-8
x=2
« Nointervalo [- 1, 4] , fé continua porque esta definida
pela composta de duas func¢des continuas.
* Nointervalo J4, 6] , fé continua porque esta definida
por uma funcéo racional.
e Noponto x=4:

lim f(x)= 11@\/4—x =0

se —1<x<4

se4<x<6

. . 2x-8 .
fim / (x)= i = =0 = lim () =
2><4—8:

I4)==5

f¢é continua no ponto 4 porque existe lim f (x) .
x-4

fé continua no intervalo [- 1, 6].
Sinal da derivada de f':
Para -1<x<4:

rO-(A] - g

Para 4<x<6:
oy _[2x-8 '_
f(x)_(x—Zj -

=2(x—2)—(2x—8)=

(2x-8) (x-2)-(2x-8)(x-2) _
(x-2)°

2x-4-2x+8 _ 4

= >0
(x-2) (-2 (x-2)
X -1 4 6
f — - + +
1 JE N 0 7 1
Min. Max.

_2x6-8_4 _

)=4-(-1) =5 7(6 ==

Como f¢é continua em [- 1, 6], mdependentemente da
existéncia de derivada no ponto 4, temos que f'é
estritamente decrescente em [— 1, 4] e estritamente
crescente em [4, 6].

Maximo absoluto: /5 para x=-1

Minimo absoluto: 0 para x =4

Seja h a func@o: h(x) = f(x) —f[x+%}

D, ={x:xDDf Dx+%DD,}=[O,%} dado que

OSxSlIZIOSx+lSI = OS)CSID—%SJCSl =

[\

= 0<x<

N | = o

1 .
h é continuaem D, = [0, 5} por ser a diferenca de

fungGes continuas.



sendo x =0 ou le .
2
e Seh (0) X h[%) <0, entdo, pelo corolario do Teorema

de Bolzano-Cauchy, [k D}O, %[ : h(x)=0.

Em qualquer dos casos, podemos concluir que:

DCD[O, %}:f(x)zf[x+%)

Avaliacio 1

1.
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limu, =—c ;v >-u, ,0On0ON
lim(-u,) = (=) =+c
Se lim(—un):+ooe v, >-u,,UnON , entdo
limvy, =+ .

Resposta: (A)
u,=-n+cosn; cosn<l « —n+cosn<-n+l

lim(—n+1):—oo
Como —n+cosn<-n+1,0n0N e lim(—n+l):+00,
entdo limu, = lim(—n +cosn) =-o00.

Resposta: (B)
u,<w,<v, ,para n>100 e limu, =limv, =1

Pelo teorema das sucessoes enquadradas: limw, =1
Resposta: (C)
f()c)=x3 +x*+1
f¢é continua em R por se tratar de uma fung¢ao polinomial.
F(=2)=(=2)" +(=2)" +1=-3
F(=1)=(-1)" +(=1)" +1=1
f(=2)xr(-1)<0
Pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy,
eO]-2, =1[: f(c)=0
Resposta: (A)
30[2, 10] ; 40[2, 10]
Como a fungdo f ¢ decrescente no intervalo [2, 10] ,
F(3)=1(4)
Resposta: (D)
Se f(a)xf(b) >0 , entdo f(a) e f(b) sd30 ambos
positivos ou ambos negativos.
Como a fungdo f € monétonae f (a) e f (b) tém o

mesmo sinal, entdo f(a) < f(x) < f(b) ou

f(b) < f(x) < f(a) , g D[a, b] pelo que
f(x)#0,0x0[a,b].
Resposta: (D)

10

2.1. Limites e continuidade

Seja k=0 . Entdo, existe n[ON talquenépare n>k.
Logo, f(lJZ(—l)" xn=n>k.

n
Se n é par entdo n+1 ¢é impar pelo que:

1) ) == <k

n+1
Pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, atendendo a que f'¢é

1 1 1 1
continua em , —| eque — |<k<f|—|,
[HH n} K f(nﬂJ f[nj

podemos concluir que a equagdo f (x) =k tem pelo

menos uma solugdo em qualquer intervalo do tipo

} ! ,l[,com nON e n par.
n+l n

De forma anéloga se pode concluir que se k<0 e num
nuimero natural impar tal que —n <k , a equacdo

f (x) =k tem pelo menos uma solugdo em qualquer

. . 1 1
intervalo do tipo , —| .
n+l n

Portanto, a equacdo f (x) =k tem uma infinidade de

solugoes.
y

f

M

Resposta: (A)
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Seja i a fungdo definida por h(x) = f(x) -X.

h é continua em [0, 1] por ser a diferenca de duas fungoes
continuas nesse intervalo.

h(O) = f(O) -0= f(O) >0 porque f(O)I:I[O, 1] .

h(1)=f£(1)-1<0 porque f(1)0][0, 1].

h(0)xh(1)<0

« Se n(0)xA(1)=0,entio OaO[0, 1]: h(a)=0
sendo =0 ou a=1.

e Seh (O) Xh (1) <0, entdo pelo corolario do Teorema
de Bolzano-Cauchy, Ua D]O, l[: h(a) =0.

Em qualquer dos casos, podemos concluir que:
Do 0[0, 1]: £(a@)=0 - Oa D0, 1]: f(a)=a
O grafico de f¢é do tipo:

A

|
W\

Atendendo ao Teorema de Bolzano-Cauchy e a monotonia
da fungdo f:

9.1. aequacio f (x) =3 tem trés solucdes;



9.2.
9.3.

10.

11.

12.

13.1. u

13.2. u

13.3.

14.1.

aequacdo f (x) =0 tem duas solugdes;
aequacdo f (x) =-2 tem uma solugdo.

sin x

rx)=1s

; D, =R\{0} . Seja xOR".
L

-1<sinx<1l = —

T T O
X X X X X

lim (1—1J21—L=l—0=1

X+ x + 00

lim (1+lj=l+i=l+0=l

X too X + 00

Pelo teorema das fun¢des enquadradas: HIE, f (x) =1
limu, =+ ; v <l-u,

lim(1-u,)=1-(+0)=-w

Como v, <1-u,,para n=2100 e lim(l—un):—oo,entﬁo
limy, =—o0 .

lima, =-o ; b, 22-3a,
lim(2-3a,) =2-3% (o) =+c

Como b, 22-3a, e lim(2-3a,) =+ , limb, = +oo.
_ sin® (n+1)

. Para qualquer n[N :
n+l

n

sin® (n+1) 1

0<sin’(n+1)<1 < 0< L
n+l1

T+l

Iim0=0¢e limi=—=0
n+l +oo

Pelo teorema das sucessdes enquadradas: limu, =0

_ cos(Trn)

n

.Para nON:
n+

1 Ccos (nT[) 1

-1<cos(m)<1l = ——< <—
n+l n+l n+l

lim —L =0e lim L =0
n+l n+l

Pelo teorema de sucessdes enquadradas: limu, =0

n

U =2
k=

1 n <, < N

N sSu, s s

NP +k An’+n N +1
2 2 2

lim =hm\/ > 2\/hm > = \/hmz =1
\/n2+n n +n n +n n

2
=lim,|—— =1
n +1

UnON

n

Pelo teorema das sucessdes enquadradas: limu, =1

11

14.2.

14.3.

15.1.

15.2.

16.

17.

2.1. Limites e continuidade

OxOR", g(x)> f(x)

Como lim f(x =+o00 ,entdo lim g(x):+oo.

X oo X oo

OxOR™, h(x)< f(x)

Como lim f(x =-co ,entdo lim h(x)=—00.
_sin(Zx) ) _ B
7()="22 b =m(-1, g
g(x)< f(x)<h(x)
—lSSin(2x)Sl):>1 - <sin(2x)< ! Sex>1Lx +x>0.

X+x xX+x xXP+x
__ 1
Por exemplo: g(x)— Tax
Como 1iIIl g(x)ZO, hrp h(x)ZO e

g(x) < f(x) < h(x), EIxD]l, + oo[ , pelo teorema das

fungdes enquadradas: lim f (x) =0.

Seja fa funcdo definida por f(x)=x" +2x* —x-4.
f ¢ uma fun¢do polinomial. Logo, é continuaem R eem

particular em [1, 2].

F(A)=T+2x1>-1-4=-2
f(2)=2"+2x2°-2-4=10

r()xr(2)<o

Como f¢ continuaem [1, 2] e f(l) X f(2) <0 , podemos
concluir, pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy,

que ftem pelo menos um zero no intervalo ]1, 2[. Logo,
tem pelo menos um zero no intervalo [1, 2], isto é, a
equagio x’ +2x> —x—4=0 tem pelo menos uma solugio
nesse intervalo.

A funcio f ¢ continua em R por se tratar de uma fungéo
polinomial. Logo, é continua em [—2, —%} .

Pelo Teorema de Weierstrass, f admite, no intervalo

1 L. L.
[—2, _E , um maximo e um minimo absolutos.

f(x)=0 < 3x +2x-1=0 =

_ x:—u«/z -4x3x(-1) _ x:—le:l
2x3 3
X -2 -1 -%
f' + + 0 —
13
f -1 2 2 N 5
7(-2)=(2) +(=2) ~(=2) +1=-1
F1)=(1) + (1) = (1) +1=2

(
(
L As AE R

o minimo absolutos de fem [—2, —%} .



Atividade inicial 2

1.1.

1.2.

2.1.

2.2.

Psig.26

x> +4x
:(x+1)2 ;D/’:R\{_l}

f’(x) _ (x2 +4x)’ (x+ 1)2 —(x: -|2—4x)[(x+1)2 J’ _
(1)’ ]

(2x+4)(x+1) = (& +4x)x2x(x+1)
(x+1)4

(x+D)[(2x+4)(x+1)-2(x* +4x) |

/(%)

(x+1)4
(2x+4)(x+1)=2(x" + 4x)

(x-!—l)3
2% +2x+4x+4-2x" —8x  -2x+4
B (x—1)’  (x+1)
m:f’(O):4 e b:f(O):O
y=4x
g(x)=x3—x2 ; D, =R
g’(x)=3x2 -2x;D,=R
h: R>R

X _"3x" = 2x
W(x)=6x-2;D, =R
i:R>R

X\ 76x -2

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Pag. 27
fl(x)=6x"-2x+2; f"(x)=12x-2
—(-1)x2
e

4
X

Hw‘.\)

s _(1-2x) (1) -(1-20)(x+1) _
f( ) (x+1)z
_—2(x+1)—(1—2x)

- (x+1)

’

—2x—2—1+2x: 3
(x+1)2 (x+1)2

() = =) [E+)] 5eax(ae)

e [ (x+1)

6

3

(x+1)

f(x)=Ax" -1

_ (xz —1)’ _ 2x __ X
Wx -1 0¥ -1 V¥ -1
x'\x? -1 —x><(\/x2 —1)’

f"(x): (m)z =

/(%)

12

1.6.

2.2. Derivadas

- (x=1) (x+1) —(x}— 21)[(“ )] )
[(e+1)']
(x+1) —(x—1)x3x(x+1)’ _
(x-i—l)6
(x+1)2[(x+1)—(x—1)><3]:
(x-i—l)6
:x+1—(x—l)><3 _ x+1-3x+3 _ 2x+4
(x-i—l)4 (x+1)4 (x+1)4

P R 4 (eel) ‘(—fxz+4)[(x+ )]
[(x+1) }
_—2(X+1)4_(_2x+4)x4x(x+1)3 )
(x+1)8
:(x+1)3[—2(x+1)—(—2x+4)><4]:
(x-!—l)8
:—2(x+1)—(—2x+4)><4_
(x-!—l)5
_ —2x—-2+8x—-16 _ 6x—18 _ 6(x—3)
(x+1)5 (x+1)5 (x+1)5

F(x)=4(x-1)Vx—1=(4x-4)Jx-1
f(x)= (4x—4)’ Jx-1 +(4x—4)(m)' =

1 j—
2Vx -1
4x -4 2x-2
=4Jyx-1+ =4Jx-1+ =
20x -1 Vx-1
4(x—1)+2x—27 6x—6

V-1 x-

(6x6) Nx—1—(6x-6)(Vx—1) )
(Vx=1)

6v/x—1—(6x-6)x ! 6

x—1

:4\/ﬁ+(4x—4)x

I"(x)=

3x-3
6vVx—1———=

x-1
:6x—6—3x+3: 3x-3 _
(x-D)vx-1  (x—-1)vx-1

3(x-1) 3

(x=1Wx—1 a1

2.1.

Pig. 30
f(x)=3x"-x";D,=R; f'(x)=6x-3x" ; D, =R



2.2. Derivadas

f"(x)=6-6x;D,.=R O gréfico de f'tem a concavidade voltada para cima em
f"(x) =06-6x=0< x=1 }—oo, %{ e voltada para baixo em }%, +oo[ .
X —o0 1 + 00
]:," r 10 - Pig. 32
U a
3 i i 3.1 46 —ox D =R
O grafico de ftem concavidade voltada para cima em Ao f (x) 9 +0ox X b=

|-, [ e voltada para baixo em ]I, +oo[ .
2.2, f(x)=3x"+10x'+15x; D, =R
f(x)=15x" +30x* +15 ; D, =R

f'(x)=12x—36x3 ;D =R
f"(x)=12-108x" ; D,.=R

") = 10842 = 2 1 1,1
f"(x):60x3+60x;Df,:]R f (x)—0<:>12 108x" =0 x —9<:>x— 3vx—3
f"(x) =0 60x" +60x =0 60x(x* +1)=0< x |- L L +0

3 3
S 60x=0vx’+1=0& x=0 7" _ 0 + 0 _
X = 0 D f N 1 ) 1 N
f” 0 + P.I P.I
2 4
f n et f(—lJ:ﬂ+6x£—fj —9><£—1j =1
O grafico de ftem concavidade voltada para baixo em 39 3 3
-, 0] e voltada para cima em |0, +oof . f(l]_4+6><£1j2_9x(1)4_1
23. f(x)=x'-6x"+12x"-x; D, =R 39 3 3

O grafico de f'tem concavidade voltada para baixo em
f'(x)=4x"—18x* +24x—1; D, =R gr f vidade v p X

1 1 .
f"(x):Isz ~36x+24; D, =R }—00, —5{ eem }g, +00[ e voltada para cima em
f"(x):0<:>12x2 ~36x+24=0 @ xT-3r+2=0 }1 l{ Os pontos (—1 1) e (l 1) sdo pontos de

—(=3)£+/(-3)" —4x1x2 33l 3 3
o x= — = inflexdo do grafico de f.
2x1 32. f(x)=x'-2x+x;D, =R
Sx=lvx=2 !
| 1 B == f'(x)=3x"-4x+1; D, =R
1" + 0 - 0 + f"(x)=6x-4;D,=R
f ) N ) 5
O grafico de f'tem concavidade voltada para cima em f'(x)=0e6x-4=0c x= 3
]—oo, 1[ eem ]2, +oo[ e voltada para baixo em ]1, 2[. 5
4 i x |- 3 +00
- 2 2. —
2.4. f(x)—6+2x +2,Df—R f" _ 0 +
2
f'(x)z%x3+4x+%;Df,=R f s > U
P.I
f"(x)z%x2+4=2xz+4>0,VxeR;Df,,zR f(z} Ezj 2£2j2 2 2
== — . +—=—=—
O grafico de f'tem a concavidade voltada para cima em R. 3 3 3 327

x* O grafico de f'tem concavidade voltada para baixo em
25, f(x)=1-2x° -5 D =R

2 , 2
—o0, 3 e voltada para cima em 3 +o| .
fw)=e=30' 5D <R

2 2, . ~ .
frr(x) — _4-4x* <0, VxeR; D, =R O ponto (5, Ej ¢ um ponto de inflexdo do grafico de f.
O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em R. 35
3 3.3. f(x):——x4+x3;Df:R
2.6. f(x)zl—(2x—1) ;szR 10 ’

J(x)=3(2x-1) x2=—6(22-1) s D, ~R P91 4 e s, -
S"(x)==6x2x(2x-1)x2= —24(2x—1)= —48x+24; D,. =R

r 3 4 3 2
x)==—x"—-4x" +3x
f"(x)=0= -48x+24=0< x:% /() 2

1 fn(x):6x3 —12x% +6x ; Dfn =R
= E +
’ - 2 ” f"(x):0<:>6x3—12x2+6x:0<3 X-2x+x=0
" + 0 _
ff U N c>x(x2—2x+l):0<3 x(x—1)2:0<:>

<:>x=0v(x—1)2=0<:> x=0vx=1

13



34.

3.5.

X —00 0 1 +o0
X — 0 +
(x-1)"| + + 0
f" _ 0 0
f 8 0 v 3 v
10
P.L
1(0)=05 £(1)==
’ ’ 10

O grafico de f'tem concavidade voltada para baixo em
-0, 0] e voltada para cima em 0, +oo .

O ponto (0, 0) ¢ um ponto de inflex@o do grafico de f.
Apesar de a segunda derivada sernulaem x=1 ,0

grafico de f ndo tem ai ponto de inflexdo dado que a
concavidade ndo muda de sentido nesse ponto.

fx) =D, =Rl

(x+l)'(x—l)—(x+l)(x—1)’
(1)
f,(x)_x—l—x—l__(x_zl)z ;D =R\ {1}

7=

= ; D, =R\
(x—l) (x—1)3 D./ {1}
X —0 1 +00
f" _ +
f N v

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo em
|-, 1[ e voltada para cima em 1, +oo[ .

O grafico de fndo tem pontos de inflexdo.

X
=——;D,=R
f(x) 241 f

x'(x2 + 1)—x(x2 + 1)’ _ x*+1-x(2x)

/)= (1) E
:x2+1—2x2: —x*+1 .D.-R
(x2+1)2 (x2+1)2 o

a4 1) (< #1)x2( 1) x 20
(x2 +1)4
_ —2x(x? +1) —dx(—x" +1)(x* +1) _
(x2 +1)4
i (1) —2x(x" +1) —dx(—x* +1)] i
x’ +1)4

2.2. Derivadas

—ZX()CZ + 1) - 4)6(—)62 + 1)

(xz+l)4
:—2x3 255114)?3—4)6 _ (2:23-'__16))§ ;Df,,:R
()20 2x3—6x_0
Semee Ty

o2 —6x=0 A(F+1) 20
o¥-3x=0 x(x2—3)=0<:>

oSx=0vx'-3=0<
Sx=0vx=— 3vx=x/§

x |=® -3 0 NG} +o0
X - - - 0 + + +
-3 + 0 - - 0 +
" — 0 0 — 0 +
f N 7ﬁ U 0 N ﬁ v
4 4
P.I P.L. P.L

=

)
e

NP

= —=
(\/5 ) +1
O grafico de f tem concavidade voltada para baixo em

:|—oo, —\/§|: eem JO, \/5[ e voltada para cima em

J—\/g, O[ eem J\/g, +oo[.
Os pontos [—\/—, —ﬁ], (0,0)e [\/g, \f] sdo

4

pontos de inflexdo do grafico de f.

3.6.

3.7.

14

Pag. 33
Df={xe]R: x+120}=[—1, +oo[

" ! x+1)
N
, 1
.f”(x):( ! j':‘(zm) N
2x+1 (2m)2 4(x+1)
1

SN S D, =]-1, +of

4(x+1)Vx+1

Como f"(x)<0, Vxe]-1, +o[ , 0 grificode f tema

concavidade voltada para baixo em todo o dominio e,
como tal, ndo tem pontos de inflexo.

f(x)=\/1+x2
sz{xeR: 1+x220}=R
' (1+x2)'

o f(x)=(V1+x?) = = Zx - *
f(x) (H ) Wiex 21+ 1+




3.8.

’

\/1+x2

J' _ (x)’m—x(m)
]

(1+x2)r
Wiex® _
1+x°
o2+2x7 -2x 1

(1+x2)\/l+x2

. f"(x){ -

2(1+x2)—x><2x

W1+
1+ x?

IxA/1+x? —xx

2(14 22 W1+ 22
D, =R
Como f"(x)>0, VxeR ,ograficode f tema

concavidade voltada para cima em todo o dominio e,
como tal, ndo tem pontos de inflexdo.

f(x)=x+m

D, ={xeR: 1-x’ 20} =[-1, 1]

’

'f'(x)z(x+ﬁ)':(x)’ (l_xz) _

+ =
N

4
Z31-x°

’

}'__(x)’m—x( l—xz)
7

1-2)
I1x+1-x° —x><( x)
_ Wi-2* _
1-x?
2-2x% +2x7 1

B B (l—xz)\/l—x2

EXE Ve
Dy :]_1’ 1[
Como h"(x)<0, Vxe]—l, 1[ , o0 graficode f tema

concavidade voltada para baixo em todo o dominio e,
como tal, ndo tem pontos de inflexdo.

4.1.

Pag. 35
f(x)=2x+9x* -15
o f'(x)=6x"+18x
. f"(x) =12x+18
D.=D;=D;=R
Logo, f'¢ duas vezes diferenciavel em R.
* Zeros da primeira derivada (pontos criticos de f):

f'(x)=0=6x" +18x=0< 6x(x+3)=0<=
S 6x=0vx+3=0=x=0vx=-3
Os pontos criticos sdo -3¢ 0 .
+ Sinal da segunda derivada nos pontos criticos:
f"(—3):12(—3)+18:—18<0
Como f"(—3) <0, ftem um maximo local em — 3.
f(—3):12
f”(O):12x0+18:18>0

Como f"(O) >0, ftem um minimo local em 0.

7(0)=-15

15

4.2.

4.3.

2.2. Derivadas

Concluséo: fadmite um maximo relativo igual a 12 para
x=-3 e um minimo relativo igual a— 15 para x=0.

f(x) =12x" —4x* - 3x*

f'(x)=24x-12x" —12x°

f"(x)=24-24x-36x"

D.=D;=D,=R

Logo, f'¢ duas vezes diferenciavel em R.

* Zeros da primeira derivada (ponto criticos de f'):

f(x)=012x(2-x-x")=0
SRx=0vx’+x-2=0

-1£V1+8
Sx=0vx=——"-—"-&
2
Sx=0vx=-2vx=1
Os pontos criticos sdo —2,0 e 1.
Sinal da segunda derivada nos pontos criticos:

S(-2)=24-24(-2)-36(-2) =-72<0

Como f"(—2) <0, ftem um maximo local em — 2.

/"(0)=24-24x0-36x0=24>0

Como f"(0)>0, ftem um minimo local em 0.
£(0)=12x0% ~4x0° ~3x0* =0

f"(1)=24x24x1x3x1* =-36<0

Como f"(1)<0, ftem maximo local em 1.
F(1)=12xP —4xP -3x1* =5

Conclusio: fadmite maximos relativos iguaisa32ea5

para x=-2 e x=1, respetivamente, ¢ um minimo
relativo igual a 0 para x=0.

4
f(x) 3 15x
f'(x)=15x" —15x" —30x
f"(x)=60x> —45x* —60x
D.=D.=D,=R

Logo, f'¢ duas vezes diferenciavel em R.
* Zeros da primeira derivada (pontos criticos de f):

f(x)=0=15 (¥’ -x-2)=0<

—10x°

S15x =0vx’ —x-2=0<
1£+1+8
S x=0vx= T =1
S x=0vx=2vx=-1
Os pontos criticos sdo —1, 0 e 2.
+ Sinal da segunda derivada nos pontos criticos:
f"(O):6O><O3 —45%x0° —60x0=0
Como f "(0) =0, a segunda deriva nada nos diz sobre a
existéncia de extremos no ponto x=0.
No entanto, atendendo ao sinal de f/’ , podemos concluir
que f ¢ estritamente crescente em |0, —1] ¢ em

[2, +oo[ e ¢ estritamente decrescente em [-1, 2].

x |=® | -1 0 2 +00

fll+ 10 - 0 - 0 +

fl 7 g N0 N a4 o~
Max Min.




FE) =31 =21y -10(-1) =2

f(0)=3x05—1§x04—10x0=0

f(2)=3x2° —%sz“—lox? =44

~ . - L 13
Concluséo: fadmite um maximo relativo igual a — para

x=-1 e um minimo relativo igual a — 44 para x=2.

44. f(x)= xz’i ;

. (x)'(x2 +4)—x(x2+4)' x2+4—x(2x)
S (x): 2 = 2
(x*+4) (< +4)

(¥ +4) B
_ -2x° —8x—16x +4x° _ 2x° —24x
(xz + 4)3 (x2 + 4)3

D.=D,=D,=R
Logo, ¢ duas vezes diferenciavel em R.
* Zeros da primeira derivada (pontos criticos de f):

2
f'(x)_o©(_f “)12 0o +4=0c ¥ =do
X +4

Sx=-2vx=2
Os pontos criticos sdo —2 e 2.
« Sinal da segunda derivada nos pontos criticos:

) 2(-2)' -24(=2) 1
f (—2)=%=g>
((—2) +4)
Como f"(—2) >0, ftem um minimo local em — 2.

F()= =y

(2 +4 4
2x2°-24x2 1
fr(2)=2 e
@ (22 +4) 16
Como f"(2)<0, ftem um maximo local em 2.
2 1
2) = -
f( ) 2°+4 4

~ . . . 1
Conclusio: f'admite um minimo relativo igual a 1 para

- L 1
Xx=-2 e um maximo relativo iguala — para x=2.

2

45, f(x)=—=

x+1

2.2. Derivadas

(x :(xz)’(x-i—l)—xz(x-i—l)’:2x(x+1)—x2><1_

f( ) (x+1)2 (x+1)2
:x2+2x
(x+1)2

" _ x> +2x ,:
o)

(x2 + Zx)’ (x+l)2 —(xz + Zx)[(x-i— I)ZJ
[y ]
(2x+2)(x+1)" = (x? +2x)x2(x+1)(x+1)
(x+1)4

i (x+1)[(2x+2)(x+1)—2(x2 +2x)} )
(x-!—l)3
:2x2 +4x+2-2x* —4x __ 2
(x-i—l)3 (x-i—l)3
D =D, =D, :R\{_l}

* Zeros da primeira derivada (pontos criticos de f'):

’

2
f'(x)=0= al +2)2€:0<3x2+2x:0/\x¢—1<:>
(x+1)
<:>x(x+2):0/\x¢—l<:> x=0vx=-2
Os pontos criticos sdo —2 e 0.

+ Sinal da segunda derivada nos pontos criticos:
2

"(=2)= =-2<0
r2) (=2+1y
Como f"(—2)<0, ftem um maximo local em — 2.
(-2)
2)= -4
f( ) -2+1
F7(0)=—2—~=250
(0+1)’
Como f"(0)>0, ftem um minimo local em 0.
02
0)= =0
f() 0+1

Conclusio: fadmite um méximo relativo igual a — 4 para
x=-2 e um minimo relativo igual a 0 para x=0.

4.6. f’(x)—(x)'\/m+x(\/ﬁ)' =x+1+x

1
2Vx+1

B 2(x+1)+x _ 3x+2

2Vx+1 20x+1
oy 3x+2) _
f(x)_(Zx/x+lj

(3x+2) x2x+1—(3x+2)x(2Vx+1)

’

(2va+1)
73><2x/m—(3x+2)><22(\7x+_:3 . 3rad
- 4(x+1) Ca(x+1)Vx+1

Dy =[-1, +o[; D;. =D =]-1, +o



* Zeros da primeira derivada (ponto criticos de f'):
3x+2

"(x)=0< =03 x+2=0Ax>-1
f( ) 2Vx+1
2
Sx=—=
3

O ponto critico de ¢ —% .

« Sinal da segunda derivada no ponto critico:

fﬂ(_g, 3x[—§}+4 7@

3j_ 2
4(—g+1j —g+1
3 3

Como f”[—%) >0, ftem um minimo local em —% .

22, 2 28
f(‘?j“? EERRREN I

Atendendo ao sinal de /' podemos concluir que f'¢

>0

. 2 .
estritamente decrescente em [—1, — 5} ¢ estritamente

2
crescente em [—5, +oo|: .

X -1 _2 +0
3
/! - 0 +
£l oo N _¥ ,
Max. Min.
f(—l):—lx/—l-!- =0

Logo, f'admite um maximo relativo igual a 0 para x = 1.
Conclusido: fadmite um maximo relativo igual a 0 para

. o 243
x=-1 e um minimo relativo igual a e para x = 3

54.

2.2. Derivadas

A velocidade do ponto em fungdo do tempo ¢, em
segundos, ¢ dada por x'(r)=8/+16.

Como x'(t) ¢é estritamente crescente, 0 seu valor maximo
no intervalo [0, 5] é x’(S) =8x5+16=56.

A acelerag@o do ponto, em fungdo do tempo ¢, em
segundos, ¢ dada por x"()=(8¢+ 16)’ =8.

A aceleragio ¢ constante e igual a 8 m/s?.
A velocidade maxima atingida pelo ponto foi de 56 m/s no
instante =5 e a aceleragio neste instante foi de 8 m/s2.

5.2.

5.3.

Pig. 37
x(t) =4 +161 -9
x(O) 4%0%°+16x0-9=-9
¥(2)=4x2" +16x2-9=39
x(O) —9ex() 39
2)—x(0

Velocidade média em [0, 2] = % =

39— (—

-9,

2

A velocidade média do ponto entre os instantes =0 ¢
t=2 éigual a 24 m/s.

-16++/256+144 o

x()=0< 4 +16t-9=0<1=
2x4

x'(t)=8t+16

x’(lJ:8xl+l6:20
2 2

. . 1
O ponto passa na origem no instante ¢ = 5 s com uma

velocidade de 20 m/s.

6.2.

7.2.

Pag. 38

p(t)=r -6
p(l):l3 —6x1>=-5
p(4) =4 —6x4*=-32

4)-p(1
Velocidade média em [1, 4]= w =

_—32+5

3
No intervalo [1, 4], a particula move-se no sentido
negativo a uma velocidade média de 9 my/s.
p'(1)=3"-12¢
p'(1)=3x1"-12x1=-9
P'(4)=3x4"-12x4=0

-9

Aceleragio média em [1, 4] =

pP4)-r'Q_
4-1
3
A aceleragdo média da particula no intervalo [1, 4] ¢é

de 3 m/s?.

p()=0 -6 =01 (1-6)=0=1=0vi=6
p(1)=6r-12

p"(0)=6x0-12=-12; p"(6)=6x6-12=24

A particula passa na origem nos instantes t=0 e t=6

com aceleragdo de — 12 m/s? e 24 m/s?, respetivamente.
h(t)=—4,9¢ +39,2¢ + 44,1

W' (t)=-9,8:+39,2
W(t)=0-9,8+39,2=0<1=4

h"(t)=-9,8

h"(4)=-9,8<0

h(t) tem um maximo em 7 =4

h(4)=-4,9x4> +39,2x 4 +44,1=122,5

A altura maxima atingida pelo corpo foi 122,5 m.
h(0)=—4,9% 0> +39,2x 0+ 44,1 = 44,1

h(4)=122,5
h(4)-h(0
Velocidade média em [0, 4] = % =
_ 122,54—44,1 _ 78, ~19.6

A velocidade média na subida foi de 19,6 m/s.



2.2. Derivadas

h(;) =0 —4,9* +39,2t+44,1=0 * Grafico e contradominio:
y .
—39,2+4/1536,64 + 864,36
St= =S 1
2x(-4,9) 16
27
=0
St=-1vt=9<1t=9 o)
H'(9)=-9,8x9+39,2=-49
—49x3600 _ o
1000 D) =]-o, 1]
h"(9)=-9.8
-9,8x3600 Pag. 40
o002 82 f(x)=x'-12¢°
No instante em que atinge o solo, o corpo tem uma * Dominio e continuidade: D, =R ¢ f'¢ continua
velocidade d62 —176,4 km/h e uma aceleragdo de . Zeros:
~35,28 la/h”. f(x)=0ex' -12¢ =0 (¥ -12)=0c
Pag. 39 2 _ourl=12
f(x):4x$—3x4 oy =ivy=lie
L. . ox=0vx=-23vx=23
* Dominio e continuidade: .
i , * Monotonia e extremos:
D, =R ef¢ continua N
f'(x)=4x —24x
e Zeros: , 3 2
=000 48321 =00 (4= 055 F0)=00 (s~ =05 r=0v' =655
4 ox=0vx=—/6vx=6
<:>x=0vx=§ > |6 0 = T
+ Monotonia e extremos: Sl -10 + 0 - 0 +
f’(x):12x2—12x3 AR —'36 2 0 \ —?)6 7
IMin. IMax Min.
"(x)= 2(1—x)= = = 4 2
f(x)=0=12x*(1-x)=0e=x=0vx=1 f(_JE):(_JE) —12(—\/6) _ 36
r == 0 1 +0
1 + 0 + 0 _ f(0)204—12><0:0
7 7 0 7 1 N o 2
— f(JE)_JE “12x/6 =-36
f (0) =0 f ¢ estritamente crescente em |:—\/g, OJ eem
F(1)=4xP -3-1"=1

[_JE R +oo[ e estritamente decrescente em

oo, V5] eem [0, 6].

f ¢ estritamente crescente em ]—oo, 1] ¢ estritamente

decrescente em [1, +oof .

Tem um maximo relativo (e absoluto) igual a 1 para Tem minimo relativo (e absoluto) igual a —36 em
x=1. x=—J6 ¢ x=+/6 e tem maximo relativo igual a 0 em
* Concavidade e pontos de inflexdo: x=0.

1(x) (12 2 1 3)' 2y — 365 Concavidade e pontos de inflexdo:

x)=(12x" —12x") =24x-36x

£7(x)=(4x> = 24x) =12x> - 24

f"(x):0<:>12x(2—3x):O<:>x:0vx:g ( )
3 f'(x)=0e12(x*-2)=0e ¥ =2

2
x |- 0 3 §ac2 ox=—2vx=42
I - 0 + 0 - X |7 2 V2 B
0 16 f" + 0 - 0 +
a e 27 a Vi —20] N —20
PL PL P.I. P.I.
O gréfico de f'tem a concavidade voltada para baixo em f(_ﬁ) _ (_\/E)“ _ 12(_\/5)2 — 20
5 i
-, 0 —, + Itad i
|-, 0] eem L oo_ e voltada para cima em f(\/z):\/?—ux/?:—m
}0’ %[ . Os pontos (0, 0) [g, g} sio pontos de O gréfico de ftem a concavidade voltada para cima em

:|—oo, —\/5[ eem ]JE, +oo[ e voltada para baixo em

inflexdo do grafico de f.

* Assintotas: /¢ uma fung¢do polinomial pelo que o seu J—\/E , V2 [ .
grafico ndo tem assintotas.

18



2.2. Derivadas

Os pontos (—\/5, —20) e (\/E, —20) sdo pontos de f"(x) =012’ -12=0x =l x=-lvx=1
inflexdo do grafico de f. ad — -1 ! il
* Assintotas: + 0 — 0 +
f¢é uma funcdo polinomial pelo que o seu grafico ndo Vi U 1 A 1 U
tem assintotas. 2 2
P.I P.L
* Grafico e contradominio: 2 1
1 f(_l) = 2 =5
Y (-1y +3 2
;
: 2 1
N=sZ =——
\ _0 ‘ / , /(1) ’+3 2
—2\3| =6 R A O gréfico de f'tem a concavidade voltada para cima em
; . gt p
AN A ; ]—oo, - 1[ eem ]1, +oo[ e voltada para baixo em
i i 1 1) .
LT SRR ]-1 1] . Os pontos (—1, Ej e (1, EJ sdo pontos de
D} =[-36, +oof inflexdo do grafico de f.
* Assintotas:
Pig. 41 Verticais: O grafico de f'ndo tem assintotas verticais
) dado que ¢ uma fungéo continua em R.
83 f(x) = 3 2
X+ Nio verticais: lim f(x)=——=0
* Dominio e continuidade: Xk +00
D, =R ef¢ continua. A reta de equagdo y =0 € uma assintota ao grafico de f°
» Zeros: em +00 e em —o .

 Grafico e contradominio:

f(x)=0< 22 3= 0 (Equagdo impossivel em R)
x*+

fnao tem zeros
* Monotonia e extremos:

) (P e3)-2(v+3) 4 2
) -2 2) Gy = D',:}o,—}
(x +3) (x +3) ) 3
3—x
_4x 8.4. f(x) =
f(x)=0s ;=0 -4x=0=x=0 x-l
( P 3) » Dominio e continuidade:
P =% 0 oo sz{xeR:x—l;tO}zR\{l}
I ki 2 - D, =R\{l} ef é continua
S 7 y N * Zeros:
Max. 3—x
5 ) f(x)zO@i:Oc>3—x:O/\x¢1<:>x:3
10)=5"7=3 ; :
+3 3 * Monotonia e extremos:
f¢é estritamente crescente em ]—oo, 0] e estritamente o (3 _ x)' (x- 1) ~(3- x)(x _ 1)’ ~
decrescente em [0, +oo] . /(%)= (x—1) -
Tem méximo relativo (e absoluto) igual a % em x=0. _ —(x-1)-(3-x) __ 2
2 2
+ Concavidade e pontos de inflexdo: (x- 1) (x- 1)
' f'(x)<0, vxe R\ {1}
f"(x)= [(_4){)2} = Logo, /¢ estritamente decrescente em |—co, 1] e em
X +3

JI, +oo[ e ndo tem extremos.

!

+ Concavidade e pontos de inflexdo:

(—4x)’ (x2 +3)2 —(—4)5)[()52 + 3)2} , ' [ J'
- 2 - - (-2) (x=1)" = (-2)[ (x-1)°
XZ +3 " xX)= 2 =
|:( ) ] «f ( ) ((x—l)zj |:(x_1)2:|2

(27 +3) +4xx2 (2 +3)(+7 +3)

4(x—1) 4

’

N > oV = C04+2x2(x—1)(x—1) ~
b+ I T T e
(x? +3)[—4(x2 +3)+8xx2x] 122 —12 A
- ( 2 +3)4 = ( ) +3)4 f"(x):()@ (x 1)3 =0 (Equacdo impossivel em R)
X X _
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—00 1 + 00

X
7" - +

f N v

O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em
]2, 1[ , voltada para cima em ]I, +oo[ e ndo tem
pontos de inflexdo.

 Assintotas:

. . 33— 2
Verticais: lim /' (x)= hm—x:—+ =400
x>l -t x—=1 0
3-x 2
li =lma— o= o
fim £ ()= fm = =

A reta de equac@o x =1 é uma assintota ao grafico de f.
Nao verticais: Xlilglwf(x) = Xlirig% = Xlirgc%x =-1
A reta de equac@o y =—1 ¢ uma assintota ao grafico de f
em +oo eem —o .

* Grafico e contradominio:

w1
7
!
| x,
Q 1 3
=\—‘—|— - -
[
|
D, =R \{-1)
Pag. 42
12
8.5 f(x):(x )

* Dominio e continuidade:
D, =R\{0} ef & continua
e Zeros:
-1)?
f (x) =0& 7()6 )
X

* Monotonia e extremos:

[(x— 1)2 ] XX — (x —1)2 (x)’

=0 x-1=0Ax#0<=x=1

f'(x): e =
72(x—1)(x—1)'><x—(x—1)27
= = =
_(x—l)[Zx—(x—l)]_(x—l)(x+1)_x2—1
- X B x* TN
f'(x):0<:>(x_1)£x+1):0<3x:1vx:—1
X
x 2 |1 0 1 +0
1+ o] - — o0 | +
71 2 -4 ~ S 0| ~
Max. Min.
R G
-
f(1)=0

/& estritamente crescente em |-co, —1] eem [1, +oo

¢ estritamente decrescente em [—1, 0] eem |0, 1].

8.6.

2.2. Derivadas

ftem um maximo relativo iguala—4 em x=-1 eum
minimo relativo iguala 0 em x=1.
+ Concavidade e pontos de inflexdo:

’

)~ [xz _1]' (@ 1) o = (- 1)(+) )

_ = _

B 2xxx* —(xz —1)2x B x(2x2 -2x° +2) 2

- 2
X

x* x* x

f"(x)=0<= x% =0 (Equagdo impossivel em R)

x |- 0 +00
f" _ +
f N U
O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em

|-, 0] e voltada para cima em |0, +oo[ e ndo tem

pontos de inflexao.
* Assintotas:
2
S . (x—1 1
Verticais: lim f(x) = lim u =—=+wo
x—0" x—>0" X 0*
X — 1)2 1
fim £ ()= tim &= _ L
)=
A reta de equacdo x =0 ¢é uma assintota ao grafico de f.

Nio verticais:

1) 2
m=tim L) iy G o2l
x>t X x>t X x>t X
2
X
= lim = =1
fav i
x*=2x+1
b=l —mx|=lim | 222 =
Jim [ £ (x) = mx] ,sz;[ . ]
2 2
— lim X" =2x+1-x ~ lim —2x:_2

x>t X x>ty
A reta de equagdo y = x —2 € uma assintota do grafico
de fquando x >t .

* Grafico e contradominio:

yA

x° —4x
* Dominio e continuidade:
D,.={xe]R:x2—4x=0}=]R\{0, 4 ¥ -dr=0e
’ ox(x-4)=0

f¢é continua ox=0vx=4

e Zeros:
x—2
f(x)=0=— =0
X2 —
Sx-2=0Ax20Ax#24 <
<Sx=2



* Monotonia e extremos:

(x - 2)' (x2 - 4x) —(x - 2)()62 - 4x)’

S (x)z (x2 —4x)2 =
_ x? —4x—(x—2)(2x—4) _
()cz—4x)2
_ x> —4x—2x" +4x+4x-8 _ —x* +4x-8
(x2 —4x)2 (x2 —4x)2
f'@):m:»%:M@
(x —4x)

o —x+4x-8=0Ax#0Ax %4

—4++16-32
X=————— o xed
-2
w == 0 4 AHED
- 2 -
f \ \ N

/& estritamente decrescente em |-co, 0] ,em 0, 4 e

em ]4, +oo[ € ndo tem extremos.

+ Concavidade e pontos de inflexdo:
2
f"(x)z -X +4x—28 _
(xz - 4x)
(7x2 + 4x78)’ (x2 74x)2 7(7):2 + 4x78)|:(x2 74x)2]
|:(x2 74){)2}2

(—2x Jr4)(x2 74x2)2 7(7x2 + 4x78)>< 2(x2 74x)(x2 74x)'

2.2. Derivadas

x=2 2
lim f(x)=lim =— =4
x—4 f( ) x—4 x2—4x O+

x=2 2

As retas de equagdes x =0 e x =4 sao assintotas ao
grafico de f.

Naio verticais:

x=2 .X .1
=lim == lim —=0

2 x>t y

lim f(x)= lim

x>t xotw x© — 4y xotoy
A reta de equacdo y =0 é uma assintota ao grafico de f
quando x -+ e quando x — —oo .

 Grafico e contradominio:

ylk :
k il f
i
i >
i

(x2 —4)6)4
_ (x? 74x)[(72x+4)(x2 —4x)-2(2x-4)(-x? +4x—8)} _
(x274x)4
C(2x—4)(=x" +4x+22" —8x+16)  (2x—4)(x" —4x+16)
(x2 —4x)3 (xz —4)6)3
F(¥)=0es (2x—4)£x2 —43x+16) e
(x —4x)

S2x-4=0vx’—4x+16=0Ax=0Ax=4

4+16-64
@szvx:f©x:2
X 0 2 4
f“ _ + 0 _ +
f N ) 0 N v
P.I
f(2)=0

O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em

]—oo, 0[ eem ]2, 4[ e voltada para cima em ]0, 2[ e

em |4, +oof .

O ponto (2, 0) é um ponto de inflexdo do grafico de f.
 Assintotas:

.. . . x—2 -2
Verticais: lim f(x)= lim =— =4
x>0 f( ) =0 x2 —4x 0
x—-2 -2
lim f(x)=lim ===
x>0 f( ) =0 x2—4x 0F

21

Pag. 43
f(x) =x’ -4
* Dominio e continuidade:
D, ={xeR: x*-420}=]-w, —2]U[2, +o[

X -4=0x"=4

f é continua. Sx=12

* Zeros:
f(x)=0eVr —4=0=x"~4=0e x=-2vy=2
Verificagdo:
f(2)=+2"-4=0

/(2)=\(2) ~4=0

Os zeros sdo —2 ¢ 2.
* Monotonia e extremos:

_ (x2—4) _ 2x __ X
Wxr-4 Hx -4 Jx-4

/(%)

1 :0 x
rn)=0e

ox=0Axe]-w, —2[U]2, +o[ = xeD

=0

/"' ndo tem zeros

x |- -2 2 +00
- ¥
f N 0 0 Vs
Min. Min.

/& estritamente decrescente em |-o0, —2] e

estritamente crescente em [2, +oo[ .
Tem um minimo relativo (e absoluto) igual a 0 em
x=-2eem x=2.

* Concavidade e pontos de inflexdo:




2.2. Derivadas

2
lx~/x2—4—xM Pig. 44
_ 20X’ -4 _ 88. f(x)=xvx+1
* Dominio e continuidade:
\/x2—4—x><i sz{xe]R:x+120}=[—1, +oo[

¢ continua
= f

[N 4 e Zeros:

—(x2—4)\/x2—4:(x2—4)\/x2—4 f(x)=0exWrt1=0ox=0v/x+1=0=

Sx=0vx=-1
Verificagdo:

F(0)=0y0+1=0; f(-1)=-IW-1+1=0

* Monotonia e extremos:

f"(x)<0, Vxe -0, —2[U]2, +o9
O grafico de ftem a concavidade volta para baixo em
], —=2[ eem ]2, +oo[ e ndo tem ponto de inflexo.

 Assintotas verticais:

fndo tem assintotas verticais porque é uma fungdo £1(x)=(x) Vx4 x(\/ﬁ)' Y gx +1) _

continuaem D, =]-00, —2]U[2, +o. x+1
* Assintotas ndo verticais: C2(x+1)+x 2x42+4x  3x+2
Quando x —> —o0 : 2Ux+1 20x+1  24x+1
4 , 3x+2
2l 1= fl(x)=0& =03x+2=0Ax>-1
f(x) L NxP -4 * ( xzj (x) 20x+1
= lim —llm = lim
X—>—0 X—>—0 X 2
@X:—g
x‘ /1—— —-X l—i2 4 )
= lim = lim L= —lim ,[1-— =-1 x | -1 - | ™
X——w0 X——o X X——0 X 3

b=xlir20[f(x)—mx]:lim(\/x2—4+x): [ - 0 +

2
lim lim ~— 4> Mix Min
o X' —4-x TTENXT -4 —x f(-1)=0
_ 4
=0 _
e 432 /_§+1:2iﬁ
A reta de equag@o y =—x ¢ uma assintota ao grafico de f ?

L 2
quando x — —o0 . f'¢é estritamente decrescente em [—1, - f} e

Quando x — 400 : 3

. 2
2 [1 4 j estritamente crescente em {—5, +oo[ .
T2
X

. f(x) \/x2 -4 .
m= lim = lim = lim =

x>+ X+ X+ X

I h _x 1_7 minimo relativo (e absoluto) igual a —
/ -=

= lim = hm = lim + Concavidade e pontos de inflexdo:

X+ x>+ x—>+o0

- Xlilzlw[f mx] = Xlirzlm(\/m —x) = f"(x) (;j/‘;]
(Vo =4 —x)(Vx =4+ x)

Tem um maximo relativo igual a 0 em x=-1 e um

2
em x=-—.
3

~ lim 7 T j2—4—x2 (3x+2)'><2x/x+1—(3x+2)(2\/x+1)'
o X —4+x e — 44 x = =
4 (2a+1)
=—=0
o (x+1 ’
A reta de equaglio y = x é uma assintota ao grafico de f° . 3x2 Vx+1_(3x+2)X22Jx—_31 _
quando x —> + . 4(x+1)
Grafico e contradominio:
b 76(x+1)—3x—27 3x+4
4(x+1)«/x+1 4(x+1)\/x+1
3x+4

f"(x)=0<=

=0 3x+4=0vx>-1

4(x+1)Vx+1

4
> @x:—g/\x>—1©xe®

/" ndo tem zeros.
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2.2. Derivadas

f"(x)>0, Vxe]-1, +oo /& estritamente crescente em ]-o0, —1] e em

O grafico de f'tem concavidade voltada para cima em 1 ) 1
N . R ——, 4| e estritamente decrescente em | —1, ——|.
]—1, +oo[ e ndo tem pontos de inflexdo. 2 2

 Assintotas: ftem um maximo relativo iguala0 em x=-1 eum

Verticais: O gréafico de fndo tem assintotas verticais - . 1 1
minimo relativo igual a 1 em x = 2

porque f'¢ uma fungdo continua em D, = [—1, +oo[ .

f(x) aNx+1

Nio verticais: m = lim = lim =40 " 2 sex>-1
X+ X X—>+0 }( f (x) =

+ Concavidade e pontos de inflexdo:

-2 sex<-1
O grafico de f'ndo tem assintotas ndo verticais. . .
g, 4 . O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em
* Grafico de contradominio: .
" -1, +o[ e voltada para baixo em ]-o0, —1[
Como f'¢ continua no ponto x =—1 e a segunda
derivada muda ai de sinal, o ponto (~1, 0) éum ponto
de inflexdo do grafico do grafico de f.
* Assintotas:
Verticais: O grafico de f'ndo tem assintotas verticais
porque f'¢ uma fungdo continua em R.
N _|925 x Nio verticais:
9 Quando x —> +o0 :
D =|-22 4o . x Cox(x+1 .
! I: 9 I: mzllmf( )=11m ( )=11m(x+1):+oo

x>+ oy X—>+00 X x>+

Quando x —> —o0:

Pag. 45
g f() o x(x-1)
S (x)=x[x+1| m= lim = lim = lim (-x—1)=+o
X—>—0 x X—>—00 x X—>—0
‘ x+1‘: X+l sexz-l O grafico de f'ndo tem assintotas ndo verticais.
-x—-1 sex<-1 * Grafico e contradominio:
¥ +x  sex>-1 Y
F)=1", ,
-x"—x sex<-I f
» Dominio e continuidade: 1
D, =R e fécontinua -1 72
f "
! 01 X Df =R
* Zeros: 17
f(x)=0exx+]=0cx=0v|x+]|=0<
Sx=0vx=-1
* Monotonia e extremos: Pag. 46
, 2x+1  sex>-1 8.10. f(x)= x|
x)= .10.
/) {—2x—1 sex<—1 x+1
Para x>-1: FE X sex20
1 -x sex<0
f'(x)=0/\x>—1<:)2x+1=0/\x>—1<:>x=—5 )
>
Para x<-1: f(x): il sex>0
f'(x)zO/\x<—1<:>—2x—1=0/\x<—1<:> -2 0 .
sex<0Ax#—
1 1 o x+1
c>x——5/\x<— < xe * Dominio e continuidade:
Como ¢ continua no ponto x =— 1 ¢ suficiente que a D, =R\{-1} e f & continua
derivada mude de sinal nesse ponto para que exista ai um ¥ ‘ x‘
extremo, pelo que ndo é necessario verificar se existe /' (— 1). * Zeros: f(x) =0 T 0=
x |=® —1 —% +o <:>x:0v‘x‘:0/\x¢—l<:>x:0
7 T — 0 T * Monotonia e extremos:
1 Para x>0:
f 7 0 N - N , ,
4 ) (x+1)=x*(x+1 —x?
Mix. Min. f'(x):( )( ) . (x+1) _ Zx(xHI)Z x_
1 1|1 1 (x+1) (x+1)
N2) 22" 42
(x+1)
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2.2. Derivadas

2 x |=® -1 0 +o0
f'(x)zO/\x>0<:>x +2)2€=0/\x>0<:> I T _ T
(x + 1)
f ) N 0 )
Sy +2x=0Ax>0 PI.
PN x(x + 2) —0Ax>0xed O grafico de ftem a concavidade voltada para cima em
Para x<O0Ax%—] ], —1[ eem ]0, +oo[ e voltada para baixo em ]- 1, 0[.
(—xz )' (x N 1) 3 (—xz )(x N 1)’ Comof,é cor'ltinua no ponto x = 0 e a segunda c'ierivaiia
f’( x) = 5 = muda ai de sinal, o ponto (0, 0) ¢ um ponto de inflexdo
(X + 1) do grafico de f.
7—2x(x+1)+x2 _—x?-2x * Assintotas:
- 2 - 2 o ) ) x|xl -1
(x+1) (x+1) Verticais: lim f(x)= lim J:—7:+oo
' x—>-1 xo-1" x4+ 1 0
f (x)zO/\x<0/\x;t—1<:>
2y lim f (x) = lim -~ = =1
i 2x=0/\x<0/\x;t—1<:> I o x+1 0°
(x + 1) A reta de equagdo x = —1 ¢ uma assintota ao grafico de f.
o x(-x-2)=0Ax<0Ax#-1e x=-2 Nio verticais:
Como f'¢ continua no ponto x = 0, ¢ suficiente que a Quando x — +o0:
derivada mude de sinal nesse ponto para que exista ai um . (x) ) x’ . X X
s 4 L . . , m= lim = lim = lim ——= lim = =1
extremo, pelo que ndo ¢ necessario verificar se existe /' (0). P v x(x+ 1) B T = e
x |[=® —2 —1 0 +00 . . . x?
A - 0 + + + b—xlirpm[f(x)—mx]—Xlirpm[xﬂ—XJ—
f \ 4 7 2 0 7 y
Min = lim == %~ im — =1
X+ x+1 x>+ x

/& estritamente decrescente em |-o0, —2] e
. A reta de equacdo y =x—1 ¢é uma assintota ao grafico
estritamente crescente em [—2, —1[ eem ]—1, +oo[ .

] o de fquando x — +oo.
Tem um minimo relativo iguala4 em x=-2.

* Concavidade e pontos de inflexdo: Quando x — —o0:

. f— 2 - —
Para x>0 m=tim 2 i =iy T g
, / xomo H*"Cx(x+l) oo x4+l e x
f"(x)—[x +2x] _ )
+1)’ b=1li “mx|= lim | 2 =
(1) Jim [ (x) =] ximw(m”J
) , S i T
(2 2) (1) (w7 + 202+ 1) (1) = Jim ———=—=lim —=1
(x+ 1)4 A reta de equagdio y =—x +1 & uma assintota ao grafico
(x+ D) (2 +2)(x+1)~2(x* + 2x)] de/quando x— —co.

= ¢ Grafico e contradominio:

(X+1)4 1 y‘
:2x2+2x+2x+2—2x2—4x: 2 \Ji
(x+1)3 (x+1)3 s S --1--4
f"(x)>0, Vxe]0, +oo ' 1 - I
Para x<0Ax#-1: ' i T >
! _2 _1I O - 1~\ x
" -x* = 2x |
X)= = 1
s ( ) ((x+1)2 J i
, D, =R
(—x2 —2x) (x+1)2 —(—x2 —2x)[(x+1)1
_ — - Pag. 47
[(x-H) } 2x sex<1
-~ <
2x—2)(x+1) = (=x® = 2x)x 2 (x +1)(x+1) 811 f(x)=11+x
:( )( ) ( ~ ) ( )( ) - x—2m sex>1
(x+ ) ¢ Dominio e continuidade:
a (x+1)[(—2x—2)(x+1)—2(—x2 _2"” B D, =R ef¢é continua, dado ser continua para x <1,
(x+1)’ parax>1elir?f(x):lilll}f(x):f(l):l.
_ —2x* —2x—2x—2+2x% +4x __ 2 s Zeros: ‘ ‘
(x+1)3 (x+1)3

>=0&x=0

2x
P <I: =0
ara x f(x) <:>1+x
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Para x>1:

f(x)=0x-2/x-1=02/x-1=x=
:>4(x—1)=x2<:> ¥ -dx+4=0c
& (x-2)=0ex=2

Verificagio: /(2)=2-22-1=2-2=0

¢ Monotonia e extremos:
Para x<1:

, (2x)’(l+xz)—2x(1+xz)’
A (x): 2 =
(1 + xz)

2(1+x2)—2x(2x) _2+2x7 -4y’

(1+xz)2 (1+xz)2
_2-2
(1+x2)2
f(x)=0Ax<le 2_2x22 =0Ax<le

(1+x2)
sSxl=lax<lex=-1

Para x>1:

’

£1(x)=(x) -2 x—l)/:I—ngx;l_)l -1- xl_l

fS(x)=0Ax>1e1-

Vx—-1-1
Qi

x—1

#*O/\x>l<:>
Vx—1
=0Ax>1ls

SVx-1l=lArx>1= x-1=1Ax>1 x=2
Verificagdo: /"(2) :1—# =1-1=0
2-1
Como f'¢ continua no ponto x =1, ¢ suficiente que a
derivada mude de sinal nesse ponto para que exista ai um
extremo, pelo que ndo ¢ necessario verificar se existe

1.
x [~ —1 1 2 +0
1 — 0 + — 0 +
1~ =1 2 |1 N o | 7
Min. Max. Min.
2(—1) 2x1

-1)= =-1; f(1)= =1; f(2)=0
SO 0= )

f¢é estritamente decrescente em |00, —1] eem [1, 2] e

estritamente crescente em [—1, 1] eem [2, +oo[ .
Jf tem um minimo relativo (e absoluto) igual a— 1 em
x=-1, um minimo relativo iguala 0 em x=2 e um
maximo relativo iguala 1 em x=1.
* Concavidade e pontos de inflexdo:
Para x<1:

"(y) = 2-2x* l:

rols)

(z_zfy@+xq2_@_zf)ﬂl+fy]
[U+ffT

’
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2.2. Derivadas
“x(Lx) —(2-20)x2(14 ) (1427
(1+x2 )4
(127 ) [ 4x(1+x7) - 2(2%)(2-24) |
(1+x2)4

_Ax—4x" -8x+8x'  4x’-12x

(1+2°) (e
4x° —12x

——=0Ax<le
3
(1+x2)

<:>4x(x2—3):0/\x<1<:>

f"(x)=0Ax<le

@(x:va:— 3vx:x/§)/\x<1<:>

Sx=—/3vx=0

Para x>1:

Y () Vr=1=1(Vx-)
_IJ_O_

X

7(s)=[1-

o (-1
N 1

x—1 Z(x—l) x—1
f"(x) >0, Vxe ]1, +oo[
x |=® -3 0 1 +o
M= o[+ o - +
f N —% v 0 e 1 V)

‘ 2(~3) 5 .
f(—\/g)—H(_\/g)z—_z; f(O)ZO; f(l):l

O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em

J—OO, —\/g[ eem ]0, 1[ e voltada para cima em

J—\/g, O[ eem |I, +oof . Como fé continua no ponto

x =1 e asegunda derivada muda ai de sinal, o ponto (1,

1) é um ponto de inflexdo do grafico do grafico de f-
Os pontos (—\/g, —\/25], (0, 0) e (1, 1) sdo pontos

de inflexdo do grafico de f.

* Assintotas:
Verticais: f (x) ndo tem assintotas verticais porque ¢

uma fungdo continua em R.
Nao verticais:

Quando x —> —o0 :

lim f(x)= lim —2 = lim 2 = lim 2=-2 =0

X—>—0 xo-o ] 4 x X——0 xZ x>0 x  —00

A reta de equagdo y =0 ¢ uma assintota ao grafico de f°

quando x — —o©




Quando x — 400 :

f(x): lim x—2Jx~1

m= lim =
X—>+0 x X—>+0 x
) xz(l_ij ¥ 11
2 T2
- lim | X XX -2 fim VXX
x>+l x X X+ X
1 1 1
Xy ——— XAl ———
=1-21lim X ¥ = =1-2 lim X =
X+ X x—>+w X

b= lim [f(x)—mx]z limm(x—Z\/x—l—x):—oo

X+
O grafico de fndo tem assintota quando x — +o0 .

 QGrafico e contradominio:

D} = [—1, +oo[

9.1.

Sejam x e y, respetivamente, o C
comprimento do lado da base
e altura do prima.
0<x<20A0<y<30

Os tridngulos [4BC] e
[DEC] sao semelhantes.

307—y:l <:>30—y=§x<:> y=30—§x
30 20 2 2
2 2 3 2 3 3
V(x)zx xy=x[30-=x|=30x"—=x
2 2
’ 9 2
V(x):60x—5x

V’(x):0<360x—2x2:0<:> x 60—2)6 =0
2 2

Como 0<x<20,x=?.

X 0 40 20
3
Ve 0 -
y 2 16 000 N
9
Max.

2 3
[ 401 _30[40) 3[40 _16 000
3 3) 203 9

26

9.2.

2.2. Derivadas

x:%.Entﬁo y=30—%x@=10

2

O prisma do volume méaximo tem lado da base igual a
? cm e altura 10 cm.

Sejam x e y , respetivamente, o
comprimento do lado da base e
altura do prisma.
O<x<anlO<y<a

Os tridngulos [4BC] e [DEC]

sdo semelhantes.

7 Yo g-y=2xey=a-2x
a b TR
V(x)=x’*xy=x" a—ﬂszaxz—gx3
(1) =y = (4= | s’ -

V'(x)zZax—S?ax2

V'(x)zO@Zax—3—ax2:O<:>ax Z—Ex =0
b b
<:>ax=0v2—§x:0<:>x:()vx:%

Como O<x<a, x=—

X 0 2b b
3
v’ + 0 -
4ab?
v 2 5 N
Max.
2 3
P20 (2b) _a(26Y _4 ..
3 3 b\ 3 9
2b
P
3
_, a2k _a
K 3 3

O prisma de volume maximo tem lado da base igual a %

a
e altura — .
3

10.

Pag. 49
Seja BP=x,com 0<x<1000.

Entdo, AP =~/500% + x> <> AP =~/250 000 + x°

O custo total da instalagdo é dado por:
C=30xAP+18PC

Como AP =+/250 000+ x> e PC =1000 - x , entdo, em

fungdo de x , o custo da instalagdo ¢ dado por:

C(x)=30250 000+ x> +18(1000—x)

(250 000+ x*)
C'(x) =30 ——L 418(-1) =
24250 000+ »*
Z2x
2250 000+ 22

~ 30x—18+250 000 + x°

~250 000 + x°

=30x —18=




2.2. Derivadas

C'(x) =0 <> 30x 181250 000+ x> =0 < 115 f(x)=(2x-1)
& 5x = 33250 000+ x* = F(x)=3(2x-1)"(2x—1) =3(2x-1)*x2=6(2x 1)’

= 25x> =9(250 000+ x* ) < - '
/(%) =[6(2x-1)"] =6x2(2x-1)(2x-1) =

< x? =140 625 < x=375 (0<x<1000)
x 0 375 1000 =12(2x—-1)x2=48x—24
S . 1 1.6, f(x)=—>
C N 301\210: 7 e 2(1—)()2
(375) 30250 000+3752+18(1000 375) 30 000 (x)yx2(1—x)z—x[2(l—x)2]
O custo minimo ¢ de 30 000 €, devendo o ponto P ficar a f(x)= = =
375 m do ponto B para obter esse custo. [2(1 - x) }
Pig. 1 212 =2 2x2(1-x)(1-x) |
11.1. f(x):x+\/; = 4(1_x)4 =
(o) e (2) ) ] 2(-x)[l-x 2] x4l
)=+ () =1 wWr o 2k 4(1-x)" 2(1-x)’
IR ENUE RGN ()
S ( )_[1-"2\/;} =0 (2\/;)2 = S (X)_[Z(l—x)3] =
(x x+1) x2(1-x) —(x+ —x3’
_o-sz);__ 1 o202 D[20-4]
B [2(1—)5)}
11.2. f(x):ﬁ _2(1=x) —(x+1)x2x3(1-x) (1-%)
4(1-x)°
4(1-x)" 2(1-x)’
f,,(x)_[ . J_(—l) (x-1) - (-)[ (-] w44 _ A(x+2) _ x42
A=) (-1 ] ) 21 Z(x-1) (x-1)
0+2(x=1)(x-1) _2(x-1) 2 11.7. f(x):(l—ij

1
11.3. f(x):xz—i f(x)zz(l_ﬂj
: 2 () B (1Y (2) 2x-1_ 1 2x-1
f"(x)=(2x+%j :2+(1)x( 2)12( ) :2+0x42x: _2(1 2xj(4xzj_ 2y 2 o
a2y 2 pory - 2 ) Ce oG]
X (")
14, f(x)=x'(1-2) 2(20) - (2x-1)x6x7
() =(x) (1=x) + £ x2(1=x)(1-x) = N 4x° -
f( ) ( )(1 ) 2(1 )(1 ,) _2 (Zx 6x+3)_3 4x
:3x2(1—x)2+x3><2(1—x)(1—x) = - 4x° T
:x2 l—x [3 l—x +2x(—1)]: (xz—x3)(3—5x) 12.1. f(x):_x3+3x2_x+1

xz—x 3 5x}=

9=
( ) 3 Sx (x —x3)(3—5x)’:
(25~
=6x

)3 5x (x —xS)( 5)=

—19x% +15x° = 5x% + 5x° = 20x° —24x* +6x

27



12.2.

12.3.

12.4.

X — 00 1 + 00
fu + 0 _
f v 2 N
P.L

f(l):—l3 +3x1P=1+1=2
O grafico de f'tem a concavidade voltada para cima em
]—oo, 1[ e voltada para baixo em ]1, +oo[ .

O ponto (1, 2) é um ponto de inflexdo do grafico de f.

5 4
f(x):%+%+§+l D, =R
f'(x)—ix4+fx3+%

f"(x)—(% 4+§x3+%j =x* +2x* D, =R

f"(x)=0<:>x3+2x2=0<:>x2(x+2)=0<:>

Sx=0vx=-2

5w =@ =2 0 iHe®
i - 0 + 0 +
f a) v v
P.L
() () 7
f(=2)= % + . + 3 +1—5

O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em

]—oo, - 2[ e voltada para cima em ]—2, +oo[ .

O ponto de coordenadas [—2, %} ¢ um ponto de inflexdo.

f(x):x4+x2—x D, =R
f'(x)=4x3+2x—1

/(x)=(4x +2x-1) =124 +2  D,.=R
f"(x)>0, vxeR

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima, pelo
que, ndo tem pontos de inflexdo.

f(x):l—ﬁ; D, =R\{-1}
" W =1y
f( ) (x-i—l)2 (x-i—l)2
. (1) (x+1)° -1E(f+1)2 |
(1)’ ]
:0—2(x+1)(x+1)':—2(x+1):_ 2
(x+1)4 (x+1)4 (x+1)3
D, =R\{-1}
S"(x)#0, VxeR\{-1}
X |- -1 +00
i -
f v N

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em
]—oo, —1[ e voltada para baixo em ]—1, +oo[ .

Nio tem pontos de inflexao.

2.2. Derivadas

2 ; Dy =R
X" +3
(3= (x2 + 1)' (x2 +3)—(xz + 1)()62 +3), _
(x2 +3)
72x(x2+3)—2x(x2+1)7 4x
) 23] (2+3)

4x (4x)’ (x2 + 3)2 —4)([()52 + 3)2 ]
f"(x)—[ ) z} T =
(x*+3) [(xz +3) ]

4 +3) —dxx2(x* +3)(x* +3) )

(x2+3)4
(x2+3)[4(x2+3)—8x+2xJ 12— 1252
B (v +3) C(v-3)
D.=R
f(x)= @1(22_12’;3:0@)52:1@)5:—1”:1
x 43
x| = -1 1 AFED
- 0 + o] -
f N 1 v 1 N
2 2
P.I. P.I.
B (=)o P+l 1
f( 1)_(_1)2+3_2’f(1)_12+3_2

O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em
]—oo, - 1[ eem ]1, +oo[ ¢ voltada para cima em ]—1, 1[ .

Os pontos de coordenadas [—1, %} € [1, %j sdo pontos

de inflexao.
X

. f(x)= ; Dy ={xeR:x’ —120}=R\{-1, 1}

5 ;
x -1

f'(x)= () (x* ~1)-x(+? —1)’ _ 1(x* ~1)-x(2x) -

(e =]

—x?—1

()

ol
(e () e[l

]

—2)c(x2 —1)2 —(—xz —l)x 2()62 —1)()62 —1)’

(e
_ (x2 —1)|:—2x(x2 —1)—2(—)62 —I)XZxJ _
(o)

2x(—x2 +1+2x° +2) B 2x(x2 +3)

R )




12.7.

12.8.

D,. :R\{—l, 1}
2x(x2+3)
f"(x):0<:>73:0<:>x:0
(1)
5w || = -1 0 1 +00
f" - + 0 - +
f N v, 0 U
P.I
0
0)=——=0
£(0) =52

O grafico de f'tem concavidade voltada para baixo em

], —1[ eem ]0, 1] e voltada para cima em ]-1, [ e

em I, +oof .
O ponto de coordenadas (0, 0) ¢ um ponto de inflexdo.
f (x) =xvx-3

D,»:{xe]R: x—320}:[3, +oo[

£(x)=(x) Vx-3 +x(\/x—3)'=\/x_3+xxﬂ:

20x-3

:\/m-’_ X 2(x—3)+.x7 3x—6

Wx-3 2dx-3 2Jx-3

3x—6

o3 -
(3x—6) x2Jx=3-(3x-6)(2/x-3)
)

'

3x2m—(3x—6)xzz(jx___3:);

4(x—3)

X 4

fu _ 0 +
f 0 4
f(4)=4/4-3=4

O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em
]3, 4[ e voltada para cima em ]4, +oo[ .

O ponto de coordenadas (4, 4) ¢ um ponto de inflexdo.

X

29

12.9.

2.2. Derivadas

"(x)=0 =0 x=12
/1) 4(x-3)"Vx-3 e
x |3 12 0
fu + 0 —
f U 4
P.I
12
f(12)_\/12_3 -

O grafico de f'tem a concavidade voltada para cima em
J3, 12[ e voltada para baixo em |12, +oof .

O ponto de coordenadas (12, 4) ¢ um ponto de inflexdo.

f(")jx% ; D, =R\ {3}
- sex>3
f(x)= x;
sex<3
3-x
Para x>3:

o () ()Y w3k
f( ) (x_3)2 (x_3)z (x_3)2
(x-3) (-3 ]
:3><2(x—3)(x_3)’ __ 6 >0, Vxe 3, +oof

(x—3)4 (x—3)3

Para x<3:

o] A

"(x)=| - — ’—— 6 > x€ |-
f (x)—[ {(X_S)ZJ} - (x—3)3 0, v, ] ’ 3[

O grafico de ftem a concavidade voltada para cima em
], 3[ eem ]3, +oof .

Nio tem pontos de inflexao.



13.1.

13.2.

f(x)=2x"-15x* +100
f'(x) =6x> —30x

£7(x)=(6x* ~30x) =12x-30
D.=D,=D,=R

Logo, /¢ duas vezes diferenciavel em R.

* Zeros da primeira derivada (pontos criticos de f):

f'(x)=0=6x"-30x=0< 6x(x—5)=0<

S x=0vx=5
Os pontos criticos sdo 0 e 5.

+ Sinal da segunda derivada nos pontos criticos:
/"(0)=12x0-30=-30<0
Como f"(0)<0 , f tem um maximo local em 0.
£(0)=2x0° ~=15x 0% +100 =100
/"(5)=12x5-30=30>0
Como f"(5)>0 , f tem um minimo local em 5.
f(5)=2x5"-15x5> +100 =-25

Conclusio: fadmite um maximo relativo igual a 100 para
x=0 e um minimo relativo igual a — 25 para x=5.

f(x)=x*-4x’+5

f(x)=4x" —12x

£7(x)=(4x —122*) =120% - 24x
D,=D,=D,=R
Logo, /¢ duas vezes diferenciavel em R.
* Zeros da primeira derivada (ponto criticos de f'):
f(x)=04x’ 12X =0 = 4x* (x-3)=0 =
Sx=0vx=3
Os pontos criticos sdo 0 e 3.
+ Sinal da segunda derivada nos pontos criticos:
£"(0)=12x0*-24%x0=0
Como f "(0) =0, a segunda derivada nada nos diz

sobre a existéncia de extremos no ponto x =0 .

No entanto, atendendo ao sinal de /’, podemos concluir
que f¢ estritamente decrescente em ]—oo, 3[ e

estritamente crescente em ]3, +oo[ .

w |=% 0 3 +00
! — 0 — 0 +
71~ v |22 7
Min.

f(3)=3"-4x3+5=-22
Concluséo: fadmite um minimo relativo igual a — 22 para
x=3.

30

2.2. Derivadas

133. f(x) +2x2_1
, _l+(2)’(2x—1)—2(2x—1)'_1_ 4
fx)=y (25-1) T4 (1Y

[(2x-1
4x2(2x-1)(2x-1
o (2x-1)

1
D,=D,=D,. =R\{E}

Logo, /¢ duas vezes diferenciavel em R\ {%} .

* Zeros da primeira derivada (pontos criticos de f):

f'(x):0<:>l—74 =0

4 (2x-1)

@(2x—1)2—1620/\x¢%<:>
<:>(2x—1)2:16/\x¢%<:>

©2x—1:4v2x—1:—4/\x¢l<:>

5 3
SX=—VX=——
2 2

s ~ 3 5
Os pontos criticos sdo - e 5

Sinal da segunda derivada nos pontos criticos:
16

f"[‘ijzwz‘iw

Como f"[—fj <0, ftem um maximo local em —% .

Como f"

SRRV

e
(

j >0, f tem um minimo local em x —%

S
5 2 2 9
f(*}** e Tx
2) 4 2(;)_1 8

~ . - L 7
Conclusio: f'admite um maximo relativo igual a 3

. o 5
para x = = e um minimo relativo igual a % para x = bR



13.4. f(x)=\/4x—1 +3-x; D, =[i,+oo[

, (4x- 1) 4 2
f(x) 2N4x — 1= 2\/4x—1 x/4x 1 -
) ) ©(2) VAx-1- 2( 4x—1)’_ )
(%)= (m_l 1} =" 0=
(4x 1)
R =
4x—1 (4x—1)Vax—1

. . 1
¢ duas vezes diferenciavel em }Z’ +oo[ .

* Zeros da primeira derivada (pontos criticos de f):

2 2—-+/4x-1
(x)=0——1=00-" """ o
1) Vax-1 Vax—1

& 2-+4x - =0/\x>%<:>
< Adx— =2/\x>%24x—1=4/\x>%

<> X=

NG RV

-lk\m

Verificacdo: 1’ [ j 2
4x > -1
\/ 4
oS
O ponto critico ¢ 2

« Sinal da segunda derivada no ponto critico:

f"(%j: — :—%<0
[4><§—1J 4><§—1
4 4
Como f"( j<0 f tem um maximo local em%

EA RS
4 4 4 4
» Atendendo ao sinal de f°, podemos concluir que f'¢é

. 1 5 .
estritamente crescente em {Z, 7[ € estritamente

5
decrescente em 7 +o0| .

X l é +00
4 4
' + 0 B
11 15
— Vs — N
4 4

1 1 111
L R AV O S
f(4} 4 4 4

Logo, f'admite um minimo local igual a lzl para x :i .

. . L 11
Concluséo: fadmite um minimo relativo igual a " para

1 L. . 15 5
X == eum maximo relativo igual a y para x= 7

N

14.1. 7(0)=—4,9x10% +245x0+37,5=37,5
h(10)=-4,9%10> +245x10 +37,5=1997,5

31

14.2. h

14.3.

14.4.

15.

15.1.

15.2.

15.3.

154.

2.2. Derivadas

h(10)=A(0
Velocidade média em [0, 10] = % =
:1997,5—37,5 ~196
10
196 x 3600 ~705.6
1000

A velocidade média nos primeiros 10 segundos foi de
705,6 km/h.

"(1)=-9,8t+245
W(t)=0<-9,8:+245=0<1=25

K" (t)=(-9,8+245) =-9,8
h"(25)=-9,8<0

”

h(t) tem um maximo em =25

h(25)=-4,9x 25" +245x25+37,5=3100

A altura maxima atingida pelo corpo foi de 3100 m.
1'(20)=-9,8x20+245=49

h"(20)=-9,8

A velocidade do corpo 5 segundos antes de atingir a altura
maxima foi de 49 m/s e a aceleragdo nesse instante foi de
9,8 m/s%.

h(t)=0< -4,9¢ +245¢+37,5 —05 ~50,2
O corpo esteve no ar cerca de 50,2 segundos.
p(t)=15-¢

p(5)=15x5"-5" =250

p(10)=15x10* —10° =500

10)— p(5
Velocidade média em [5, 10]= % =

500250
5

A velocidade média da particula no intervalo [5, 10] foi de
50 my/s.

p'(t)=30c-3¢
P'(0)=30x0-3x0>=0; p'(2)=30x2-3x2* =48

P'(2)-p'(0) _
2-0
_48-0_,,
2
A aceleragdo média da particula no intervalo [0, 2] foi de

24 m/s? .

=50

Aceleragio média em [0, 2]=

p"(1)=(300-3¢*) =306
P'(1)=0<30-6t=0<1=5

t | 0 5
pu + 0 —
p 7 75 \

P'(5)=30x5-3x5>=75
A velocidade maxima atingida pela particula nos
primeiros 5 segundos foi de 75 m/s. Nesse instante a
aceleragdo da particula foi 0 m/s%.

P'(1)=0e301-3 =0 31(10-1)=0=t=0vi=10
t |t |0 10
P lpr|o + 0 -
p|lP|O 2 500 N




16.

p(10)=15x10° -10° =500
A distancia maxima da particula a origem foi de 500 m.
. X' +2x+16
X)=—"—"
f( ) x+2
* Dominio: D, ={xeR: x+2#0} =R\ {-2}

+ Continuidade: f¢ continua
* Monotonia e extremos:

)_ (x2 +2x+16),(x+2)—(x2 +2x+16)(x+2)/

)= (x+2) )
7(2x+2 x+2 (x2+2x+16)7x2+4x_12
()6-4—2)2 (x+2)2
f'(x):()@Lx_zlz:OQ
(x+2)
S X +4x—12=0Ax#2 x=—6vx=2
x |=® -6 =2 2 +0
1 + 0 - - 0 +
1~ -]~ v e 2
Max.
(-6)" +2(-6)+16 oy 22 42x2416
—6)=—-"F————"——=-10; Q)=
/(=6) —6+2 » /() 242

/& estritamente crescente em |-oo, —6] eem [2, +oo
e estritamente decrescente em [-6, —2[ eem -2, 2].
Tem um maximo relativo igual a — 10 para x=—6 e um

minimo relativo igual a 6 para x=2.
+ Concavidades e pontos de inflexao:

") = X +4x-12 ’:
f() ( (x+2)2 J
:(x2+4x—12)'(x+2)2—(x2+4x—12)[(x+2)2]
[(er2y ]

(x4 4)(xr+2) (2 +4x-12)x2(x+2)(x +2)

(x+2)4
_ (x+2)[(2x+4)(x+2)—2(x2 +4x—12)} o ®
(x+2)4 (x+2)3
f"(x)#0, vxeR\{-2}
x |- _2 + o0
/" - +
f N U

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em
]—oo, - 2[ e voltada para cima em ]—2, +oo[ .
Nao tem pontos de inflexao.

* Assintotas ao grafico:

2
Verticais: lim f(x)= m X ¥2xvle _16_
x>-2" -2 x+42 0"
X +2x+16 16
lim f(x)=lm—F=—=-0
x~>—2’f( ) x—>-2" x+2 0

A reta de equagdo x = -2 ¢ uma assintota do grafico de f-
Nao verticais:
X 2 2
7( ):limx +2x+16 fim 21
xot x(x + 2)

2

x>t x x—>too y

=6

2.2. Derivadas

X +2x+16
= lim —mx|=lim|———x |=
x4>+00|:f ] “’*’( x+2
. x2+2x+16—x2—2x 16
= lim =0

x>t x+2 + o0
A reta de equag@o y = x ¢ uma assintota ao grafico de f
quando x — +o e quando x — —o0

 Grafico e contradominio:

r
' y
I\
: [~
'6¥-—//
-6 -2
1 _4" 2 X

1-10

o
“

D =]-o, —10]U[6, +oof

Pig. 52
x-1_-1
17.1. i = lim —=1
lim /(3)= lim 250
lim £ (x)=£(0)=1-0+0 =1

lim f (x) =
f¢é continua em x=0 porque existe ling f(x).
X
f¢é continua em ]—oo, O[ por ser definida nesse intervalo

por uma fungéo racional e é continua em ]O, +oo[ porque,

nesse intervalo, ¢ a soma de fungdes continuas.
Logo, /¢ continua.
1—x+ J_ 1_

7'(0%) = tim SE)=1O)

x—0* xX— x—>0"

17.2.

_/(0)717(”071

. X \/; 1
=lim|-—=+—|= =1+ lim =
x—>0" X X x>0 X\/—

=+
fnao ¢ diferenciavel em x=0.

1
2x

17.3.

Para x>0: f'( ) (1+x+\/—) =0- 1+;/)_'

Para x<0:

f'(x):(Zx—lj':(zx—l) (x-1)-(x-1(x-1) _

x-1 (x—l)2
C2(x-1)-(2x-1) 1
(- ()
f’:R\{O}—)R
! > sex<0
(x=1)
NN
ﬁ—l sex>0
17.4. Para x>0

1 1-24x

leo—-1=0<
2/x

2Jx

<:>2\/;=134x=1<3x=%

=0

7=

32



Verificagio: f’[lJ = L 1=0
4 1
2 —
4
Parax<0: f'(x)=- ! <0, Vxe]-o, 0
-1
o 1
X 0 = +00
4
- v o[ -
f N 1 2 3 \
4
Min. Max.

1 115 -
i limie o

. 1
f¢ estritamente decrescente em ]—oo, 0] eem [Z, +oo{

. 1
¢ estritamente crescente em [0, Z} .
ftem um minimo relativo igual a 1 para x=0 e um
_ L 5 1
maximo relativo igual a 2 para x = 7

17.5. Seja a a abcissa do ponto do grafico onde a ¢ reta é
tangente.

1

m:f'(a):m—l

t:y:[zjg—ljx+2
f(a)=1-a+a

O ponto (a, l-a+ \/Z) ¢ um ponto da reta 7.

1—a+x/—=(21—1}<a+2<:>

Ja
<:>1—a+x/_:L—a+2<:>
2a

@2\/Z+2a:a+4\/5/\a¢0<:>
©a=2x/Z:>a2=4a<:>a2—4a=0<:>

a>0
<:>a(a—4):0<:>a:4
Verificacio: 4=20/4 =4=4
1 1 3
m=f'(4)=—=-1=—-1=-=
=571 ;

3 . x
y= —Zx +2 ¢ aequacgdo da reta tangente.

17.6. Para x>0 :

’

Co Yy () -1(2vk)
7)== e

I (x)
= Z\/;:_ ! <0, Vxe]0, +oo

4x 4 x\/;

Para x<0 :

'

17.7.

17.8.

17.9.

18.

18.1.

2.2. Derivadas

I Gt} [C) B <0, Vxel-w, 0

G- ()
O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em
]—oo, 0[ eem ]0, +oo[.

’

O grafico ndo tem pontos de inflexdo.

Assintotas verticais: O grafico de fndo tem assintotas
verticais porque f'¢ continua em R.

Assintotas ndo verticais:

Quando x > —o0 :

lim £ (x) = lim 2=

X—>-0 e | xo—w y

A reta de equag@o y =2 ¢ uma assintota ao grafico de f
quando x — —o©

Quando x — +o0:

mm tim 2O _ i Loxeax e
X—>+0 x X—>+0 x X—>+0 x X—>+0 x
— lim = lim L= o

Xt x X‘)'FOCX,\/; +w
b= tim [ f(x)=mx]=lim [1-x +x+ ¥ | = 1+oo =40

O grafico de fndo tem assintota quando x — +oo .

Dy =], 2
F(x)=x+5 D =R\{0}, k20
=D

f'(x):2x+M:2x—£
X X

f"(x)—[Zx—kzj ZQ_M:

kx2x 2k
2+—
X

=2+ =
o

f"' € duas vezes diferenciavel.

f'(3):0<:>2><3—3£2:0c>§:6c>k:54
Para k:54,f”(3):2+2;54:6>0.
Logo, ftem um minimo para x=3 se k=54
18.2. f"(2):0<:>2+%:0<:>§:—2c>k:—8
p— 3_
Para k=-8, f"(x)=2+¥=2x 316.
X
X = 0 2 oo
2x’ ~16 - - 0 +
x3 - 0 + + +
1" + - 0 +
f v N )
P.I

O ponto de abcissa 2 ¢ um ponto de inflexdo do grafico
defse k=-8.



19.1.

19.2.

20.

k#0

i/g ¢ o Unico zerode f' e f"(i/f]>0.€omoféduas

vezes diferenciavel em D, =R\ {0} , podemos concluir
que qualquer que seja o valor de £, /' ndo tem maximos.

A circunferéncia de centro na origem e raio V2 tem como
equagdo:

¥+y'=2ey'=2-x @y:iﬂ

Como y 20, yzm.

PS = \/ﬁ ; RS =2x

Entao, A=FS’XKS‘=2x\/2—x2 .
A'(x):(Zx)’ N +2x(\/2—x2) =

2-x%) 2(2-x) -2
=24v2-x* +2 ( =
tr XXZ\/Z—XZ \/2—)62

_ 4457
V2 -x?

A(x)=04-4=0A0<x<V2 &

o =1A0<xs2 o x=1

x |0 1 V2

A + 0 -

A 7 N
Max.

A area é maxima para x=1.

y=~2-1=41=1

P(1, 1)

f"(x)zx(x+1)
f"(x):O@x:va:—l

x -2 -1 0
I + 0 - 0 -
1 o |re A

P.I P.I
Resposta: (D)

21.

22.

Pag. 53
A fungdo f, duas vezes diferenciavel em ]0, 2[, é
estritamente decrescente e o seu grafico tem a
concavidade voltada para baixo neste intervalo.

Logo, Vxe]O,Z[,f'(x)<0/\f"(x)<0 pelo
queVxe0,2[, f'(x)x f"(x)>0

Resposta: (D)

S"(x)=0=x=0vx=lvx=2vx=- 2vx=2

A segunda derivada tem cinco zeros: -2 ,0, 1,\/5 e?2
Como (x— 2)2 >0,VxeR\{2}, /7 ndo muda de sinal no

ponto x =2 apenas mudando nos restantes quatro zeros.
Portanto, o grafico de f'tem quatro pontos de inflexao.
Resposta: (C)

34

23.

23.1.

23.2.

23.3.

23.4.

23.5.

23.6.

2.2. Derivadas

sex<0

X sex=>0

li =£(0)=0’=0

lim £ (x)=/(0)

limf(x)z limx* =0>=0

x—=0" x—0"

lim f (x)=0
f¢é continua em x=0 porque existe lin(}f(x) .
/¢ continua em ]-co, O] eem |0, +oo[ por ser definida,
nestes intervalos, por fungdes polinomiais.

/'(07)=lim f(xz:({(o): lim & ‘(?: lim x =0

=00 x — x>0

Ozlimxzzo

x—0"

S)-1O) -
0

x-0"  x

S(0%)=lim =

f’(O’ ) = f'(0+)=0. Entdo, f ¢ diferencidvel em x=0,
sendo f'(0)=0.

f'() 2x  sex<0
xX)=
3x7 sex>0
f"(O’)=1imf(x)_f(O)=1im2"‘°=nm§:2
x—=0" x—=0 =00 x—0 x—=0" x
’ _ 0 2 _
(0 )= tim OISO 3705
x—0° x=0 0" x—0 x—0"

f "(0’) =f "(0*) . Entdo, fndo admite segunda derivada

em x=0.

ff:R>R
2x sex<0
xv{3xz sex>0

Para x<0:

fS(x)=0Ax<0=2x=0Ax<0xeD
f'(x)<0, Vxe]—oo, O[

Para x>0:

f'(x)zO/\xZO<:>3x2 =0Ax20<x=0
f'(x)>0, Vxe]O, +oo[

7(0)=0

/& estritamente decrescente em |-, 0] , estritamente
crescente em [O, +oo[ ¢ tem um minimo relativo (e
absoluto) igual a 0 para x=0.

Para x>0: f"(x)=6x
f"(x)=0Ax>0=6x=0Ax>0xeD
f"(x)>0, Vxe]O, +oo[

Para x<0: f"(x)=2>0, Vxe |-, 0

O grafico de ftem a concavidade voltada para cima em
todo o dominio, pelo que, ndo tem pontos de inflexdo.

f(x):l—xxjﬁl[x3+x—l:0

Seja g(x)=x"+x-1

g ¢ continua em [0, 1] porque ¢ uma fun¢@o polinomial.
g(0)=0"+0-1=-1 ¢ g(I)="+1-1=1
2(0)xg(1)<0



24.

25.
25.1.

25.2. g

26.

Entdo, pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy
EIce]O, 1[: g(c)zO , ou seja, EIce]O, 1[:f(c)=1—c.
Como f'(x) ¢ estritamente crescente em ]0, 1[, a solucdo
que provamos existir ¢ iinica.

Para que o grafico de f'tenha um ponto de inflexdo de
abcissa 0, terd de haver ai uma mudanga de sinal da
segunda derivada. Sendo assim, a opgdo correta é a (A).
Resposta: (A)

F()=x's g() =
S(x)=4x"
x) ( ) =12x7
( ) 12x0% =

" (x) >0, Vxe R\{O} , ou seja, no ponto x =0, ndo ha

mudanca de sinal da segunda derivada de f".

Logo, 0 ndo ¢ um ponto de inflexao.

RN C)

(¥)=—re=
3 3

!

e i

9x*

' )_(1)’(3i/x—) 1><(3\/—
B
2
ofx  oxilx®

D,. =R\{0} , logo ndo existe g"(0).

X —00 0 + 00
gll + —
g v 0 N

P.L

g(0)=x0=0

Logo, a origem ¢ um ponto de inflexdo do grafico de g.
Sejam f(x)=ax+b e g(x)=cx+d, a#0 e c#0,as
fungdes cujos graficos estdo representados.

Como os graficos de f'e g sdo perpendiculares, entdo

c=—é.Entio, f(x)=ax+b e g(x)z—éx+d.
h(x)=f(x)x2(x)
(x)=s'(x)xg(x)+ [ (x)xg'(x)=

:a[—éx+dj+(ax+b)x(—éj:

:—x+ad—x—é: —Z)C-J—cwl—é
a a

h”(x) = [—2x +ad —éj =-2

a

Avaliacao 2

1.

Pag. 54
Sejam a e b o maximizante o minimizante de /"’ (x),

respetivamente.

Entdo:
x |=® a b +00
S 7 f'(a) \ 1'(b) 7
f" + 0 - 0 +

Resposta: (B)

2.2. Derivadas

2. O grafico de fndo tem pontos de inflexdo em x=2,
x=4 ou x=35 porque a segunda derivada ndo muda de
sinal nesses pontos.

Logo, a opgéo correta é a (A).
Resposta: (A)

3. f(x)=2+3x"-2x°
f'(x)= (2 +3x* - 2x° )’ =6x—6x
f"(x)=0=6x(1-x)=0=x=0vx=1

x |- 0 1 +00
[ - 0 + 0 -
f N U A
Resposta: (D)
4.  Nointervalo |-, 0[ , a concavidade de /¢ voltada para
cima. Entdo, f"(-3)>0.
No intervalo [—2, 3] , f ¢écrescente. Entdo, f'(l) >0.
No intervalo ]0, 5[ , a concavidade de /¢ voltada para
baixo. Entdo, f"(2)<0.
No intervalo ]5, +oo[ , a concavidade ¢ voltada para cima.
Entdo, f"(7)>0
Resposta: (C)
5.  Se f’ ¢ estritamente crescente, entdo f "(x) >0, VxeR.
Logo, o grafico f'tem a concavidade voltada para cima.
Pag. 55
12 x
6. (x)= 11 + 3
61, f(x)= (12)'(x+1)—122(x+1)' Ao 1
(x+1) 3 (x+1) 3
F)=0e -2 e B0
(x+1)" 3 3(x+1)

6.2.

& (x+1)' =36=0Ax%l =

S x+1l=6vx+l=—6< x=5vx=-7

X [~ 7 -1 5 +o

I + 0 - - 0 +
13 11

f Vd 3 N N 3 Vd
Max Min.

12 =7 13 12 5 11

-7)= +—=—— ¢ 5)= +—=—

f( ) -7+1 3 3 f() 5+1 3 3

/¢ estritamente crescente em |-o0, —7] eem [5, +oof e

estritamente decrescente em [-7, —1[ eem |-1, 5].

L L 13
f tem um maximo relativo igual a 3 para x=-7 e um

. L 11
minimo relativo igual a 3 para x=5.

a) t:y=mx+b

2 1
m=f'(2)=— +o=-1
72) (2+3)" 3
12 2 14
2)= o=
1(2)= 2¢1 3 3



Reta tangente em x=2: y=—x+b
14) ,
2, 3 ¢ um ponto da reta 7.

L L
3 3

x 20
Equagdo da reta tangente: y =—x+ 3

b) m=m, =-1
. 12 1 12 4
"(X)=-lo——+-=-1- +—=0
I'(x) TTE Gy 3
-36+4(x+1) 0
3(x+1)

<:>(x+1)2 =9Axz-1&
Sx+l1=3vx+l="3Arx#-1<
Sx=2vx=-4
A reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa —4
¢ estritamente paralela a reta .

x+1) (x+1)3
X —00 _ 1 +00
fl‘ _ +
f a) )

O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em
|-, —1[ e voltada para cima em |-1, +oo[ . Ndo tem

pontos de inflexdo.

6.4. Assintotas verticais: lim (x) = (1)—% + %1 =+
x—>-1"
12 1
lim f(x)=—-—=-
xo>-1" f( ) 0 3

A reta de equag@o x =—1 ¢ uma assintota ao grafico de 1.
Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b) :

m= lim

f(x):lim 12 + 2=
¥t x oo\ x(x+1) 3x

= lim 12 + X =0+
xk0 x(x+l) 3x

b= lim [f(x)—mx = lim [12_,.)‘_)‘}_

x—>tw x—>tw (x+1)2 3 3

12 12

e (x4 l)2 too

1
A reta de equacdo y = gx ¢ uma assintota ao grafico de f°

quando x >+ e x —>—o© .
6.5.

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

2.2. Derivadas

3
}g?g x)—llnl1(4+x_2j:4_2:2
llrgg(x):h 1+(x3+x):1-1—1:2:g(1)

Como existe lim g(x), g ¢ continua no ponto 1.
g(x):4—\/; <[132]x3+x:4—x/;<:>x3+x+\/;—4:0

Seja h(x)=x +x++x -4, D, =Rj

h ¢ continua em [1, 2] porque ¢ definida pela raiz
quadrada e pela soma de fungdes continuas.

h(1)=1 +1+41-4=-1<0
h(2)=2*+2+42-4=2+6>0

h(1)xh(2)<0

Entdo, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy,

3cel, 2[: h(c)=0,isto & Ieel, 2[: g(c)=4—+c.

)63-4—)6—2@j

x>l x—1

2
—M(x +x+2): lim(x2+x+2):4

- ,}g? )x//l x—-1"
Calculo auxiliar:
g()=r+1=2
1 0 1 -2
1 1 1 2
1 1 210
2 0
~ 4+—=—-2(y)
g’(l’)zhmg( ) g(l)—lim x=2 i
x—1 x—1 x—1" x—1

g()#g(r)
Logo, g ndo ¢ diferenciavel no ponto 1.
Para x<1:

g'(x):(4+xfzj

(-2

'

’

0.2 (x-2)-2(x2)
(x-2)

Para x>1: g'(x):(x3 +x)' =3x"+1



g R} >R

sex<l1

X"

2

(x-2)
3x7 +1

7.5. Para x<1: g'(x)<0, Vxe]-o, I[

sex>1

Para x>1: g'(x)>0, Vxe|l, +oof
Como g ¢ uma fungéo continua temos que g ¢ estritamente
decrescente em ]—oo, 1] e estritamente crescente em

[1, +oo[.

g tem um minimo relativo igual a 2 para x=1.
7.6. Para x>1:

g"(x)=6x>0, Vxe ]1, +oo[

Para x<1:
" ), (2 (2 () (2]
gm_(‘( )2} ) )

- x—2

_ O+2><2(x—2)(x—2)
(+-2)
g"(x)<0, Vxe]-o, —1]

4(x—2) 4

(x-2)" (x-2)

’

Como g é continuaem x=1, g(1)=2 e asegunda

derivada muda de sinal em x=1 , o ponto (1, 2) é um
ponto de inflexdo do grafico de g.
8.1. f(x)=0<:>6x—x2 =0<:)x(6—x)=0<:>x=0\/x=6

x+AC+x=6< AC=6-2x
Seja & a altura do tridngulo relativa ao vértice B.
h=f(x)=6x-x’

(6—2x)(6x—x2)

Area do tridngulo [4BC]= B ——

2 1922 3
:36x 6x° —12x" +2x 0 +18 »

Seja x, a abcissa do Vertice da parabola: x, = — 3

Para que a abcissa de 4 seja positiva e inferior a abcissa de
C, 0<x<3.

82. A'(x)=3x’-18x+18

_6+V36-24

A(x)=03(x¥ —6x+6) =0 x=

2
—+ x<3
= 6_;/E <:>x:3—\/§
x | 0 3-f3 3
A + 0 -
A 2 63 \
Max.

A(3—«/§):(3—J§)3 —9(3—J§)2 +18(3-43) =
=(3-43)(9-6v3+3-27+ 93 +18) =
=(3-V3)(3v3+3)= 93 +9-9-3V3=
=63

A é4rea maxima do tridngulo [ABC] ¢ 633 ua..
9. p(t)=16-(c-2)'

9.1. p'(1)=0-4(1=2) +(t-2) =—4(1-2)

3

37

2.2. Derivadas

p'(0)=-4(0-2)" =32
p'(2)=—4(2-2) =0
Aceleragdo média em [0, 2]:

p'(2)-p'(0) _0-32

-16
2-0 2
A aceleragdo média entre os instantes t =0 ¢ =2 foi de
—16 cm/s? .

9.2. p'(1)=0e4(1-2) =0=1=2

p'(0)=[-4(r-2)'] =-12(1-2)" x(1-2) =-12(t -2y
p'(1)=0e-12(t-2)" =0=1=2

A velocidade e a aceleragdo foram nulas no instante ¢ =2

segundos.
Avaliacio global
Pag. 56
1. Se f'(x)xf"(x)<0 ,entdo /" e f" tém sinais
contrarios.

Na opcdo (A) a fungdo € crescente (f’(x) > 0) ea

concavidade ¢ voltada para cima (/" (x)>0).
Na opcao (B) a fungio ¢ estritamente decrescente

( f ’(x) < 0) e a concavidade ¢ voltada para baixo

(f"(x)<0).
Na opcao (C) a fungdo ¢ estritamente crescente

(f'(x)>0) ea concavidade ¢ voltada para baixo

(f"(x)<0),isto ¢, f'(x)x f"(x)<0.
A opgao correta ¢ a opgao (C).
Resposta: (C)

2.  Se g” ¢ uma constante ndo nula, entdo a concavidade do
grafico ¢ voltada para cima (ou voltada para baixo) em
todo o dominio, o que se verifica nas opgdes (B) e (C).

Como g'(1)<0, aresposta & (B).
Resposta: (B)

3. f(0)xf(2)<0, f(2)xf(5)<0 ef¢écontinua em [0, 5].
Entéo, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, existe pelo
menos um zero em |0, 2[e em ]2, 5].

Se f"(x) >0, Vxe ]0, 5[ , entdo f'(x) ¢ estritamente
crescente em ]0, 5][.

Como f'(2)=0, f"(x)<0, vxel0, 2[ e

f'(x) >0, Vxe]Z, 5[ .

Deste modo, f'¢ estritamente decrescente em [0, 2], pelo
que o zero que ja provamos existir nesse intervalo € tinico.

Analogamente, /¢ estritamente crescente em [2, 5], pelo
que o zero que ja provamos existir nesse intervalo ¢ Unico.

Assim, a equagdo f(x)=0 tem duas solugdes.

Resposta: (C)
4.  fé continua no intervalo [0, 3].

£(0)<3<£(3)
Pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, 3c e ]0, 3[ : f(c) =3
Resposta: (D)
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5. Se f'(2)=0, entdo 2 ¢ um ponto critico de f.
Como o grafico de ftem a concavidade voltada para baixo
e f'¢é duas vezes diferenciavel, entdo
f"(x)<0, vxel]l, 3[ , ouseja, f"(2)<0
Logo, f(2)=2 ¢ o maximo absoluto da fungdo /.
Como f(1)< f(3) ,entdo f(1)=0 éo minimo absoluto
da fungdo f.
D; =[0, 2]
Resposta: (A)
-1
PR C) P ORI A )t A () IR
x>0 X x>0 x—=0
Entdo, 0 € um ponto critico de f-
TG BTN ) ) BT
x>0 X x—0 x=0
/"(0)=-1<0
Entdo, ftem um méaximo para x=0.
Como f(0)=1, 1 éum maximo de /.
Resposta: (B)
7.  Se o grafico de ftem a concavidade voltada para baixo em
todo o dominio, entdo f"(x)<0, VxeR.
Se f"(x) <0, VxeR ,entdo f’ ¢é decrescente em R, isto
& f1(2)< /()= f1(2)<0
Resposta: (B)
8. Se (u,) ¢uma sucessdo decrescente de termos positivos,
entdo ¢ convergente e limu, >0.
Se (vn) ¢ uma sucessdo crescente de termos negativos,
entdo ¢ convergente e limv, <0 . Logo, limv, <limu, .
Resposta: (D)
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9.1. Sejay a medida do outro lado do triangulo:
2x+y=6y=6-2x
Seja 4 a altura do tridngulo: X X
2
X' =+ (lj = -
2 y
h>0
Sh=x"-9+6x—x"<h=6x-9
yxh (6-2x)(J6x=9)
A(x) = =
2 2
A(x) = (3 —x)x/6x -9
9.2, A(x)=(3-x) Vox—9+(3-x)(\ox—9) =

S N L)

6
= J6x -9 +(3-x)x— =
#=9+(3-%) 2J6x—9

18—-9x
6x—9

—(6x—9) +3(3—x)

6x—-9

38

2.2. Derivadas

A'(x)=0 li_9;:0©18—9x:0/\%<x<3
o
Sx=2
x % 2 3
g + 0 -
A 7 3 v

4(2)=(3-2)x/6x2-9 =13

O valor de x para o qual a area ¢ maxima ¢ 2.
y=6-2x2=2

O triangulo [4BC] de area maxima ¢ um tridngulo
equilétero de lado 2.

10.
x—1
> sex<lAax=-1
x -1
k
f(x)z Z+1 sex=1
Vx-1
sex>1
x—1
10.1. lim f(x) = lim —— = lim a1 1
x—1 - x—1 M(x+1) 2
Jx -1 (\/;—1)(\/;-!-1)
lim £ (x)=lim =li =
Xl ol x—1 aol (x—l)(\/;+l)
fm— 2L 1
x—1! M(\/;_,_l) 2
f(l):lir?f(x):linl}f(x)c>§+1:%c>
<:>E:—1<:>k:—2
4 2
10.2. Para 2<x<0:
f(x): P= 2_11:O<:>x—1:0/\x¢—1/\¢1<:>
oxed
A afirmagdo ¢ falsa.
2
X
11. =
fx)="
) (x=1)=x (x—1 2x(x—1)—x*
11.1. f'(x):( )( ) 2( ) ( )2 =
(x—l) (x—l)
:x2—2x
(x—l2
, )
f(x): =0 x(x 2) Orx#le
(x—l
<Sx=0vx=2
on |75 0 1 2 +o0
! + 0 — - 0 +
1~ JTo| N 4 2
0’ 2?
0)= =0 2)= =4
0)==0 ¢ (2)=

£ ¢ estritamente crescente em |-, 0] eem [2, +oo e
estritamente decrescente em [0, 1[ e em ]1, 2].

f tem um maximo relativo iguala 0 em x=0 e um
minimo relativo iguala4 em x=2.



(-1 ]
_(20-2) (1)~ (o ~ 20)x2(x 1) (a1
(x-1)
_ (x=1)[(2x=2)(x=1)-2(x* —2x)]
(x-1)
2x —2x-2x+2-2x° +4x 2
(x 1) (x—l)
f"(x)>0, Vxe|l, +oo[; f"(x)<0, Vxe]-oo, 1
lgD,

Entdo, f ndo tem pontos de inflexdo.
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12.1. p'(t) =2kt —61’
p(1)=(2kt —61*) =2k 121
P"(0,25)=9 < 2k —12x0,25x9 < k=6

0
12.2. p(r)=6"—
p’(t):12t—6t
p(r)=12-121
p"(t):0<:>12—12t:0c>t:1

t 1 2
p" + + 0 - -
p 7 6 Y

p'(1)=12x1-6x1>=6
A velocidade maxima atingida foi de 6 m/s e a aceleragéo
da particula nesse instante foi de 0 m/s.

13. f(x)zxjj;g(x)z—xz-k%c—lle h(x)=g(x)+k

13.1. f'(x)z%x2 e g'(x)=-2x+7

rlils=m,=m < f'(a)=g'(a) = %az =-2a+7<

<3d°+8a-28=0= a=—%va=2

Como aeR", a=2.

Para a =2 , as retas r e s sdo paralelas.
h(x)=g(x)+k

Entdo, o grafico de / é a imagem do grafico de g pela
translagdo associada ao vetor (0, k).

Para que f'e /4 se intersetem num unico ponto onde tém
uma reta tangente comum, €, uma vez que no ponto de

13.2.

abcissa 2 as retas r e s sdo paralelas, terd de ser
k=f(2)-g(2)=2-(-1)=3
Calculo auxiliar:

27 +7x2-11=-1

13.3. limh(x) = lim(—x" +7x~8)= 2"+ 7x2-8=2
x—2

x—2

2.2. Derivadas

3 3
lim f (x) = lim[x :% =2

x—2 -2\ 4

lim h (x) =lim f (x) =
lxlil;u(x) =2

14.1. (x) =24x +12x*

f!
f(x) 0 24x° +12x* =0 12x7 (2x+1)=0<:>

<:>x=0\/x=—1
2

1
X — 00 —_ 0 +00
2
7 - 0 + 0 +
r v 1
Min.

F(0)=6x0* +4x0° ~1=-1

. . 1
f ¢ estritamente decrescente em |—o0, — 5 e
. 1 .
estritamente crescente em _5’ +oo| . Tem um minimo

relativo (e absoluto) igual a —% para x = —%

14.2. f¢ continua em R por ser uma fungéo polinomial. Logo,
f¢ continua em qualquer intervalo de nimeros reais.
e f¢ continua e estritamente decrescente em

]—oo, —l].
Como f(-1)=
f(x)=1,Vxe]-o0,—-1].

6(—1)4 +4(—1)3 —1=1, temos que

Logo, f ndo tem zeros em |-co, —1].

e f¢ continua e estritamente decrescente em

[ 1—7} Como f(-1)=1 ef(—%j:—g temos

que f(-1)x f(—%] <0 pelo que o Teorema de
Bolzano-Cauchy garante a existéncia de um zero em
}—1, - %{ . Atendendo a monotonia de f, este zero é
unico no referido intervalo.

e f¢ continua e estritamente crescente em {—%, + oo[ .

Dado que f(0)=-1¢ f(1)=9 ef¢ continua em

[0, 1], podemos igualmente concluir, pelo Teorema de
Bolzano-Cauchy, que f'tem pelo menos um zero em

10,1 . Este ¢ o tinico zero de f no intervalo

1 .
—7 +oo| dado f'ser estritamente crescente neste

intervalo.
Concluséo: f'tem dois e s6 dois zeros, um no intervalo
]- 1, O e outro no intervalo ]0, 1.
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