Funcoes exponenciais e funcdes logaritmicas

Atividade de diagnéstico
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u,. —u,>0,VneN.Logo,(u,) & estritamente crescente.

n

u,, —u,=3"-3=3"

» =3"x3-3"=2x3">0,VneN

u,, —u,>0,YneN.Logo, (u,) éestritamente crescente.
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u,,—u,>0,vneN.Logo, (u,) ¢estritamente crescente.

woni] - -

u

u,, —u,<0,vneN.Logo, (u,) éestritamente
decrescente.
u, :(_2)” jup=-2,

M2>M1 € u; <u,

u, =4, u;=-8

Logo, (u,) ndo ¢ mondtona.

SREREE
)

Logo, (u ( ¢ estritamente decrescente pelo que

2 n
u, <u;,VneN.Como u1:§ e (Ej >0,VneN:

0<u, <g VneN

Logo, (u) ¢ limitada.
Se n ¢ impar: 0<iSI,VneN
n

Logo, —2<u, <1,VneN , pelo que (u,) ¢ limitada.

Sejaa condigdoem N: n<n’®
s Para n=1, 1<1’ < 1<1 é uma proposigdo verdadeira.

+  Admitindo que para determinado n e N, n<n’
3
pretendemos provar que n+1< (n + l) .
(n+l)3 =n’ +3n" +3n+1
n<n’=>n+l<’+1l =>n+1<n’ +1+3n° +3n =
3n* +3n>0,VneN
=Sn+l<(n+1)
Logo, a propriedade ¢ hereditaria.
Portanto, pelo principio de indugdo matematica:
n<n’,VneN

81

a, =4
a,=2+a

Seja a condigdo P(n) < a, =2n+2

‘v’neN\{l}

n-1°

* Paran=1,vem g =2x1+2<a,=4
Proposic@o verdadeira
*  Admitamos, por hipotese, que para determinado
neN, a =2n+2.

Pretendemos provar que a,,, =2(n+1)+2.
a, ., = 2+ a(n+l)7l Formula de recorréncia
=2+ a,= 2+42n+2 Por hipotese

=2(n+1)+2
Logo, a propriedade ¢é hereditaria.
Pelo principio de indugdo matematica:
VneN,a,=2n+2

)

s
6. Sy =u, % =1x 36 :Ex(l_LJ:ﬁ
1 2 2 729) 243
3 3
7. a,,—a,=r,YneN, dado que (a,) ¢éuma progressdo
aritmética de razdo r:
Yo K peia _pr WneN
v, e
Portanto, se (an) ¢ uma progressao aritmética de razdo r,
(vn) ¢ uma progressao geométrica de razdo k.
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1. 1061,2080x0,02 =21,224 16

1061,2080 + 21,224 16 ~ 1082,43
Ao fim do quarto ano tera 1082,43 €.

n 3
2. =1+ =1000(1+—=| =1061,208 €
100 100
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1. r=2,5% ; C=5000 1+2’5
100

10
] =~ 6400,42 €

O capital acumulado ao fim dos 10 anos sera de 6400,42 €.
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2. C,=10000, 7 =3,6%

3,6

2.1. C=10000{1+
100

2
] ~10363,24
x2

Capital cumulado: 10 363,24 €
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36 )
2.2. C=10000{1+— =10364,89
100 x
Capital cumulado: 10 364,89 €
3. Opcao BTC
1’8 365
C=C,|1+————| =1,018C,
100x 365
Opc¢ao BCT
1’7 365
C=C,|1+———| ~=L017C,
1000 365
A melhor opgdo ¢ a BTC.
4 4
4. 5000(1+ 4 j =5082@(1+Lj _ 2082
100x 4 00 5000
r 2541 r 2541
Sl+—=3 S —=H—-1
400 2500 400 2500
< r=400 4} 2541 -400=>r~1,63
2500
r% =~ 1,63%
Pag. 126
5n S5n
5.1. lim(l + 1] = lim[l + i) =¢’
n S5n
2n 2n
5.2. lim(l + jj = lim(l + ;6] =¢®
n 2n
6n 6n
5.3. lim[l - l] = lim(l - i] =e™
3n 6n
Pag. 127
1 n
. Yy . P 1
54. lim|1+— | =lim|1+2 | =e2 =+/e
2n n
3n-2 3n -2
5.5. lim(l +gj = lim(l+gj X(ng =
n n n
3n -2
= lim[l + i] x lim[l +E) =ex1=¢f
3n n
n-1 (n+3)-3-1
5.6. 1im(l + 2 j = 1im(1 + 2 j =
n+3 n+3
n+3 —4
=lim[1+ 2 ] xlim[1+ 2 ] =e’x1=¢’
n+3 n+3
. 0" 1" 1Y?
5.7. lim|1+— =lim|1+— | xlim|l+—| =
n -n n
—e'x12=¢"
- 7
1
> | Jim| 142
s . %(1 + L) n
58 1 [ nr j ~1 53” = 7
Sn+ %(1 + 7) 3
Sn lim| 1+3
n
1 2 2 i i
e 2 K



4.1. Limites notaveis

Pag. 128
"7t 8.1. hm 1—7 1m{ }

m =1 _— =
2" +2 2 ¥
2] 2] w2 2]] -
:(sz :(671)42674 { \/E]leim{br\/_ —eVxe? =’ =1
2n n \/_

3 Jn
3
2] 2n
n
R

(n+3) )2
T () (CENVICEET) R ((“ J(n+ )'] - o4 2n2(1—
(n+2)! (n+2)(n+1) 82. lim| 2~ =lim =
2’12—1 2
L 207 1-—;
" nm(1+3jn ' 1 2
3 - 33 1 n
:1im(n+3j3: n) | () ey NATENANE
n+2 ) [ 2}” e’ - || 1+—=
lim| 1+— ) n n
- n 3 +7n+2 |30’ +n =lim (1 1 J(l 1 j =
2 " —3n*-n 1 = t—=
6.3. lim(WJ = onio 2n V2n
3n*+n e
— 12
2n+l 20+
2(3n+1
:nm[nf”z”j —lim{1+ E;”lgj -
n +n n(an+ n n
2\ 7Y 4N lim(l—\/z] xllm(l-kﬁ] G 2
=11m(1+7j xlim(l+fj:1im[l+—j x1' = _ n n _| & "xe
n n 2n 1Y 1) e,%xe%
a4 a4 — —
exi=e 20 lim| 1 Q x lim 1+ﬁ
243V M(“ J ! !
64. 1 ( " j = lim 1” = - .
3n 3/(1+ ) [eOJZ (1]2 |
n == =|2] =
0
~ X - e 1
) . 2 ) 1) ) e 1)
3V lim| 1+-=- 83. lim| 2—— =lim| 2-—-— =
n (1+*j 3 n € € ¢
2 2n . (2
=lim (gj Xt | = hm(gj Xil = LY e
(l+ij 3 =1im(2—1——nj —11m(1— ne j =e°
3n lim| 143~ e e'xe
n
- - Pag. 134
3V
—l0x | =0 9.0, 2 =642 =2 Toox=12
e 2
. s={12)
3\ |2
n 5n(1+fJ 2 143x
92. —=162<162x3"" =2
6.5. 1im[5”+3j2 ~lim| ——2 |~ 3
n
n(l“‘;j o 3l =i®31+3x =i<:>
162 81
1
n ]2 143x _ 1 143x _ 4
1im(1+§j . YTeaedT =l e
= lim5”><7n” —(+ooxez] =+ 5
2 e Sl+3x="4d4o3x="S5ox=-=
lim| 1+— 3
n
]
. 3
Pag. 132 s
No 9.3. 92x+3:3x+1©(32) :3x+l PN
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9.8.

10.

g 2=0e(2) =2 e

1
o2 =02 <:>15x—3:%<:>

c>15x:3+%<:>15x:%c>x:l

30
-f3
(@) = =) T @) =

s =2 et

S4-4x=-3x=x=4
S={4f
ol _gx=2 4 ax-l _ax _yq
S2x2-2"x274+2°x27"' 2" =40 =
@2“(2—x1+1—1):40®
4 2

<:>2*x%=40<:>2*=§x40<:>

S2'=322"=2<=x=5

s =15}
2
27 -5x2" +4=06 (27) -5x27+4=0 <
+ _
B T

©27=2"v2"=2> o x=0vx=2
§={0,2}
5% —4x5 =5x5" o
<:>(53X—4><5X)><5x=5><5”‘><5x<:>

o 5 _4x 5 = 5 e (52x)2_4><52x_5:0

4+16+20
:fg

=2 57 =-1v5 =5

A equagdo 57" =—1 ¢ impossivel

1
Sxe@vs=5 <:>2x=1<:>x:{5}

3
2
f(x)=4*—8 g(x)=2”2+24
Ponto A: f(0)=4°-8=-7 — 4(0,-7)
Ponto B:
f(x)=g(x)=4-8=2"+24o
o (2) ~2'x22-32=20 o (2) ~4x27-32=0

_4+416+128
2

4+12

< 2F =2 =

S2"=-4v2'=8c xe@v2 =2 o x=3
f(3)=4"-8=56 — B(3,56)
Ponto C: g(0)=2°*2+24=28 —- C(O,ZS)
_ AB x|abcissa de B| _‘28—(—7)‘><3 _35x3
A[ABC]_ 2 - 2 - 2
=52,5
A[ABC] =52,5u.a.
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l >0,04 & l >i© l >l
5 5 100 5

25

@[;jx>[;jz<:> x<2; 8§=]-,2

25-5"<0e5 25 ox22; S=[2,+

275 005 22 B
100

Calculo auxiliar

27 —5x+2=0<>

2 1 2
<:>22x —SX<ZC>22)C —5x<2—2<:>

S 2P -5x<-2 2X'-5x+2< 0

@xe}l,Zli ;S:}ljl:
2 2 +

54425-16
xX=

+
10" =2x5">0 10" >2x5" < 1IN -2
= p >2e2°>20' e x>l
S=t,+o
3% 41 9>10x3" <:>(3")2—IOX3"+9ZO Calculo auxiliar
V' =10y +9=0<

Fazendo y =3", vem: 10+4/100-36

2-10y+920& y<lvy>9 N
Y y+ - yslvy=2e <Z>\':|\/v1':9

&3'<1v3 29 3°<3°v3 23 o

S x<0vx22 & xel-0,0]u2,+0f
S =], 0]U2, + o]
57 -3>10x57 & (57 =3)x5" >10x5 7 x5 &

& (5) ~3x57-10>0

Fazendo y= 52" temos: (f\lculo auxiliar
2 y =3y-10=0<
y=3y-10>0 y<-2vy>5& L, 30
y=

S 5P <2viF s oxedvx>le

2

Sy=2vy=5

1
©x>5 N
1 -2\~ 5
oo
2
— , 20
AB=|f(0)-g(0)|=|4 +2—7:\18—10\=8
0¢ F , porque f(O)—g(0)>1.
3x+2 20
f(x)—g(x)Slc>4 +2—2HXS1<:>
S 4 x4 -20x27 ' +1< 0
o (2) x16-20x27x2" 4120 &
& 16x(2) ~10x2% +1<0
Fazendo y:23": Célculo auxiliar
1 1 16y 10y +1=0<=
16y -10y+1<0= y2—Ay<— & 10+/100— 64
y*—10y YEGAYER S oy lalitE
1 RIS,
S22 A2 <2 Y=V,
7 g 2
+ +
27227 A3x<-1 ~— 1

<:>3x2—3/\xs—§ @xz—l/\xs—g

A

+ +
1IN—_79
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14.1. log,16 =1log,2* =4
14.2. 10g%=10g2 27 =1
5
14.3. logzx/ﬁ =10g2\/? =log, 22 :%
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15.1. log,32=1log,2° =5
15.2. log,,10=log,,10' =1
1 1 B
15.3. log, > =log, 7 =log,37 =-3
1 -2
15.4. log, 16 =log, 4’ =log, (f] =-2
3 3 a4
15.5. log,81=1log,9* =2
1
15.6. logg, 9 =log81x/ﬁ =log,, 812 =%
15.7. log,125=10g,5’ =3
3 54
15.8. log;&x/3_2:log&\/2_5:log\/g22 :log\/g(23)3 3=
15 L
= log ;82 =log g (V8)’ =3
ou

log V32 = y 532 = (VB) =27 = (V2] &
5 ERY 5003,
eroln| ey e 3
2 2
5
<:>3y=5<:>y:§

5
Logo, logﬁ\/i = 3
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15.9. log,1+log, (%) +log, 4=1log, 7" +log, [%) +y=

32
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2
log(0,01’ = 10g($j =1og(10?) =logl0™* =4

3
0,001 V107 10 2
It =1lo

16.2. lo =lo
g 1000 10° g103

16.1.

3.5
=logl0 2 =

9
2 9
=logl0 2 =—=
g 2

2
lni/eT:]ne3 :§
1
+ln(e>< ezjz

_1_4_3:1
2 2

16.3.

16.4.

1n(\/1gJ+1n(e\/€)=1n i%

1
L 1ot
=Ine >+Ine %=
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2M-_6=02""=6c 2'x2=62"=3<
< x=log,3

S ={log, 3}
e' =10 x=Inl0
S={ln10}

(L) =225 3) 2B (3 2,
2) 100 \2) 4

17.1.
17.2.

17.3.

§={2}
174, 271 —3x2°1 23206 2'x2-3x2"x2"-3=0&

c>2><2‘—%><2’—3=0<:> (2—%}@":3@

<:>%><2X=3<:> 2"=6<x=log,6

S ={log, 6}
175. xx2" -3x=0s x(2°-3)=0x=0v2" =3
< x=0vx=log,3

§={0,log,3}

17.6. e*—l—la(e*)z—zzeme* 20

x

1£/1+8
@(ex)z—ex—2:OC>eX=7+c>
2
Se'=-lve'=2oxedvx=h2 ©x=In2

S = {ln2}



x

177. 9" —2x3" +5=0 < (32) —2x3 x3+5=0

61++36-20 o

& (3) -6x345=0 =3 = ;

. 6x4
= 3 :T <3 =1v3i' =5

< x=log,lvx=log,5 & x=0vx=log,5
S ={0,log,5}
178. 2¢"-3=5¢" & 2(e") ~5¢"-3=0e

e OEA25424 3 |
~FC =— ¢

=——ve' =3
4 2

<:>xe®v3x=ln3<:>x=éln3

s{tmi
w [0

4+4q=3x2""
16 +a=3x2*"

=

16 +a=3x2*"

=
l6+a=3x2*x2"

2Px4-2"%x2=4 2x2° =4
=
16+a=3x2""

_ 2+b _ AHl+b 2+b 1+b:
{123(2 2 )@ {2 2 =4
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19.1. Ine*+e’™ =4+ =4+e™=4+9=13

19.2. %1n4—51n6+101n\/§: 5(%ln4—ln6+21n\/§j:

:5(ln4; —ln6+ln(\/§)2]: 5(1nf+]n3j:

:SIn(%x3j:51n1:5><0=0

2
ln«/g
19.3. 22"V — e (B _erxehs = e’x 5= 5¢2

Ina

- € a
19.4. elna 3Inb — — :73
enb b

19.5. log, (logb b ) =log,a’=3

1 log,b 1@ 1

20. log b=—< :lclogbc:Z

2 log,c 2 log,c 2
log, a 1 1
loga=—— —"—=—-& =—=
3 log,b 3 log,b 3

< log,b=-3
1
20.1. log, (\lf] =log,\/a —log, b* = log, a*> —2log, b=

1 1 13
=——2x(-3)=—+6=—
2 *(=3) 207

86

4.1. Limites notaveis

1
20.2. loga(\/gx a3) =log,b? +log, d’ = %loga b+3=

1 3
=—x(-3)+3=—=

2 ( ) 2

20.3. log,c+ =2+ 1 =2+2=4

log, b

c

Vo xia _

L1
2 log, [bz xa3]—logbcz =

b
2

20.4. log,

1 1

:logbb5+logba§—2logbc =%+%logba—2x2=

:1+1X(_1)_4:L_L_ 4 =
2 30 3 29 ()
_9-2-72_ 65
T18 18
f(x)=2log,(x* —1)—log, (x+1)’ =
:Zlogz(xz—l)—Zlogz(xH):

21.1.
x+1>0

2 —_
= 2[logz(x2 —1)—10gz (x+ 1)} = 210g2);7+11 N

:210g2%= 2log, (x—1)

212, f(x)=0&2log,(x-1)=0Ax>1o
elog,(x-1)=0Ax>1 & x-1=2Ax>1c
ox-l=lrx>1ox=2
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22.1. log;(x-1)=2¢ x-1=3"Ax-1>0 & x=10

s={10}

22.2. 2log,(x—1)=2Ax-1>0 @logs(x—l)=/\x>l<:>
ox-1=3Ax>1 ox=4

§={4}

223. log,(x—1) =2 (x-1) =3 A(x-1) >0
<:>(x—1:3\/x—1:—3)/\x—1;t0<:>
Sx=4vx=-2

S={-2,4}

224. log,5+log,(x—2)=log,10 <
< log, [5(x—2)]=log,10Ax—-2>0
S5x-10=10Ax>2 ©5x=20Ax>2 & x=4

§={4}

2255, In(3x)-In(2x+1)=0 <
< In(3x)=In(2x+1)A3x>0A2x+1>0 &
<:>3x=2x+1Ax>0/\x>—%<:>x=1

s={1}
22.6. 2log;x+log(5x)=4 <

<:>10g5x2+10g5(5x)=4/\x>0<:>
<:>10g5(x2><5x):4/\x>0<:> 5x° =5 Ax>0

S xX*=5Ax>0 & x=5
§ =15}



22.7. logz(x+1):1—log23<:>
< log,(x+1)+log,3=1Ax+1>0

olog,[3(x+1)]=lrx>-1e
<:>3x+3:21/\x>—1<:>x:—%
.r
3
log, (log; (x+1)) =1
D={xeR:x+1>0nlog,(x+1)>0}=

22.8.

={xeR:x>-1ax+1>3"}=
={xe]R:x>—1/\x>0}=]R+
10g2(10g3(x+1))=1<3 logy(x+1)=2Ax>0<

S x+1=32Ax>0 & x=8
s={8}

229. log,,(¥ +3)=2<
D={xeR:x+2>0Ax+2#1Ax"+3>0} =
=xe]—2,—1[u]—l,+oo[
ln(x2+3)

=2AxeD&
In(x+2)

log, ., (x2 + 3) =2c

<:>1n(x2+3):21n(x+2)/\xeD<:> x+250
eIn(x’+3)=In(x+2) rxeD e
<:>x2+3:(x+2)2/\xeD<:>

o xX*+3=x"+4x+4ArxeD >

<:>4x=—1/\xeD<:>x=—%
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Calculo auxiliar

22.10.log; Vx” +x+9 —log, (x +1) =1
X2+x+9=0
D={xeR:x2+x+9>0/\x+l>O}: A‘:1*36<0
X“+x+9>0,VxelR

=]—1,+oo[

log3\/x2+x+9—logg(x+1):1<:>

1
<:>10g3(x2+x+9)5—M:1/\x>—1<:>
log, 9
@llogz(xz+x+9)—wzl/\x>—l<:>
2 7 2
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im — x—0°
X—>+00 x (]x(_oq)
. 2\ 2 thgl [smxx ln(tan x)] =

lim|—| =0 porque 0 <—<1 .

xo>+o\ e e . | sinx
= lim xtanxxIn(tanx) = | _ |

=5 ) x=0"| tan x tan x
47.4. lim |:x— ln(ZeX— 3)} = lim [1ne"—ln(26‘—3)} = 1

x—>+400 x>+ . Sinx . 1 1 Stanx =—

= lim x lim ln[] = y
0" tanx vy y x—=0" =y -+
= lim In = lim In lnl =-In2 (. cosx) .. Iny™
v | Det— e 2 = lim | sinx x — x lim
o x—>0" sin x yotre oy
47.5. lim[ ln 3- 26 J (—oo—ln 3 Ze’*))* —hmcosxx(— lim Iny ]—IXO 0
x—>—0 x—0" Yyt y
= —00 — 111(3 0 = —00 . 1 x lim+[x><ln ! z) 0
: 48.7. hm( Zj =’ ¥/ =¢ =1, dado que:
. 1 ]illl[jll](47‘()} o 1 >0\ x—Xx
48.1. lim(4-x)3 =" =e¢ ' ==, dado que:
x—3 e . 1 (0x0)
lim [xxln( ZD =
ox0 x—0" X—X
lim[ xln(4—x)} = p=In(4-x)
X3 x — e’ =4-x . 2 1
(o) -t e |-
=lim xy|= x—>3=>y—>0
=20\ 4-¢"-3 1
= lim x lim (x—xz)xln( 2) =
. y 1 1 0" x — X xo0" X—Xx
=-lim——=- — = ——=—]
.H‘)e}—l lime"'—l 1 1 y= ! ~ <X ,\':l
e = lim x lim | —xIny R )
=0y 0" x(1-x) wﬂ[y j X0 =y
+
98 Lim I £ —

1 yoe y -



4.1. Limites notaveis

Pag. 161 511 22" 41=5%2"", x €0, 2n]
> - Fazendo sinx =y vem:
_n? R " nt)2 y
49.1. lim{(\/1+n2) xn" }: lim —— —=lim ( ) - = 2 41=5%x2" & 22x2) —5x2 =-1
(1+n7)2 (1+n7)% S 4x2' -5x2 =1 -2 =-l
2 1 S27=1<y=0 @sinx=0/\xe[0,2n]<:>
2
) ”7 | Sx=0vx=mn
—tim| | =lim - L §={0, )
1+ n? 1 "
I+ lim| 14—
n 51.2. 3 +3m” =4/\xe[0,2n]. Fazendo y =cosx, vem:
1
(o 1oL 3}’+i,:4©(3-")2+3:4x3y9(3}’)2—4x3y+3:0
e e e 3
n n n . 4+416-12 !
192 lim(4n2—16) _hm[4n2—16] _hm(4n2—16] . @3’:f &3 =3v3¥=1oy=1vy=0
o 2n - 2 - 2 -
4
(2n) (2n) " & cosx=1veosx=0Axe[0,2n] <
=lim(1—l—62j :thl—ZJ(HZH - ox=0vr=Fyy=T
4n n n 2 2
. 2 2Y [, m 3m
=11m(1—7) xllm[1+fj =e’xe’=¢' = S—{0,5,7}
n n
- 1\ 51.3. 3*"™* -3>"* =24 . Fazendo y=Inx, vem:
2’ — 1+— 2+y 2-y _ 2 ¥ 2 -y _
. n+l | [(n+l) . " 3 o3 =24 e 3Px3 -3 %37 =24 &
49.3. llm{ "+2J =lim (n-!—ZJ =1lim = 9 )
1+2 S9Ix3 —3——24 0<:>9><( )—9 24%3" =0
» ,
L2 \2 ,
hm(Hl) ©9x(3") —24x3 -9=0
- 2
n e P
. 2y [ez) ¢ Te <:>3X(3")2—8x3’—3=0 o3y - 3EV6at36
lim| 1+= 6
n
1.,
(ne1) T ©3~V:—§v3}:3 oyedvy=lhx=le
(u,, ) | pl(n+1-p)! e ! ox=e y=Inx
49.4. llI‘l’l[u1 = lim # = Popl(n—-p)! SZ{G}
(n—p)! N
Pin=p) 521 47 -371 =3 2" o (27) -3'x3=3"-2"x2&
:lim[(n+1) U p)} —hm{ (n+1)n!(n—p)! } @27 1 2x27 =3 £3x3" @ 3x27 =4x3 &
(n+1-p)in! n+l- n—p)in! x .
pl(n+1-p) ( p)(n-p) > 4 (2) 4 (ay 4
| Ly S——=-o =& =— ox=1
. L hm(+7 ¥ 3 3 3 \3) 3
=lim| 2 | = lim| —2 L s={1)
n+l-p 1422
" lim| 1+ . 52.2. /5% ><\/252*5 EVC R | P
2x-5 3x-2
Z & g _gr <:>52 x25 © =52 AxeN\{l} <
1-
¢’ 228 B
Uy iy e e"xe 2 2) x —§ 2x
49.5. lim 1—i =lim 1—i = lim| 1- 3¢ = <2 X(S) S oaxeNl) e
o u, e’ e'xe - -2 4x-10 3x=2
52 x5 v =5 /\xeN\{l}@
o anth 1_i 1 s x-2 4x-10 3x-2
50.1. x=lim[2n 3] ~tim| —221 th(zn 3] - 52 =5 axeN\{l} &
n+ n+
I+ - - -
2n <:>x 2+4x 10:3x 2/\xeN\{l}<:>
_ e 2 X 2x
Ly &) 6) )
liml 1——2_ o x*-2x+8x-20=3x-2AxeN\{l} &
" , e_% ( 2) , <:>x2+3x—18=0/\xeN\{1}<:>
= x1” = =le“ )=
3 : 3+/9+72
2 e @xzi/\xeN\{l}@
lim| 1+—2— 2
" <:>(x=—6vx=3)/\xeN\{1} < x=3

S=13
502. x=e e =e2a=la= )
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4.1. Limites notaveis

4
Wt g X 0 1 2 +00
52.3. e‘““"”:% <:>el~*=?Ax>0 <:>%=%Ax>0<:> 4 | - - - - 0 +
S 4x=8Ax>0 <:>x=2;S={2} log, x - 0 + + +
) P + 0 — 0 I
524. n*x+Inx’ =4 (lnx) +3Inx-4=0Ax>0< ( . ) ] ] [ [
X —4)log, x>0 10,1|U[2, + o0
-3+£4J9+16
<:>lnx=f/\x>0<:> S=]0,1]U[2,+00[
omreE5 is0e 534. 2x3" <6x2" & 2x3°x3<6x2"x2" &
R .33 3y 1
& (nx=-4vinx=1)Ax>0 & x=c’vr=e ©6x3<3Ix2 < §<g© P <E<:>
S= i,e <:>x<log3l<:>x<—log32 <:>x<—E
e! =2 2 3
2 2 In=
2
52.5. In(|2x—4))-In(2) =In(x-1) <
2x—4
o224 =In(x—1)A2x—4£0Ax—1>0c S= |0, 102
2 3
In>
<:>‘x—2‘=x—1Ax¢—2/\x>l<:> 2
” 30 r 20
<:>[(x—2)=x—1vx—2=—x+l}/\x>l<:> 54.1. Co(l"‘*) :2C0<3(1+7j =&
3 100 100
<:>(—2:—1\/2x:3)/\x>1<:>x25 <:>1+L:3\0/E<:>L:3\0/5_1<:>
. . 100 100
526. 473" =3 12" & 4°x42-3'x3=3"+(2") & S r=100x¥2-100 = r~ 2,34
0/ ~ 0,
S 4 xJ4-4"=3"+3x3" ©2x4" —4 =4x3" 1= 2. 39%
. x 2,1y "
PP @(i) 4 xmlog, 4 54.2. c0[1+160) ~1,5C, = (1+0,021) =15
3 3 o
S 1021 = 1,5 n=log, 1,5 < n =0k
S = logi4 ' In1,021
? 55. a*=b'+cP o at-b*=c?
53.1. log2x+8<log, x* = (log,x)’ ~6log, x+8<0Ax>0 oz ctlog eo_ e e
Cilculo auxiliar 1 —6y+8=0<> Bavs Eas ln(a+b) ln(afb)
Hlf“““ y=log,x: - Mm@ ln(a—b)xlnc+ln(a+b)xlnc
P -6y+8<0& y>2ay<4 ) 2 = =
Logo: Sy=avy=4 4 . In(a+b)xIn(a—-b)
(log, x)’ ~log, x+8<0Ax >0 < N :lnc[ln(“_b)+ln(a+b)]:
< log, x>2nlog, x<4Ax>0 In(a +b)xIn(a - b)
x> ax<2' s _lncxln[(a—b)(a+b)]_ 1nc><1n<a2—b2) -
o xeld, 6] In(a+b)xIn(a-b) In(a+b)xIn(a->b)
S=]4,16] IncxInc? Inc Inc

x zln(a+b)><ln(a—b) 21n(a+b)xln(a—b)

e'—1

53.2. <0*D={xe]R:x>0/\lnx¢1}=]R+\{e}

1-Inx =2log,,, cxlog, ,c
e e'-l=0ee =1lex=0
x x 56.1. ! =log,b; logabzsz
e'-1>0e=e' >l x>0 log, a log,a log,a
e I-lhx=0shx=1<x=¢ 10
1 1 1 1
I-lhx>0& hx<lox<e 56.2. ] =1 +1 +...+1 =
- 7 S o imlog,n log,n log,n 08,7
e -1 0 + + T =log,2+log,3+...+1og, 10
1-Inx + 0 _
=log, (2x3x...x10) =log, 10!=
9 i — gn( ) & log,y, 7
S=]e,+oo[

Avaliacio 1
533. (¥ —4)log,x>0 — D=R" Pig. 162
1. f(16):—2©10g016:—2c>16:a’2@

e log,x=0sx=1

log, x>0 x>1 <:>16=i2<:>a2:%<:>a:% (a>0)
a
* 7-4=0 =-2 =2
) R f(x)=log, x ; f(128)=log, 128
X -4<0e 2<x<2 ! !
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)
log, 128=y<:>128=(ij =2 =(2%) o 2 =2"
4

<:>—2y=7<3y=—%

f(128):—7
Resposta: (B)
2Xn+1
2u,,
2. lim(1+\/5} =lim 1+£ =
u, n
2

_hm{lﬂf] [ f]:

n n

. 2\/5 n+l
lim| 1+——
n

n 1
=1im(1+2\/§j xlim(l+2\/§] = 2y =

Resposta: (C)

1
5 1
3. log,6=log,,+36 =log,,362 :510&2 36=

%10g12(12x3)

I+y

1 1
(log12 12 +log,,3) = (1 +y)= —

Resposta. D)

5 A ipeo) =
AD=f(a)=Ina
B_C=f(3a) =]n(3a)
AB=3a-a=2a

Ina +1In(3a)

ABCD]
Resposta: (D)
5. f(x)=g(x)< 2+log,x
log, x
2

log, x
2

AD+BC < 4B

4. ( ) Inx ;

x2a = aln(3a2)

=log,xAx>0&

< 2+log,x = Ax>0s

Ax>0

& 2+log,x=

< 4+2log,x=log, xAx>0&

<log,x=—4Ax>0<

<:>x:24<::>x:i
16

f(2%)=2+l0g,2" =2-4=-2

(s

Resposta: (A)

Pag. 163

2,1Y
6.1. C=8000 =8876,03

00

Capital cumulado: 8876,03 €
6.2. 8000( 1’9j =10000 < 1,019" =M =
00 8000
ln(1,25)

<1,019"=1,25< n=log,,,1,25<n=

In(1,019)

4.1. Limites notaveis

6.3.

w

4
8210 | 1+——
4 400

821 r }821
P ] it
400 0 400 V800

=
80
or= 4004/@ —400 = r~2.6
800

r% ~2,6%
f(x)=g(x)=1+log,x=log, x Ax>0&

a

]“ 8210

8000( 1+ —
100 8000

7.1.
log, x
log, (lj

a

log, x
-1

<l+log, x= Ax>0&

AXx>0< log

< l+log, x=

& l+log, x=-log, xAx>0&

<log, x+log, x=-1Ax>0&

< 2log, x=-1Ax>0 <:>1ogax=—%/\x>0<:>

7.2.

[$)
~
N

=
Ne—
|
~
VR
Q\
ol
N—
Il
—_
+
-
S
i)
s
m
ol
|
—_
|
0|
Il
N | —

414722 o £'x4+7=2x2" &

@(2“)“x4+7=16x2*©

8.1.

2
c>4><(2”) —16x2"+7=0<

16+16% —4x4x7
3 Ly

+
<:>2X=16g12<:2"=ivzx=%<:

2" =

7
@xz—lvleogz[gj

7
Sz{—l,logzg}

34 Inx:

8.2.

=4. Seja y=

3ln x

3y+i=4<:>

3"
4+£416-12
> <

(3") —4x3 +3=0

4+2
2 =S
=3v3¥=1l<y=1vy=0

o3 = 3=

=3

Inx=Ivinx=0sx=evx=1
S={l,e}

9. log;x-1>
log, x

_logyx 2
log39 2 log,x log,x

< log,x—1>
log, x

>0Ax>0Ax#1

< log,x—1-
log, x

- (log, x)2 —log, x
log; x

2
>0Ax>0Ax#1
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10.1.

10.2.

10.3.

+  Sinal de (log, x)2 —log,x—-2:

Seja y =log,x:

, 1+1+8 143

y-y-2=0cy=

+ (log,x)’ ~log,x~2=0<log,x=—1vlog,x =2

<:>x=1vx=9
3

+ (log,x)" ~log, x~2<0 < log,x>~1Alog, <2 A

Ax>0Ax#1

1
<:>x>§/\x>0/\x;tl

e log,x=0=x=1

log, x<0& x<1Ax>0

0 1 1 9 +00
3
N + 0 - _ +
D - - - 0 + + +
0 - 0 + - 0 +

S= é,l[u]9,+oo[

f(x)=log,8—log,Vx+1 —[log44+log4(x+1)3J:

1
=3-log,(x+1)2 —1-3log, (x+1)=

zz,llogz(x+1):3wz
2 log, 4

:2—%1og2(x+1)—3wz

:2_%log2(x+l)—§logz(x+l) =2-2log,(x+1)
f(x)=0=2-2log,(x+1)=0Ax>-1<
log,(x+1)=1ax>-1 & x+1=2Ax>-1

< x=1
s={1)

tim L) _ iy 22200 () (2_21"%2(”1)]

Xt x X—>+0 X xo+o| x X

In(x+1) m[x[lﬂﬂ
—0-2lim—n2 __ 2 ol

X—>+0 X

1nx+1n(1+l)
X

=—xlim———m——~ =
n2 xo+e X

4.1. Limites notaveis

10.4. f(2x+ 1)—f(x) =
=2-2log, (2x+1+1)-[2-2log,(x+1)]=
=-2log, (2x+2)+2log,(x+1)=

=2(log, (x+1)—log,(2x+2)) =

x+1 1
=2log,| — |=
+1) gz(z)

ng 2(x

=2log,2" =2x(-1)=-2

105. f(x)<2+log, (x) & 2-2log,(x+1)< 2+1°g7ﬂlf o

2 long

log, x o

< 2-2log,(x+1)<2+

< —2log, (x+1)<—log, x < log,(x+1)>log,x

< x+1>x, condigdo universal em R*

0

ol e .

11.1. lin} X —3x ilin} x(x 3)1 - lil’I;l lx(x ) _
X anx—Z X 1n(x_2)5 X! Eh’l(x—Z)

. . x-3
_m(zx)xm ln(xfz) = ) :ln(,\—_rﬁ)\@
el =x-2
. e’+2-3 . e’—1 Sx=c'+2
:6X£,1§3 S :6X£1£%T: x—>3=y—0
=6x1=6
tan.x ]im+ {tan xxIn {lﬂ
11.2. lim (fj = 1 =¢’=1, dado que:
x=0"\ x
. 1 . | tanx 1
lim {tanxx ln(ﬂ = lim { xxln(ﬂ =
x—>0" X x—0" X X
.t . 1 1 1
= lim anxx lim [xlnf): TR
x—>0"  x x—0" X )
Xx—=>0" = y— 4w
. i . 1
= lim —2% % fim [my] =
0" xcosx o\ y
. . si .1
= lim xllm%thﬂzlxle:O

x=>0" cOSXx 0" x yoro oy
12. Se P pertence a uma circunferéncia de centro na origem e
raio l entdo x>+’ =l 1-p* =x7
Inx N Inx
In(l+y) In(l1-y)
In(1-y)lnx+In(1+y)nx
n(1+y)xn(l-y)
CInx[ln(1-y)+Wn(1+y)]
T (L4 y)xIn(l-y)
B lnxxln[(l—y)(ler)] B

In(1+y)xIn(1-y)
3 lnxxln(l—yz) ~ Inxxlnx’
- In(1+y)In(1-y) ~ In(1+y)In(1-y)

Inx 9 Inx
In(1+y) In(l-y)

log,,  x+log, ,x=

= 2log,, , xxlog, ,x



4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

Atividade inicial 2 y T
Pig. 164 15 f'(x)=[(@x-1)e"] =

- (2x—1)2} e+ (2x-1)(e) =

1.1, P(0)=¢"=1
Inicialmente, foram contadas 1000 bactérias.

1.2. P(10)=¢" ~22026,46579 (em milhares) =2(2x-1) (2x-1)e "+ (2x 1)’ (( x)e )
Foram contadas 22 026 466 bactérias.

2. P(t)=2P(0)=c =2xlee' =2 o t=In2
In2~0,6931

_2><2(2x l)e +(4x —4x+1)( ):
=(8x—4)e ™+ (—4x* +4x-1)e " =

0,6931min = 0,6931x 60 s ~ 42 s =(8x—4-4x +4x—1)e™ =(—4x* +12x-5)e”
O ntmero de bactérias duplicara aproximadamente 42 s N 1
apés a contagem inicial. 1.6. f'(x)= ( sinx . e*J = (e“"’ )/ + (e*j =
P(1)-P(0 (1) 1
3. t.rn.v.(P,O’l):%:e—lzlﬂw o (1] -5
No primeiro minuto, a taxa média de variagdo do nimero - (sm x) e (;j ¢ = = \L
de bactérias é, aprox., igual a 1,718 bactérias/min. 1 1
” I - ; x
. P(1+h)-P(1 1h_ e(e"-1 =cosxe™ ——xe* = cosxe™ ——
4.1. P (1)=lim (Lem =P ome L (&1 ¥
h—>0 h—>0 h h—>0 h , ,
:elimeh_lzexlze 1.7. f'(x):(e"costreij :(e"cosx),+(;—xj =
=0 h
A taxa instantanea de variagdo no instante s =1s ¢éiguala Y . B T (e") B
e bactérias/min B (e ) cosx+e”(cosx) + (ex)2 a
, P(2+h)-P(2 2h_ g2 h_
42 P(2)-timPEENZPR) &y N e
10 h W0 h =0 f =¢"cosx +e"(—sinx) ==
=e’xl=¢’ e )
A taxa instantanea de variagdo no instante # =2 s €& igual =e’cosx—e'sinx—e”
a ¢’ bactérias/minuto. 18, f'(x)= [cos(e” )J' _ _(efx )’ sin(e"‘) _
43, P ) -timLBEAZPE) e / -
- (3)= ) h B =—(-x)e” sin(e’*) =e” sm(e"‘)
= limS— = eix1=¢’ , 2 V(e +e)-2(e"+e)
-0 h 1.9. f (x):(ex+efo: ( X) 7)((2 ) =
A taxa instantanea de varia¢do no instante r =3 s ¢ igual (e te )
a ¢’ bactérias/minuto. —2(€X— e"‘)
, . P(t+h)—P(t) Coeth_e! - v -x)2
44. P (t) =lim =lim = (e te )
h—0 h h—0 h
h r
=e11hingeh_1=e1x1:ef Pag. 166
21, f'(x)=(2") =2'n2
A taxa instantanea de variacdo no instante ¢ (t > 0) ¢ igual
! x ' ' X 1 X
a e¢' bactérias/minuto. 22. f'(x)= (5[) = (\/;) x5 In5= = e x5 In5

5 1n5

Pig. 165

1. f (x) = exp(—4x))/ = (—4x)' exp(—4x) = —4exp(—4x)

"ok

23, f'(x)= (3“5(3“))' = (cos(Sx))' 33 =

(
1.2. f’(x):(e'z”xz) :(72x+x2)e'2"”Z :(2x72)e_zx+x2 :_3sm(3x)><3cos «In3
' / Vx ,
L3, f'(x)= e&) =(\/;) eV =%e& ZZGW 24. f' (x):(ae\):(ex) a“ Ina=e"a" Ina

(
14. f(x)= [(e’”-r e" )2] = 2(e"‘+e“)/ x(e"‘+ e”) = 2.5. f'(x) - [SX —lj’ _ (SX _1), X3 _(3X _1)(3X+l )’ _
(

3x+l (3x+1)2
) 2( e ex)(eu &)= 2e e )(e"+e) _3In3x3" (3 -1)3"In3
= 2((ex)2 — (e’x)z) = 2(62"— e’“) (3x+1 )2
3'In3(3°-3"+1) 3113 In3

(3x+1)2 - (3x+1)2 e
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4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

Pig. 167
3.1 f'(x)z(ln(xZ))':(xz) _x_2
x? *x
3.2. f’(x)=(xlnx)/ =x lnx+x(lnx)' =Inx+xx—=Inx+1
X
33. f'(x)=(1n*(2x)) =2(In(2x)) In(2x) =
2 1 24y = 21 2r) - 22
2x X X
, [ 1 ) ' cosx —1(cosx)
’ _ 1 _\cosx/ _ COSZX _
34. f (x)_{ln(cosxﬂ == 1 =
cos x cos X
sinx
_cos’x _Sinxcosx  sinx —tanx
1 cos’x  cosx
cosx
35 f'(x)=(Vaimx—x) =
= (V) I+ (inx) (V) =
Clnx Jxo1 Inx 1 1

o x ol o R ol L[

_Inx+2-1 1+Inx

NN Saes

2 2 ' XZ _4 | il
41. 1 (x):(log3(x _4)) - (,EZ _4)1)n3 - (° —24)ln3

’ 1

:(*/;) N
JxIn0  +/xIn10

42, f'(x)=(logx)

—

1
~2JxJ/xIn10  2xInl0
43. f'(x)= (xlog2 (x2 + 2))’ =

=x"log, (x2 + 2) + x(log2 (x2 + 2))' =

2 2 !
=10gz(x2+2)”x(£f++z)1122
:logz(x2 +2)+(x2x:22))inz:
2 2
“low (2 (5
) ) ' sinzx ,
44. f'(x)=(log,(sin"x)) =Sl(nx1)n2 -

. . 4 .
_ 2sinxx(sinx)  2sinxcosx

In2sin’x  In2sin’x
_ 2cosx 2 _ 2
In2sinx anSinx In2 x tanx
cosx

104

'

/(%) —(_“ngj =

log, x

(—1 +log, x)/ log, x — (—1 +log, x)(log3 x)' 3

log; x

1
1 -(1-1
- xln3>< o, ¥ ( Og}x)xxlnS _

log’ x

1
m(lo,¢g3x+l—log3 x) 1

log? x  xIn3xlog?x

1 1 1

_ In3
xIn?x

2
xln3><(—lnxj xIn3
In3

In® x - xIn’x
x 2
In°3 In3

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

Pag. 169
f'(x) =((x2 +l)ﬁ) =\/§(x2 +1),(x2 +1)\/§7l =

=+/3 x 2x(x2 + l)ﬁil = 2\/§x(x2 + 1)\571

f(x)= [(Sin;y} = H(Sin;}’(sinz]nl =

’

-1
X X X "
=nx|=|cos=|sin=| =
n LA

1 X P X P
=T X—Cos—| sin— =cos—| sin—
T on b1 b1 b1

1

f (x) = ((log2 x)e)’ =¢(log, x)’ (log, x)ei =

. log )c)e_1
I _ologx)
( 08 x) xIn2

=ex

xIn2

1l |
/N
=. =
i —_—
5 =]
[ —_
+ +
| ==
NN /
+ AN J/
= o
- N =
5 =
VR +
— |
i &=
= | — |
~
N—
~
—
—_
+
==
N
Il

1]
5
/N

=
=¥
t
Ne—
+
=
X
=<
)
/N
+
% =
~—
Il




4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

6.1.

6.2.

Pag. 170
f(x)=xe*
Dominio e continuidade:
D, =R f écontinuaem R
Zeros:

f(x):0<:>xe":0<:>x:O
Monotonia e extremos:
f (x)z(xe*)' =x e*+x(ex)’ =¢"+xe" =e"(1+x)

f(x)=0ce (l+x)=0c1+x=0c x=-1

X |- -1 +00
I8 - 0 -
f N —e! 4

Min.

Concavidades e inflexées
F1(x)=(e"(1+x)) =(e)(1+x) +e(1+x) =
=c¢"(I+x)+e" =¢"(x+2)

f'(x)=0=e"(x+2)=0x+2=0cx=-2

x |- -2 +00
K - 0 +
f I8 —2e7
PI
Assintotas:

Verticais: Como D, =R e f ¢ continua, o grafico da
fungdo ndo tem assintotas verticais.

Néo verticais (y =mx+b):

e Em +oo:
_f(x) . oxet
m= lim = lim = lim e* =400
X—>+0 x X—>+0 x X—>+0

O grafico de f'ndo tem assintotas ndo verticais quando
X — +0

e Em —o0:

) _ iy 2

m= lim ——= =lime" =0
X—>—0 X X—>—0 X X—>+0
(0x0) Ppy=—xSX=—Vy
— 1 g — 1 x —
b—xllrgc[j(x)—ax]—xlggxe = Sexos o v u
. o . 1 1
= lim (—ye ~‘):— hml,: ——=—=0
Yo+ yorto e" . e} +00
lim —
oty

A reta de equagdo y =0 ¢ uma assintota ao grafico de f.

Grifico:
A

y

-2 -1

'
———a--f-
!

e'+2
e —1

f(x)=

Dominio e continuidade:

D, ={xeR:e"~1#0} =R\ {0} ce
o =le
<x=0

f écontinuaem D, .
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Zeros:

X+2 x#0
f(x):0c>ex—1:0<:> e+2=0e' =2 xed
e —

f ndo tem zeros

Monotonia e extremos:
’ ex+2 '
X)= =
£ (x) [1j

_ (ex+ 2),(ex—l) —(e*+ 2)(ex—1)’ _
(e-1)
_ ex(e*—l)—ex(ex+ 2) _ e’ (e‘—l—e’—z)
(1) (1)

)

Como VxeR\{0}, /' (x)<0,/¢ decrescente em

]-o0,0[ eem ]0,+oo[ e ndo admite qualquer extremo.

Concavidades e inflexdes:

'

" -3¢’
o)
() (=) (e )]
(e-1)
3et(er-1) +3ex2(e 1) (e7-1)
(1)
_Be(ef-1)(e-1-2¢") 3t (o)

(1) )

S"(x)#0,Vxe D,

O sinal de f"(x) ¢ o sinal de (e‘— 1)3 )

X |- 0 +00
7 _ +
f a ]
Assintotas:
Verticais:
fé continua em R\ {0}
e'+2 3

lim f (x) = lim == ===~

e"+2 3
li =1 =
lim £ (x) = lim = = 52

A reta de equagdo x =0 € assintota ao grafico de f.

Nio verticais (y=mx+b):

e Quandox —> —:

e +2 0+2
m=tim L) i €101 2 g
X—>—0 X X—>—0 X —00 —00
e +2 0+2

b= i) -] - i 52042



6.3.

4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

e Quandox —> 4w :

e +2 o
= tim L) i =1y €2 7
x>t x xot0 oy xawox(e)‘_l)
2
1+~
“lim——e - 1F0 1,
H*D‘}@f%] +0(1-0) 4o
o
2
I+—
b=lim [f(x)-mx]= lim Zf = lim _i -1
eX

As retas de equagdes y=-2 e y =1 sdo assintotas ao

grafico de f'quando x — —oo e quando x — +o0,
respetivamente.
Grifico:

A

v

f(x):Z—x-ke"'

Dominio e continuidade:
D, =R e f¢ continua

Monotonia e extremos:
f'(x):(2—x+e"‘)’ =-1-¢"<0,VxeR

Como VxeR, 1 (x) <0, f¢ estritamente decrescente em

R pelo que ndo tem extremos.
Concavidades e inflexdes:

S(x) :(—1 —e”‘)y =e">0,VxeR
Como VxeR, f"(x)>0, o grafico de ftem concavidade

voltada para cima em R.

Assintotas

Verticais: Como D, =R e f¢ continua, o grafico da
fungdo ndo tem assintotas verticais.

Nio verticais (y = mx +b) :

e Quandox —»>-mo:

= tim L) _ iy 274 lim[2—1+emj

X—>—0 x X—>—0 x X—>—00 x x
e s y=—x<x=—y
=0-1- lim = —1-lim — Se x —» —00, y —> 4o
X>—0 —x yorto0 y B
=—1- (+OO) =—0

Nao existe assintota em —oo .
e Quandox —>+mw:

fx) i 225+

m= lim =
X—>+0 x X—>+00 x
= lim (—Ej—l— lim $—=0-1+0=-1
X—>+0 x X—>+0 x

b=lim [ f(x)-mx]= lim (2-x+e"+x)=

X—>+0

= lim (2+e"‘):2+0:2

X—>+00

A reta de equagdo y = —x + 2 € uma assintota ao

grafico de fem +o .
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Grafico:

6.4. f(x) =e'sinx
Dominio e continuidade:
D, =[-m,x]
f ¢ continua em [—n s n]

Zeros
f(x)=0<:>exsinx:0<:>sinx=0

Em [—n,n]: x=—nvx=0vx=n

Monotonia e extremos:
. r ’ . . ’
f’(x)z(exsmx) =(e*) sinx+e"(sinx) =
=e"sinx+e" cosx =e"(sinx+cosx)
' X -+
S (x)=0< ¢ (sinx+cosx) =0 <
. . (=
&> sinx = —cosx < sinx =sin 5 &
. . T
o sinx=sin| x—= | &
2
T T
<:>x=x—5+2kﬂ:vx=n—(x—5j+2kﬂ:,keZ

<:>2x:37n+2kn,keZ<3 x:%nﬂm,kez

Em [—n,ﬂ:],f’(x)zO@x:—vaz?’—n
4 4
m 3n
X —T —_ -
4 4
I - 0 + 0 -
S 10 N a v b N
Min. Max
f[ffj =e ¢ sin[fgj =- \/En =a
2et
3
3 4
f(hjze“sin(hj:ﬁe =b
4 4 2

Concavidades e inflexées

f'(x)= (e“ (sinx+ cosx))' =
= (e‘Y )’ (sinx+cosx)+e*(sinx+ cosx)’ =
=e¢"(sinx+cosx)+e*(cosx—sinx) =
=e"(sinx +cosx +cosx —sinx) =2e" cosx

f"(x)=0<2e"cosx=0< cosx=0

n n
Em [-n,7]:x=-Zvx==
2 2
T T
x | -m -= -
2 2
7" — o + [o] -
f 0 a) U a
PL P




4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

T . (= z
f|—|=e?sin| — |=¢e?
2 2
Assintotas:
Verticais: Como /¢ continua em D, = [—TE R n] , 0 grafico
de fndo tem assintotas verticais

Nao verticais: Como Df ¢ um conjunto limitado, o

grafico de f ndo tem assintotas ndo verticais.

Grafico:

Pag. 172

71 f(x) :1“7’6

Dominio e continuidade:
D, :{xeR:x>O}:R+
f ¢ continua
Zeros:
Inx
f(x)=0<:>7=0/\x>0<:> Inx=0Ax>0= x=1

Monotonia e extremos:

, 1
f’( ) (lnx}' (lnx)x—lnxxx’ ;xx—lnx
x)=|—1| = =
X x? x?
_1-Inx
xZ
f(x)=0=1-lnx=0Ax>0< Inx=1Ax>0
Sx=e
X 0 (¢ +00
fl + 0 —
7 2 1 N
c
Max.

. Ine 1
j(e)— e e
Concavidades e inflexées
I=Tnx) (l—lnx),xz—(l—lnx)(xz)'
o
(')

1=

X

|
_;xx —(1—1nx)><2x _x—2x(1—lnx)
— x4 = x4
1-2(1-Inx) 2Inx-3
= x3 = x3

f"(x)=0<:>21nx—3=0/\x>0<:>lnx=§/\x>0

3
S x=e2 o x=4¢
2 0 NS +00
7" _ 0 T

f a) U
P.L

3 _ln\/eT_ 3
W)=

Assintotas:
Verticais
f¢é continnaem R .
Inx 0
lim f(x)=lim——= =—
x~>0*f( ) x>0 x O+

. .. . Inx
Nao verticais: lim f(x)= lim —=0
X—>+0 X—>+0 X

A reta de equag@o y =0 ¢éuma assintota ao grafico de f

quando x — 4o .

Grafico:
ylk
1
) ]\
o|[le X

7.2. f(x):lenx
Dominio: D, ={xeR:x>0}=R"

Zeros:
f(x)=0<:>x21nx:O/\x>O Inx=0Ax>0< x=1

Monotonia e extremos:
f(x)= (x2 lnx)’ =(x2)’ lnx+x2(]nx)’ =
=2xlnx+x* ><l =2xInx+x
x
f’(x):0<32xlnx+x:0/\x>0

<:>x(21nx+1):0/\x>0<:>

1
S 2lnx+1=0Ax>0< 1nx=—5/\x>0

_1
Sx=elox=—F
Je

(<
1
X 0 ﬁ +00
I - o[+
1
f N e /

Min.

1 - 1

| —=|=—Ine 2 =——

f[\/EJ e 2e
Concavidades e inflexées:

S"(x)=(2xInx+ x)’ = (2x)’ Inx+ 2x(lnx)’ +1=

=21nx+2x><l+1=21nx+3
X

f”(x)=0<:>21nx+3=0/\x>0 <:>1nx=—%/\x>0

3 1
oSx=e?ox=—
}e3

1
2 0 = +00
€
f n _ O +
3
f &) *E v
P.L
Assintotas

Verticais: f'é continua em R*
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7.3.

4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

o

[x}] 1 2 1 y :71 o X :l.
lim||—| In—] °* !
yoro| |y y Sex—>0",y—>+w0

lim f'(x)= hm (x lnx)

x—>0"

= lim (lxllny'lj = lim 1 lim (_lnyj
yoto y y yo>+o y yoto y
=-0x lim bhy_ =0x0=0
‘%4"” y

O grafico de fndo tem assintotas verticais.
Nao verticais y=mx+b:

m=tim 23 _ i

xo+o oy

x*Inx

= lim (xInx) =+

xo>d0x X—>+0

O grafico de /" ndo tem assintotas ndo verticais.
Grifico:

Dominio:
x
D, =ixeR:——>0:= |-0,-1|U|0,+o
= {xerio 0} o -ul0. o
X —o0 -1 0 —00
X — |- = 0] +
x+1| — |0 + |+]| +
o | + — lo| +
Zeros:

f(x)zO@ln(ﬁJzO/\xeDf@

X
<:>—=1/\xeDf<3x=x+1/\xeD,.
x+1 :

oxed
Jfnéo tem zeros.

Monotonia e extremos:

’

[ X ) x+1-x 1
S N et (1) (k1)
f(x)_(h{xﬂﬁ_ x o x o x
x+1 x+1 x+1
x+1 1
= = >0,V eD
x(x+1)2 x(x+1) rE5

Como VxeD,, f'(x)>0,f ¢éestritamente crescente em
]—00,—1[ eem ]0,+00[.
Concavidades e inflexdes:

f"(x):( | j I bx)-1x(x4x)

Xt tx (xz + x)z

2x+1
(x2 +x)2

f"(x)=0<:>2x+1=0/\xeDf<:>

Sx=-—AxeD, &xed
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7.4.

O gréfico de fndo tem pontos de inflexdo
X |- =l 0 +00
S -

S o N

Assintotas:
Verticais:
f ¢écontinuaem ]-o0,—1[U]0,+o0]

lim /(x)= lim h{ilj - lnE;—}J = In(4+0) = 420

x—>-1 x—>-1" X+

X 0*
lim f(x)=limIn| — |=In| — | = -
x~>0’f‘( ) x—=0" (x+1] ( 1]

As retas de equagdes x=—1 ¢ x =0 sdo assintota ao
grafico de

e Quando x > —©:

m = tim 205

xo>-o oy

Nao verticais: (y =mx + b) :
= llm

= Y
mx]_ lim ln( J
(xHJ Inl

= hm[f

X—>—0

e Quando x —> +o©:

m=tim £ =
X—>+0 X X*)‘F’I)
X
b=1 =limIn|—|=lnl1=0
lim [ (x)=mx] = lim H(HJ n

A reta de equag@o y =0 ¢ assintota ao grafico de f
quando x — to0.

Grafico: .

| ylk

|

A R

10 X

1 1 1

x)=——>Iog,| — >0
f() x+1 g2£x+l) x+1
L. Sx+1>0<

Dominio: Sx>-1

D/-:{XERIX+1¢O/\L>O}: -1+
x+1
Zeros:

f(x):Oailogz(LJ:OAx>—l<:>
x+1 x+1

< log [—1 j:O/\x>—1c>—l =lax>-1
2
x+1 x+1

Sl=x+lArx>-1x=0
Monotonia e extremos:

re0-{ w1 -
[t e e )

'

b
1 E 1 j 1 x+1
=— > log, +— X~ =
(x+1) x+1) x+1 1 In2
x+1




4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

-1 Assintotas
1 o 1 1 (x+1)2 - Verticais
N (x+1)2 & x+1) x+1 1 1n2_ f'¢é continua em D/‘=]—1,+oo[
x+1 , 1 1 1 1
lim f(x)= lim —log,| — |= —log,| — |=
log [LJ = oyl x+1) 0 0
2
= x+l) ! = =400 (+00) =400
1) m2(x+1)
(x+ ) n (x+ ) A reta de equagdio x =—1 € uma assintota ao grafico de f.
ln2><10g2[ 11j+1 Nio verticais 1 e
+ X00
=- == lim £ (x) = lim —1ogz(—) =
1112()C+ 1) X+ x+0 x4 ] x+1
_ -1 +1
1n£ ! ) 1 = lim lllogz(x+1)1: 1im‘%’;)
ULcI SR Y z -
B In2 __ x+1 T 1n(x+1) 1|
ln2(x+1)2 ln2(x+1)2 AN In2 Xx+1 -
f’(x)=0<:>ln[ J+1=0/\x>—1<:> :_LxlimM:_Lhmlﬂ
x+1 In2 x>+ x+1 1n 2 x>+ y
1 1 1 1 y=x+1
Shl— |=-1 ==& =——x0=0 Se x —> +00, y —> +x
x+1 x+1 e In2
Sx+l=esx=e-1 A reta de equagdo y =0 ¢ uma assintota ao grafico de f°
x | -1 e—1 +00 quando x — 4o .
f - 0 + Grifico
S N 7 y
Min.
1
In- » Vel - 1
1 1 1 1 Ine 1
(e=1)==log,| = |= —x—& =—x =— oles1/ >
f(e=1) € gz(ej e In2 e In2 eln2 . b X
Concavidades e inflexdes: el T~
ln[—j-kl
N x+1 _ Pag. 173
f (x)— 2 -
ln2(x+1) 8.1. f(x)=0<:>(a—lnx)lnx=0<:>
Sa-lnx=0vinx=0<
1 ' ) 1 7 Shx=avinx=0& x=¢‘vx=1
(IHEH) In2(x+1) —(lnﬁ-kl)[an(xH) J Logo, se a = 0, ftem dois zeros: e* e |
(n2(x+1y’) 82. D, =R’
1 f’(x)z[(a—lnx)lnx]/ =
(x+1)’ > 1 , ,
—f—ln2(x+l) - lnm"'l In2x2(x+1) =(a—Inx) Inx+(a—Inx)(Inx) =
x+1 _ 1 1
(I02) (x21)’ _—;xlnx+(a—lnx)x;—
—-Inx+a-In —2In
_Lxlnzx(xﬂ)z—21n2x(x+1)(1ni+1) =t R At
x+1 x+1 X X
- 2 4 - _
(In2)" (x+1) F(1)=009"2Y 00y dnx=0Ax>0e
1 X
ln2x(x+l)(—1—21ni—2) —21n(—j—3 a a
_ x+1 ) x+1 Shx==—Arx>0sx=¢?
(In2)* (x+1)° (x+1) In2 2 )
| F1(x)> 00 972X 02 4 2Inx>0.
f"(x)zO<:>—21n(—)—3=0/\x>—1<:> x
x+1 B
1 3 1 3 o2lhx<ao hr<lex<e?
Sh|— === rx>-1 =e?& 2
x+1 2 x+2 B
3 X 0 e? +00
Sx+l=e’ o x=ve -1 P + 0 _
X -1 Ve -1 +00 f . a N
fn + 0 _ 4
f A Max
P.I
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8.3.

8.4.

4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

a a a 2
fle*|=|a-Ine? lnezz(a—gjxgza—
2) 2 4

2
. . a
Logo, ftem um maximo absoluto igual a i

. a—2lnx) (a—21nx)'x—(a—21nx)x/
f'(x)= = 5 =
x X
_—2>< —a+2l
X x-a nx_Zlnx—a—2
x ¥’
f"(x)=0=2Inx-a-2=0Ax>0=
a+2 a
<:>lnx=T/\x>0<:>lnx=E+1/\x>0
24
& xe?
2lnx—a—-2+0
f1(x)> 00t oy —a 250
X
a+2 24
S 2lnx>a+2< hx> & x>e?
X 0 g +00
fll 0 +
f a) U
P.IL
Logo, o grafico de ftem um ponto de inflexdo de abcissa
T
e2
Assintotas verticais

fé continua em R™.
}LI(I)I f(x)= }LI(I)I (a—Inx)lnx =—(—00)x(-o0)=—w

A reta de equacdo x =0 € uma ssintota ao grafico de 1.

Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b)

/(%) i (a—Inx)lnx _

alnx—(lnx)2

m= lim =
X—>+0 X X—>+0 X X—>+00 X
. Ilnx (lnx)2 .y
=a lim — - lim = ax0- lim —
x40 x X—>+0 X Yo+ e-"
1 1 y=Ihx <o x=¢
=0- P —=0 Se x — 40, y —> +0
. z +00
lim —-
yot0 g

b= Xlirgof'(x) = lim [(a - lnx)lnx] = —o0x(+00)=—0

X—>+0
O grafico de f'ndo tem assintotas ndo verticais.
Portanto, o grafico de ftem uma unica assintota.

9.1.

Psg. 174

=R

f’(x)z(x“e*)y =(x4)’ex+x4(ex)' = 4x'e"+x'e’ =
:ex(4x3+x4)
f/(x):0<3<:"(4xs+)c4):0<::>4)53+)c4 =0

S xX=0vd+x=0=x=0vx=—4

X —0 —4 0 +00
7 + 0 - 0 +
f / 256¢ | N\ 0 /

Max. Min.

f(~4)=(—4) e =256e; f(0)=0
[ ¢ estritamente crescente em ]—oo ,— 4] eem [0 ,+ 00[ e

estritamente decrescente em [— 4, 0].
ftem um méximo relativo igual a 256e™ para x = —4 ¢
minimo absoluto igual a 0 para x=0.

9.2. D,=R

7'(x)=(e"-2-2x) =e"-2

f(x)=0e=e-2=0=¢c" =2 x=In2
f(In2)=¢e"-2-2xxIn2=-2In2

X |- In2 +o0
! - 0 +
f N —2In2 /
Min.

[ ¢é estritamente decrescente em ]—oo ,In 2] e estritamente
crescente em [In2, +oof .

Jf tem um minimo absoluto iguala —2In2 para x =In2.
93. D, =R’

7 (x)=(xIn(x)) =x'In* (x) + x(In* (x)) =

=1In® (x)+x><21nx><(lnx)/ =ln2(x)+2xlnx><l
X

=h12(x)+2lnx
f(x)=0en*(x)+2Inx=0< Inx(Inx+2)=0<

S hx=0vihx=-2ox=lvx=e>

f(e’z) =e¢’In’ (e’z) =4¢”

X 0 e? 1 +00

7 + 0 - 0 +

f / 4e” N 0 /
Max. Min.

f¢é estritamente crescente em JO , e’z] cem [1,+00f e
estritamente decrescente [e’z ,1].

ftem um méximo relativo igual a 4e™> para x=e” e
minimo absoluto igual a 0 para x=1.
94. D,=R.Se x#0:

2x e 2 -
=—+2xe" =—+2xe " =
x

3 3
X

VxeR\{0},2+2x"e™ #0

Logo, f'(x)#0,V eR\{0}

X —o0 0 ~+00
7 ¥
0 0
f N A /
Max.



4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

Dado que: ) 1—x° ) s
e f¢ continua em R\ {0} f(x):0<:> 22=O<:>1—x =0e =l
(l +x )
. . S -0
. }ggf(X)é}gg(—xﬁ—e )=0—e =0 Sx=-lvr=1
L f(-1)=In2 f(1)=In+2

* }Lr?f(x):}%f(x)zlx‘i?(_y_e j:_w X |~ T I oo

| IS - 0 + 0 B
+ tim s ()= tim (Lo 00 T e e

: * PL PL

e f¢é estritamente decrescente em ]—oo , 0[ e estrita-mente O grafico de ftem a concavidade voltada para baixo em

crescente em ]0 S+ OO[ ) ]—oo ,— l[ eem ]l s +oo[ ¢ voltada para cima em ]—l s 1[ .

f(O) =0 ¢é o maximo absoluto de f. (—1 , lnx/z) e (1 R ln\/z) sdo pontos de inflexdo.
10.1. Df =R | | _ ,
- ' ' 1L f’(x){x—‘“—xj SEUEILESELE N
f’(x) = (eX—ZXZ) _ (x 72x2) ex_le _ (1 74x)ex_2)‘2 ; .
—xx—Inx
) I-Inx ¥ -1+Inx
" — 1_4 x—2x — :1_x :1_ )
! (x) (( x)e ) x° x° x*
=(1-dx) e B o /: 2 '
_(1 4x) € +(1 4x)(e ) 11.2. f"(x) :(xl:-]_nxj _
x

=4 4 (1-4x)(1-4x)e" ™ =

4oy (1 Cer 16 )e“z“z _ _ (x2 -1+ lnx), x* - (x2 —1+1In x)(x2 ), _

X

o x-2 2 _
=€ (16x 8x 3) (2x+lsz—(x2—1+lnx)><2x

) X

f'(x)=0e e (16x° —8x—3)=0 = 7 =
S 16x*-8x-3=0 x(2x2+1—2x2+2—21nx) 3-2Inx
8+/64+192 8+/256 - X' X
xX= S x = =
32 32 D, =R"
8+16 1 3 3-2lnx
=——VX=— " =
0 4 4 f'(x)=0= > =0Ax>0&

1) b3 gy 3o 3 3 3
f(_Z):e 48=¢8, f(Zj:e4 8=¢8 3-2Inx=0Ax>0 anx:E/\x>0© x=¢?
1 3 3043

x |- - = +o0 3 3 2 3_
W 4 4 f(ezJ_ez_lni = 32:26 33
/ + 0 - 0 + o2 o2 2e?
S Y e% N e% g X 0 % 310
PL PL _ c
O grafico de f'tem a concavidade voltada para cima em ff + 0 -
- )
l é 1tad bai PL
_w’_4 ¢em 4’+OO ¢ voftada para baixo em O grafico de f'tem a concavidade voltada para cima em
3 3
11 3 3 3 ) 2 ; 2
_777[' —l,e 5| e E’e * | sdo pontos de inflexdo. }O,e { e voltada pra baixo em }e ,+oo{.
44 4 4
3
(1 2 )’ O ponto de abcissa e? ¢ um ponto de inflexdo.
, (1/1 +x2) - Pag. 175
' 2N+ x
10.2. f(x)z(hl(\/l+x2)) T Y D (inx) 2Inx
* o 12. f'(x)z Xx——— | =1- = ]-—X
2 x 2 2 2
2(1+x2) 1+x* 71_2lnx7 _Inx
2 2\ * *
"X (1+x) = x(1+ , , .
f"(x):( 2 2) :)C( - ) X(z u ) = " Inx (lnx) xx—Inxxx
I+x (1+x7) f(x)= I-== 7 =
1+ x> —xx2x 1-x° L x—Inx
= = Inx—1
(l-!—xz)2 (l-!—xz)2 =— 2 =7
X X
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4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

) Inx—1 14.2. Consideremos a fungéo /4 definida por:
f"(x)=0——=0Ax>0 Inx-1=0Ax>0<
x h(x)=f(x)-g(x)
Shx=1lArx>0< x=¢ h(x):ln(szrl)flfel'Xz
2
f(e) —e— In"e = e—l A fung@o 4 ¢ uma funcdo continua em R por ser definida
2 2 pela composta e soma de fungdes continuas em R.
x 0 e 40 Portanto, /4 ¢ continua em [1, 2].
" - 0 + h(1)=In(2)-1-¢’=n2-2<0
1
S A e v h(2)=In(5)-1-¢7>0
O grafico de f'tem a concavidade voltada para baixo em Logo, como 4 é continua em [1, 2] e h(l) x h( 2) <0, pelo

J0. €[ e voltada para cima em Je,, +oo[ . O ponto coroldrio do Teorema de Bolzano-Cauchy podemos

1 . concluir que a equagdo /#(x)=0 tem pelo menos uma
(e , e —fj ¢ um ponto de inflexdo do grafico de f. q duag (x) P
2 solucdo em ]1, 2[.
13. Pretende-se provar que a equacdo: Como f'¢ crescente e g ¢ decrescente em ]1, 2[, existe
D=eo(x)e F(x)=e(x)=0 apenas um ponto de interse¢do do grafico de f'e g.
f( ) g( ) f( ) g( ) Como recurso a calculadora gréafica, determinam-se as

tem uma ¢ uma s6 solugdo em [1, 2]. coordenadas desse ponto: P(1,56;1,24)

Seja h a fungdo definida em R por h(x)=f(x)-g(x),

Y1=1In(X2+1)
ouseja, h(x)=e"'-2x-2.
\
*  h ¢é continua em R por ser a soma de duas fungdes T e
continuas em R. —
Logo, 4 € continua em [1, 2].
. h(l)ze—2—2=e—4<0
h(z) 2 4 2 2 6 0 ¥=1.5629339 ¥=1.2362742
=e'—4-2=¢"-6>
Como h ¢ continua em [1, 2] e 4(1)xh(2)<0, pelo Pag. 177
corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, 4 admite pelo , T Y 1 " Ly
menos um zero em |1, 2[. 151 f'(x)=|e | = (;lnx] er =

h(x)=0ce'-2=0ce" =2 x=In2

h'(x)z(ex—2x—2),=ex—2 [ X

X X
X [-= In2 +o0 | N !
L — 0 i =| ——Inx+—x— |x* =
f N / X X X
[L2]=[In2,+of é .
, . , =(I-Inx)> =(I-Inx)x*
h ¢ estritamente crescente em ]1, 2[, pois neste intervalo _( nx 2

h'(x)>0,peloque0zerocujaexisténciaseprovouno f/(x)=0©(1—lnx)=0/\x>0c>lnx=1Ax>0<:>

intervalo ]1, 2[ ¢ unico. S x=e
Pag. 176 x | 0 c i)
f' + 0 —
14.1. D, =R ; D, =R 1
' f /7 e N
(x2 + 1) 2x Mix.

f(x)= (1n(x2 + 1)), =

f(x)=0e2x=0x=0

¢ estritamente crescente em ]0, e] e estritamente
decrescente em [e s +00[ .

x*+1 X2 +1

1

7(0)=0 S(e)= e° &0 méaximo absoluto de .
= 0 = 15.2. lim f(x)= lim X = lim e = lim e =
f' _ 0 + x—0" x—0" x—0" x—>0"
f N 0 / o) e

Inx

Como ]1 s 2[ c ]O s +00[ ,f € crescente em 1, 2[ 1 1 s Inx
lim f(x)=limx* = lime"" = lime* = lime*
’ X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+o0
g (x)=(1+e"") =—2xe"™
) ( ) =e’ =1, dado que limln—x:O
! _x2 X>+0
g(x)=0e 2xe™ =0 2x=0x=0 15.3. f'¢é continua em R".

X |- 0 +00 Tendo em conta os resultados obtidos em 15.1. ¢ 15.2.,
g + 0 1
g “ 0 N D = }O , e{

Como ]1 S 2[ c ]O S +00[ , g ¢ decrescente em ]1, 2[ .

112



4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

Pag. 178
16.1. r: y=mx (b =0, porque a reta r passa na origem )
' ’ ' 1 1
() (lnx) (Inx) x—Inxxx X710
X)=|— | = = =
X xz xz
_1-Inx
xZ

e No ponto de tangéncia, o declive, m, da reta r, é igual

1-Inx
x2

a derivadadef: m =

e O ponto de tangéncia ¢ comum a reta r de equagio

1
y=mx e ao grafigo de f, yzﬂ,peloque
X

Inx

Inx .
mx =——,ouseja, m=-—-.
X X

_Inx

1-Inx .
>— € m=— de onde se pode concluir:
X X

Temos m =

—_ x>0
oIy Inx o nx—inx o 2y =1 lnx:%c>

x? x?
1
Sx=e?
1
1 Ine2 5 1
Como m:n—zx,vem m= nezz%z—.
X (1] e 2e
eZ
~ , 1
A equagdo da reta r é y:z—x.
e
16.2. s:y=mx+b

> =
X

()= (1 mj’ _a ~Inx) x* —(1-Inx)(x*)

4
X

1
~ —;sz —(l—lnx)2x _ x(—1—2+2lnx) _
.x4 x4

2Inx-3

x3

f"(x)=0<:>21nx—3=0/\x>0<:>lnx=%/\x>0

3

ox=e?
X 0 e% +00
7" - 0 n
, B 1
f I e
Min
a3
5 _2
f 5] 1-Ine? 2 1
2 | = — —
4 (e }_ ( 3}2 SIS
eZ

3
/"' tem minimo absoluto igual a —% para x=e? .
=

3 3

s 2

2] Ine? o 3
f[ezjz =5 =—

3
e? e 2e?
3

Ponto de tangéncia: P e?, —

2¢?

Declive: m:—%
2e
Equacdo da reta s:
3
e L
3T 53T =753 PYCREER
= 2 2 2 =
2e? ¢ ¢ ¢ e
1 3.3
<:>y:—73x+ §+T© B) EZE
2e?  2e?
Sy= ! x+ 4 =2 ! + 2
T, 3T T YR
2e 265 2e 5
163, f'(x)=1—0x
X

e f¢é continua em R" por se tratar da soma e quociente
de fungdes continuas em R*,

1-1n(1,5)
"(1,5)=——7 ~0,26
f'(1.3) 5 )
f/(z)zl—zlznzzo’og

£1(2)<0,1< f'(1,5)
Logo, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, existe pelo
menos um ponto ¢ no intervalo ]1,5; 2[ tal que f’(c) = 0,1,
ou seja, em que o declive da reta tangente ao grafico de f'¢
igual a 0,1.
Como, neste intervalo, f~ ¢ estritamente decrescente, o
ponto c¢ cuja existéncia se provou € unico pelo que o ponto
de tangéncia, 4, também ¢ Unico.
Recorrendo a calculadora grafica, verifica-se que
A(l,90 ; 0,34)

V2=(I-TnCRN7RE
\\\
¥=1.8968515 y=1
X
.............................. 1.826851536.
Y1 (XD
e . 3B/ 0042343,

17.1. Para x <0 :

()= [hﬁ(_x)J’ (In? (=) xx —In* (=) xx’

2><_—1 xIn(—x)x x—In*(—x)
_x B

2
X

_ 21n(—x) —In? (—x)

2
X

£ (x)=0<2In(-x)-In*(-x)=0Ax< 0

= ln(—x)(2 —ln(—x)) =0Ax<0&
—X)

@ln( :Ovln(—x)=2/\x<0<3
o —x=lv-x=e’Ax<0< x=-1lvx=-¢’
Para x>0:
/ rooet 2—¢"
=(In(e*-1)-2x) = -2=
/() (n(e ) x) e'—1 e'—1
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4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

f(x)=0=2-e"=0Ax>0e =2Ax>0c

< x=In2
X |- —é’ -1 0 In2 +00
f' - 0 + 0 - + 0 -
VAR / N 7 N
Min. Max Max.

[ ¢ estritamente decrescente em J—oo ,— ez] , em [—1 R 0[ e

em [ln2 L+ 00[ e estritamente crescente em [—ez N —IJ e

em [0,In2].

f(-¢)=—4¢”: f(-1)=0; f(In2)=-2In2

f admite um minimo relativo igual a —4e¢™ para x = —e

2

e maximos relativos iguaisa0 ea —2In2 para x = -1 ¢

x =In2, respetivamente.

17.2. Assintotas verticais:

D, =R\ {0} ef¢ continua.

lim f(x) = lim

(%) 4o

x>0~ x>0~ X 0

x—>0"

lim /(x) = lim (In(e"~1) = 2x) = In(0" )~ 0= =0

A reta de equacgéo x = 0 ¢ assintota vertical ao grafico de f.
Assintotas ndo verticais:

e Quando x > —©
Comegamos por verificar se existe assintota horizontal:

In’ (—x In®(—x .
lim f(x) = lim ( ) = — lim ( ) — y=Ih(-x) &
xX—>—0 X——00 x Y —x o ye
. 2 1 1 Se x = —oo,
:llmL,:— — =——=0 y — +00
yo+0 _e} hm i +o0
o

A reta de equagdio y =0 ¢ uma assintota ao grafico de f

quando x — —oo .

e Quandox—>+w (y=mx+b):

m= lim

/(%)

lim ln(e“—l)—2x _

X+

= lim

X—>+o0

= lim

X400

LX .
= lim =+ lim

lne@ln(l—%j
I N

X X400 X

X

X—>+00 x
X+ ln(lféj
2= lim——~%7 >
X X450 X

ln(1+%]
— C/ 2-140-2=-1

X4y xoHw X

b= lim (f(x)—mx)z lim (ln(e“—l)—2x+x)=

X+

= lim

X400

= lim

X—>+00

= lim

X0

X+

lne“[llxjx}z
e
_ ) .
Ine +ln(1—xj—x}=
e
I 1 . 1
x+ln(1—xj—x}= hmln[l——(J:O
e X—>+0 e‘

114

A reta de equagdo y =—x ¢ assintota ao grafico de f,

quando x — +o©

17.3. Atendendo a 17.1.ea17.2., D} = |-, 0].

174. f~ ¢ continua em R". Logo, f~ é continua em [ 2, — 1].

21n(—2) —In? (—2)

f(-1)=0 e ['(2)= ~0,23

Como f'(-1)<0,2< f'(=2) e’ é continua em

[- 2, — 1], podemos concluir que, pelo Teorema de
Bolzano, existe x € ]—2 R 1[ , tal que f/ (x) =0,2.
Usando a calculadora grafica para resolver a equagao
f'(x)=0,2, obtém-se como solugdo x ~-115, cuja
imagem por f'¢ — 0,02, aproximadamente.

Logo, A(—l,lS;—0,0Z).

¥2=(2InCX)=(In(=X))2)/ X2

T

X=-1.154382 Y=.2

-1.154382232

18.

Pig. 180

1 B | B |
P:ZB’QE)Xe zso:ZE)Qe zso:ZQ

o cm[t e as0m[ L
250 |4 4

Logo, ¢~ 347
Serdo necessarios 347 dias, aproximadamente.

19.1.

19.2.

Pig. 181
Como Q'(t)=kQ(1), 0(t)=0,¢e" .

A substancia reduz-se para metade passados 1600 anos e
0, =60. Logo:

0(1600) =30 < 60¢'“"* =30 < &' =% =N

1

<:>l600k:ln[§j<:>k —In2

~ 1600

—In2
1600

Logo, Q(¢)=60¢" com k=

—l“—leOO
0(100)=60e " ~57,5

A quantidade de radio passados 100 anos ¢é, aproximada-
mente igual a 57,5 mg.

20.1.

Pag. 182
Q(t) =0, e"; 0 (t) = kQ([) =kQ, e
’ kt
Qi(t) =-0,0866 < kO, i[ =-0,0866 < k =—0,0866
o(r) Qe

Logo, O(1)=Q,e " .




4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

20.2. 0(t)=0,30, < 0, e "0 = 0,30, & e 2,3
In (0,3)
—0,0866
Logo, t ~13,9 . Passaram aproximadamente 13,9 dias.
Q(S) _ Q e—0,0866><8 _ Q e70,6928

- X0 ]
670,6928 ~ 0 5
Logo, 0(8)=0,50,
Passados oito dias hé& aproximadamente 50% da
quantidade inicial da substancia radioativa.

& -0,0866¢ =1n(0,3) & =

20.3.

Pag. 183
21.1. P(0)=50e""" =50
A populagido atual do pais ¢ de 50 milhdes de habitantes.
P(t +1) — 5060.3([“) — e0,031+0.(}.‘>—0,03[
P(1) 50"

Logo,

21.2. =e"" %1,03

~1,03.

A populagdo cresce cerca de 3% ao ano
P(t+x)=3P(t) & 50" =3x50e™"™

0,03£+0,03x
(5]

_ 0,03x _
Qie‘)'“’ =3 =3

21.3.

In3
0,03

<0,03x=In3< x=

Logo, x~36,6.

Este resultado significa que a populacdo do pais triplica
em cada periodo de 36,6 anos, aproximadamente.
P(IO) 5060,03><IO

P(0)  50e"™

Nos préximos 10 anos a populacdo aumentara 35,0%
aproximadamente.

21.4. ~ 1,350

Atividades complementares

Pag. 185
2.1 /' (x)=((x"- Zx)e")/ = (2 —2x) e+ (&~ 2x)(e7) =
:(2x—2)ex+(x2 —2x)ex :(2x—2+x2 —2x)e* =

’

2.3. f'(x):[ e -1 ] (1) (2674 1) (e 1)(2¢7+1)

2e"+1 (2e“+1)2
(20 )— (e -1)2¢"
(2¢+1)
Cef(2e7+1-2e"42) 3¢
(2" +1) (2 +1)

115

' ! ’
1 1 1 1 1
’
=xe‘'+xle*| = e-‘+x><(fj er =
X

1 1 1 1 1 1

- -1 - - - - x-1 -

=e"txx—e =e——e =|l-—|er=—e"
X X

22.4. f/(x)=[xei]

22.5. f'(x)= (cosxe“”), = (cosx), et cosx(e“”), =

sin x

¢
=—sinxe +cosx><(smx) et =

sin x sin x

=-—sinxe™ "+ cosxxcosxe’

sin x

:(cos2 x —sinx)e

I+x ! ' 14x
! 2 1+x >
22.6. x)=|e* | = ety =
/ ( ) [ J (1 +x? J

B (1+x)’(1+x2)—(1+x)(1+x2),

I+x

- lx? —
(1+x2)2 ¢
L o (Lea)x2x 5
(1+x2)2
(1+x2)2 (l+x2)2
! ' 1
22.7. f'(x):(}l*J :(lj X3‘7}‘ln3:_3x 1?3
x X
N '_(SZX)'(I_SZ)c)_52x(1_52X)’ i
- (x)_(l—S“j ) (-5

2x57 In5(1-5") =5 x(-2) x5 In5

(1-5)
_ 2x5™ In5(1-5" +5™) _2x5'In5
(1-57) (1-57)

'

X f1+2Inx :—l+g:g—l
2 2 x x 2

23.1. f'(x)

232. f'(x)= (xlnx—x)’ =x'Inx+ x(lnx)’ ~-1=

1
=lnx+xx——=1=Inx+1-1=Inx
x

2
, : : -1
233. f'(x)=(In"x+In(x*~1)) =2(Inx) lnx+();2_) =
2lnx = 2x
= +
X ¥ -1

f (x)=(n(e"+x)) = (e+x) e

e+ x e+ x

'

235. f'(x)= (%lnz (x+ 1)} = % x2(In(x + 1))' In(x+1)=
(

_In(x+1)
x+1
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'

23.6. f'(x)=((x-1)log, (x* -x)) =
(x~1) log, (" ~x) + (x 1) log, (* ~x)) =
(*-x)

zlogz(xz—x)+(x—l)><(7_

xz—x)1n27
-1)(2x-1)
=1 2_ 7()‘ =
o8, (x" —x)+ x(x—1)n2
2x—1
=log2(x2 —x)+ —2
) (l—e‘“j’
23.7. f’(x)=[ln[il§in = T_ZX -
I+e*

—ex(l+e")—e"(1—e")

l1-¢"
l+e*
—e“(1+ex+1—e")(1+e") 2e"
T ey (re)(ie)
—2¢" 2e"

1_(ex)2 - e
238. f'(x)= (xlog2 \/;)/ = x"log /x + x(log5 \/;)/ =
()

=log. \/x + xx =log.\x +x
gs \/;1n5 gs

=log; Jx+ L
2xIn

5 =log5x/;+L

2In5

1
2/x _
JxIn5

23.9. f’(x) = ((lnx)ﬁ)’ = \/E(lnx)/(lnx)ﬁ'l =

X

23.10.

/(%)

= (e’“‘” )I = (—xlnx)l e v =

[y lnxfx(lnx)’}(ljx _

X

[ ) ) -
(o2

24.1. f(x)=(x+1)e"
Dominio: D, =R
Monotonia e extremos:
71(x)=((x+1)e") =e'+(x+1)e" =(x+2)e"

f(x)=0(x+2)e" =0 x+2=0cx=-2

x |- -2 +00
A - 0 +
f N —e? /
Min
f(2)=-¢"

V2 (Inx)”!

(iT]ZFwﬂT:me]zﬁmﬂ]:

Concavidades e inflexoes:
7(x)=[(x+2)e] =e + (x +2)e" =(x+3)e"

f"(x)=0e(x+3)e" =0 x+3=0x=-3

x |- -3 +o0
/B - 0 +
f s —2¢7? v
P.L
Assintotas:

Verticais: /¢ continua em R. Logo, o grafico de fndo tem
qualquer assintota vertical.

Néo verticais (y =mx+ b) :

e Quando x > —©
= tim 20D gy G KHW&} _
x>0y ] X X—>—0 X

=(1+0)e™ =1x0=0

)

b= lim (f(x)—mx): lim (x+1)e" =

x>0 x> =0
. . . —-y+1 y=—XSX=—Yy
= lim (-y+1)e” = lim Yrooo
y—o+o y>+o0 e} Sex > -0,y =+
. .1 1 1
=—hml,+hm—,=— —t—=
yo+o @t yo+w @ . e +00
lim —
X0 )
1
=—+0=0
+00

A reta de equagdo y =0 ¢ uma assintota ao grafico de
fquando x > —o.
e Quandox — 4o :
X x+1)e” *
fO) L e e

= lim —x lim (x+1)

X0 X X+o

m= lim
X—>+0 x X—>+%0 x

=+oo><(+oo) =400

Nao ha assintota ao grafico de fquando x — +o0 .
Grifico:

24.2. f(x) :log(x2 +1)
Dominio: D_/ =R
Monotonia e extremos:

, - s a (x2+1)' _ 2x
f(x)*(log(x +1)) 7(x2+1)1n107(x2+1)11110

f(x)=0=2x=0<x=0

X |- 0 +00

I - 0 +

f Ny 0 /
Min.

Concavidades e inflexdes:

or ) 2(x*+1)In10-2xx2xIn10

! (X):[(xz“)lnlo] ) (x2+1)21n210
2n10(x* +1-24")  2(1-x)

) (*+1) W10 (¥+1) 10
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4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

f1(x)=0e2m10(1-x")=0 - =0o =1

Sx=-1lvx=1
X |- -1 1 +00
15 — 0 + 0 —
f A log2 u log2 N
P.L P.L
Assintotas

Verticais: f'¢é continua em R. Logo, o grafico de /' ndo tem

qualquer assintota vertical.

Nio verticais (y =

e Quando x > +

mx+b):

00

m=lim
X+ x

1

= m
In10 x>+»

= lim
In10 x>+»

1

ln(x2 +l)

xX—>+0 X

m
x>0 xInl0 X0

A im X i

- In10| x>+ x X400

:L 2x0
In10

b=1lim [ f(x)

X—>+0

O grafico de f'ndo tem assintota em +oo .
e Quando x > -0 VxeR,-xeR e

f(x)= log[(—x)2 +1} = log(x2 +1) =f(x)

+0o0

f(x) i log(x2 + 1)(?

2

)

1+—
3 X
xIn10
lnx2+ln(1+i2j
N N A
X
In| 1 1
2Inx X

0 1
— |=——(0+0)=0
" j ln10(+)

Se x>0,

Inx" =2Inx

- mx] = Xlirgolog(xz + 1) =+o0

Portanto, f'¢ uma fungdo par e, como tal, se o seu

grafico ndo tem assintota em +co , também ndo tem em

—00 .

O grafico de f'ndo tem assintotas ndo verticais

Grifico:

243. f(x)=e"+4e"

Dominio: D, = R

Monotonia e extremos

f(x)= (ex+ 4e’*)’ =e¢'—4e™"

f(x)=0se—4e =0 ex—ix
(5

Se'=2ve' =2 x=1In2

0 (¢f) —4=0
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24.4.

x |- In2 +00
r - 0 ¥
f N 4 /

Min

f(In2)=e"+4e™ =2+4 x% =4

Concavidades e inflexdes

f"(x)= (e*—4e’*)r =e'+4de™"

VxeR, f"(x)>0. Logo, o grafico de ftem a concavi-

dade voltada para cima e ndo tem pontos de inflexdo.
Assintotas

Verticais: f'¢ continua em R. Logo, o grafico de fndo tem
assintotas verticais.

Nio verticais (y =mx+b)

e Quandox — —»

. X . e'+4de” .e' .er
m:hmf( ):hm = lim —+4lim
X—>—0 x X—>—00 x X—>—00 x X—>—0 x
0 e y=—XSx=-y
=——4lim —=0-4x(+0)=—0
—00 Yyt y J O
e Quando x - +x©
. X . e'+4de” e’ .er
m:hmf( ):hm = lim —+4lim
X—>+0 x X—>+0 x X—>+00 x X—>+00 x
0
=400+ 4 x — =40
+00
O grafico de fndo tem assintotas ndo verticais.
Grafico
y
4 ) 1
ol In2 X
. —2-Inx
xX)=——
="
Dominio: D, =R*
Monotonia e extremos:
1
, Dy T (2mInx)
f(x)z = 2 = 2
X x X
f(x)=01+lx=0Ax>0& Inx=-1Ax>0s
1 1
oSx=e Sx=-—
e
X 0 1 +00
€
[ - 0 +
f N - /!
Min.

1Y —2-Ine™
e
e e

Concavidades e inflexoes:

j' l><x2 —2x(l+lnx)

" 1+Inx
S (x)z[ 2 =% o =
x(1-2-2Inx) —1-2Inx
- )C4 - x3



4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

f"(x)=0=-1-2Inx=0Ax>0< Assintotas:
Verticais: Como /¢ continua em R, o seu grafico ndo tem

assintotas verticais.
Nao verticais:

1 _L
@lnx:—EAx>0©x:e 2o x=

-

1 [P
x 0 = o e Quandox > —© : 1
7" T 0 _ Como lim‘f(x) = lim —=—=0,aretade
\/_ X—>-0 e 400
3
A v *Te a equacdo y =0 ¢ assintota ao grafico de f'quando
P.L X—>—w.
1
; il _—2—lne2__3\/g e Quando x — +0: 1 1
Je e—% 2 Dado que lim f(x)= lim e T =1,areta
Assintotas: de equagdo y =1 ¢é assintota aografico de f quando
Verticais:
fé continua em R". X 4o
Grifico:

. 2oy 2—(w)
lim f(x)= lim ———=———" =+

A reta de equacdio x =0 ¢ uma assintota ao grafico de /.

Nao verticais:

lim /' (x)= lim —2-Inx _ lim [_gj — lim Inx _

X—>+00 X—>+00 X x40 X x>+ x

A reta de equagdo y =0 ¢ uma assintota ao grafico de f.
Grafico: 24.6. f(x)=—5
y X

_1+Inx

Dominio: D, =R*

Monotonia e extremos:

l><xz—(1+lnx)><2x

e

X X

—€e

_x(1-2-2Inx) —1-2Inx

24.5. f(x)= =
«f( ) 1+ efx )C4 x3
Dominio: D, =R , 1
: f(x)=0e-1-2Inx=0Ax>0< Inx=—Ax>0=
Monotonia e extremos: 2
’ —x x 1
(x)= 1 _—(—e )_ < <:>x:e7<:>x:L
f X)= 1 -x | 0\ \2
+e (1 +e ) (1 +e ) e
1
VxeR, f'(x)>0.Logo, /¢ crescente em todo o x 0 7
dominio e ndo tem extremos. 7 + 0 _
Concavidades e inflexdes: €
, f / 5 N
e’ Max.

f'x)=|——=| =
(1+e7'¥) +In eié
(e e f(iz]f(e;jl(l%);

) (1+¢) ¢’
~ (1 +e" ) [—e’x —e'xe +2e "% G“J Concavidades e inflexées:
= 4
—X _2
1+ L3 (1 2
( e ) f”(x):(_l_zmxj: . X X ( 1 21nx)><3x _
_—e+exe" € (1—91) X’ x°
(1+e) (1+e) % (-243+46lnx) 6lnx+1
f(x)=0e1-¢" =0 ¢ =1 ©—x=0 x* x!
Sx=0 f"(x):0<:>6lnx+1=0/\x>0<:>lnx:—l/\x>0
x |- 0 +00 6
7" + 0 - Nl 1
S yx—e b x=—0
; g % . . x=e x 7
F(0)=——=—
P.L I+e” 2
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24.7.

4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

1
X 0 A +o0
f" _ 0 +

Assintotas:
Verticais:
/€ continua em R".
. . l+lnx -
lim f(x)= lim ——=

x—0" x—0" X 0+

A reta de equag@io x =0 ¢ uma assintota ao grafico de f.
Nao verticais y=mx +b :

I+Inx
. flx . 2 . l+lnx
m= lim ( ): lim —*—= lim =
X—>+0 x X—>+00 x X—>+0 x
1 . (Inx 1
=lim —+ lim | —x— |=
X‘?i’mx X—>+00 x x

—0+ 1im ™ fim L =0x0=0

X—>+0 X X‘?+ocx
1+Inx
b=1li —mx]=1li =
lim [f (x) = mx]= lim =

— lim 4 1im ¥ fim L =04+0x0=0
X‘?+0Cx X—>+o0 x X~>+ocx

A reta de equagdio y =0 ¢ uma assintota ao grafico de f

quando x — +o0 .

Grafico :

y

el ___

2 /\\

011 1 <
¢ Ve Ve

f(x)zxelf‘x‘

Dominio: D, = R
Monotonia e extremos:
Para x = 0, tem-se:

1-x

f(x):{x I‘H sex>0

xe™ sex<0

alex

e"x+xx( e ) sex>0

f,(X)_{ +xe't* sex<0

{(1 —x)e'™ sex>0

(I+x)e"™ sex<0

el+x

f(x)=0c (I-x=0Ax>0)v(I+x=0Ax<0)

S x=lvx=-1

X |- -1 0 1 +00
7 - 0 + + 0 —
f N -1 / 0 / 1 N
Min. Max.
f(—l) =—1le’ =-1
f(1)=1e"=1

Nota: Como /¢ continua em R, f'¢ estritamente crescente
em[-1,1].

Concavidades e inflexoes
Para x#0:

1-x el"”' sex>0
P
((1+x)e”“) sex<0
~ —el’x+(1—x)><(—el’*) sex>0_

e+ (1+x)e™ sex <0

—(I-x+1)e™ sex>0

:{(1+1+x)e”“ sex<0
_{(x—2)e” sex>0
(x+2)e™ sex<0
f"(x)=0 (x=2=0 Ax>0)v(x+2=0Ax<0)=

Sx=2vx=-2

X |- -2 0 2 +00
" - 0 + — 0 +
f N 2 v 0 N 2 v
€ €
P.L P.L P.L
Assintotas

Verticais: Como /¢ continua em R, o grafico ndo tem
assintotas verticais.

Nio verticais (y = mx +b) :

e Quandox —» —o:

I+x
. X . €
m= lim /A ):hm—x =e”
x>0 x x>0 x

=0

b= lim (f(x)—mx): lim (xe‘”): e lim xe* =

X—>—0 X—>—0 X—>—0
y=—XxSx=-y
=e¢ lim (—ye”’) = —e lim ly = X0,y >+
Y+ yoto e
—c —c

b e’ - +00 =0

lim —

yo—0 y

A reta de equagdo y =0 ¢ uma assintota ao grafico de
fquando x - —o0.
e Quando x — +o0:

1-x
m=tim L) i X8 e —e =0

x40y x40y X—>+0

b= lim (f(x)-mx)= lim xe'™ =e lim =

X—+® X+ x40 g¥
€ [§]
= —=—= 0
. : +00
lim —
X+ )y

A reta de equagdo y =0 ¢ uma assintota horizontal ao

grafico de fquando x — +o0
Grifico




4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

(ex0) .
25.1. lim /(x)= lim xe™ = lim Ji: 1 __ L b) ln[f(x)]ﬁg(x)—x@ ln(xe )Sln(Z—x)—x
‘ T gim & Shr+lne” <n(2-x)-x<
x>0 x

252, f'(x)ze"‘—xe"‘ :e"‘(l—x) <Shx—x< ln(2—x)—x<:> lnxSln(Z—x)<:>

S xL2-xAx>0A2-x>0&

f(x)=0ex=1 S 2X<2AXx>0AX<2 S

x |- 1 +o0 o x<lax>0exe]0,1]

: + 0 -
L 1 5=10,1]
f 7 - N -x -2x
e 26.1. g(x)>0<:>f(x)—(x—3)>0<:> Se"-3e >0
Max. . —x _
fé estritamente crescente em |0, 1] e estritamente <¢ (5 —3e ) >0 ©5-3e7 >0 e >0.vrek
decrescente em [1 , +00[ .ftem um maximo relativo (e S3e <5 et < 3 o —x< lné x> —lné
1
absoluto) igual a — para x=1.
uto) igu e P x x> lnE
253. y=mx+b 3
, 3
m=f"(0)=¢"(1-0)=1 §= lﬂg,‘H’O
0
P(0,0) =~ (0)=0x¢"=0 26.2. lim g(x)= lim [ f(x)~(x-3)]= lim (Se -3¢ )=
y=x ¢éaequacdo da reta tangente ao grafico de fno ! i ’
=5x0-3x0=0
ponto P(0, 0). - ) ) )
25.4. f"(x) _ —e"'—(e”‘— xe"‘) e 4xe = o (x B 2) A reta de equagdo y = x —3 ¢ uma assintota ao grafico da
, funcdo fem +o.

! (x) =0ex=2 26.3. Provar que o grafico de f'e a reta r se intersetam, no

X |-» 2 +o intervalo [— 1, 0], num Gnico ponto, ¢ 0 mesmo que provar

f - 0 + que a fung¢do g tem um Unico zero em [— 1, 0].

, , 1 . .
1 N _L’ Va f (2):76':7? e gécontinnaemR.
e

- — - —L .. Logo, g é continua em [— 1, 0].
O declive minimo ¢ o minimo de /”, ou seja, ¢ igual a £0- & [ ]

1 . g(-1)=5e-3¢’ <0 ; g(0)=5¢"-3¢"=2>0
e g(~1)xg(0)<0
25.5. g(x) = ln(2 - x), D, = ]_OO ’ 2[ O corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy garante a
a) Seja h(x)= f(x)—g(x)=xe"~In(2-x) existéncia de pelo menos um zero de fem ]— 1, 0[.
e ¢ continua em |-o0, 2[ por ter a diferenca de g (x)= (5efX_ 3¢ )' —6e 5
fungdes continuas neste intervalo. Logo, 4 ¢ 5 5
continua em [0,1] < |-, 2[. g(x)=0c e"'(6e’x—5) =0 e = A & —x= lng o
. h(O):f(O)—g(O):O—an:—ln2<0
1 1 Sx= ln(fj
h(l):f(l)fg(l):g70:g>0 5
6
h(0)xh(1)<0 x |- i e
O corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy garante g + 0 -
que A tem pelo menos um zero em |0, 1. g 7 N

Logo, existe pelo menos um ponto de abcissa em |0, 1],
onde os graficos de f'e g se intersetam.

Ja vimos que f'¢ estritamente crescente em [0, 1].

, -1 1 estritamente crescente em [— 1, 0] dado que lnE >0.
g(x):7:7<O,Vxe]foo,2[ 5
2-x x-2

Logo, g ¢ estritamente decrescente em [0, 1]. Portanto,

. 6 ,
g ¢ estritamente crescente em }—oo , lng} = gc

Como g ¢ estritamente crescente em [— 1, 0], o zero cuja

existéncia se provou neste intervalo € tnico.
como em [0, 1], /¢ estritamente crescente e g ¢

Recorrendo a calculadora vyt
estritamente decrescente, o ponto vt determinaram-se valores -1  —-05
)
o 5 1 1eté 1 . A J i ! >
de interse¢do cuja existéncia se aproximados as décimas do ! S 0 x
provou ¢é iinico. Recorrendo a ponto de intersecdo dos graficos et -3,5
calculadora grafica obtiveram-se as f

coordenadas do ponto de
interse¢do, com aproximagao as
centésimas: (0,61; 0,33) 0 0,61

033 f---2 de y=f(x) e y,=x-3 L/
tendo-se obtido (— 0,5; — 3,5). ‘

,_.______
=
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4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

27.

27.1.

27.2.

27.3.

27.4.

27.5.

28.

28.1.

28.2.

Pag. 186
M(0)=2048

M (t)=2048¢"

M(4)=512 < 2048¢" =512 < c* =i® (et)' =27

o =17 o :2_%©ek _ 05
M (1) =2048¢" = 2048(c" ) =2048(2°)
M (£)=2048x 20
—2048x 27 = 64
M

10

(
(

M (10)=2048x 2750
(10)=64 ¢
(

M t) =2048x0,1 < 2048x 27" =2048x0,l <

<27 =0,1 0,5t =log, (0,1) <= -0, 5= 101
In2
01, <6,6439
" 20,5I2
6,6439 min ~ 6 min 39 s
M(1)-M(0) 1448,15-2048
tm.v. = ~
(.0.1) 1-0 1
LMV o) ® —600 g/min
M(2)-M(1) 1024-1448,15
t.m.v. = ~
(M.1.2) 2-1 1
tmov., o ~ —424 g/min

M'(t)=2048x(-0,5)x2"" xIn2= -1024x2"* xIn2
M'(5)=-1024x2""""xIn2
M'(5
x(1)+ y(¢) =1000
X (1) =hy(t )
x(0)=0¢ =5
x(t)+y(t )—1000@)/( )=1000—x(r)

)
)=

—125,5 g/min

X (1)=ky(t) < ¥ (t)=k(1000-x())
x'(0)=k(1000-x(0)) = 5=k(1000-0) <

S k= i<:>k 0,005
1000

Logo, x'(¢)=0,005(1000 - x).
Se x(¢)=1000— Qe "

X' (£)=0+0,0050e"" < x'(t)=0,0050e "

Por outro lado:

0,005(1000 - x) =5 —0,005x(¢) =5-0,005(1000- Qe ")

=5-5+0,0050¢ """ =x'(r)
Fica assim provado o que se pretendia.
x(2)=1000— Qe
x(0)=0< 1000- Qe =0 <1000~ 0 x1=0 <
< 0=1000

121

29.1.

29.2.

30.1.

30.2.

30.3.

10000
P(l)=—27270,5t
P(1)=6000 < 10 000 =6000 <

05

<10 000 = 6000(2—2’0’5’) N

e 005 _ 1 N
3

227" ==

= 051—log2 < 0,5t =-log,3 &

In3 In3
<:>0 St=—-St=———
In2 0,5xIn2

3,17 semanas ~ 22 dias

=1t~3,17

k k

P(0)-P(2)=500 &5 ot

=500

<:>kf§:500<:>kf%k:500<:>

2
& 3k -2k =1500 < k£ =1500

Se O'(t)=k0(1), 0(t)=0Q,¢"
0(r+1)=0,980(1) = Q,e""
< ef'xef =0,98xQ, " =

< e =0,98< k=1In(0,98)

Q(t) _ Qo eln(O,‘)S)t

=0,98xQ,e" <

Q(lo):100e[‘"<°"”‘ﬂ*‘° ~ 0(10) ~81,7 mg
0(1) =50, 0,""" =20, &

o MO = ;<:>t><ln(0 98) = ln(%)@

=2 =1~343
n(0,98)

Ao fim de 24,3 anos, aproximadamente.

31.

31.1.

31.2.

Pag. 187
f(x)=1+x-xInx,D, =R*

(0x)

lim f(x)=lim (1+x-xInx)=1+0-lim (xInx) =
x—0" x—0" x—0"
i, | 1
=1- lim {lln[lﬂz g e
Y40 y y y—+o y s 0" o> ey toc
o lim 2y Y 14021
Yo+ y Y40 ¥

(ro-0)
lim f(x)— hm (1+x xlnx) =

X—>+00

=1+ ILIE,[X 1—lnx)]

=1+[+oo(1—oo)] =—

f/(x)zlflnx+x><l=171nx71= ~Inx
x

f'(x):0<:>—lnx:0<:>lnx:0<:>x:1



4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

N

X
f +
f /

o |Oo(—

f(1)=2

Max.
f ¢ estritamente crescente em ]0, 1] e estritamente

decrescente em [1 ,+ 00[ . fadmite maximo absoluto igual
a2para x=1.
31.3. /¢ continua em R*
f(l) =2>0
Como lim f(x)=—c0,3ae]l,+oo[: f(a)<0

(por exemplo a =¢”, pois f(ez) =1-¢"<0)

Logo, como f¢ continua em [1,a] e f(1)x f(a)<0,0
Teorema de Bolzano-Cauchy garante a existéncia de um
zero de fem |1, af.

Atendendo a que lim f (x) =1 e f¢ estritamente
x—0"

crescente em 10, 1] entdo /(x)>1 paratodoo x€]0,1].

Logo, fndo tem zeros neste intervalo.
Como f'¢ estritamente decrescente em [1 ,+ OO[ , entdo f

tem no maximo um zero neste intervalo.
Assim, o zero cuja existéncia se provou € tnico.
Recorrendo a calculadora obtém-se x, = 3,59 como valor

aproximado do zero de f.
314. f(x)>1+3x < l+x—xInx>1+3x< 2x+xlnx<0

< x(2+Inx)<0

2+lnx=0hx=-—2<x=¢"

2+Inx>0 hx>-2<x>e

X 0 e? +00
x + + +
2+Inx -
x(2+Inx) _

s=1o,e?[

T

L4 x) -y XFizxInx
_ X — X

(1+x)2 (x+1)2
=1+x7xlnx= f(x)
x(x +1)2 x(l +x)2

32. f(x) = 21n(e"+1)—x ; D, =R

' (ex+1)l ' ex
32.1. =2 -x =2 -1=
Y (x) ) e"+1 ¥ e'+1
_2e'-e'-1 e'-1
el e+l

f(x)=0ece-1=0cc =1 x=0

X |[-» 0 +00

I - 0 +

f N 2In2 / £(0)=2In2
Min.

f¢ estritamente decrescente em ]—oo R O] e estritamente

crescente em [0, + oo .

/(0)=2In2 ¢ o minimo absoluto de f.

(e"—l)y(e"+ 1) —(e“—l)(e"+ l)y

32.2. f"(x)= -

(e“+1)2
~ ex(e*+1)—(ex—1)ex B e"(e*+1—e"+1)
- (ex-rl)2 - (e‘+ 1)2 )
2¢e"
) (e”Jrl)2

f"(x) >0,VxeR
O grafico de f'tem a concavidade voltada para cima em
todo o dominio.

32.3. f¢ continua em R pelo que o seu grafico ndo tem
assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b) :

e Quando x > —0:
() _ 2In(e"+1)-x

m= lim - = lim —
X—>—0 X x—>—© X
= 1imM_ i X 20+
x=>—0 X x>—0 x —0
=0-1=-1
b= lijg(f(x)er) = ligtlt(ﬂn(e‘% 1)7x+x) =

= lim [ 2In(e"+1)] =2In(0+1)=0

X0
A reta de equag@o y =x ¢ uma assintota ao grafico de f
em x — —oo
e Quando x —> +o:

) 2In(e*+1)-
m = tim 20 i n(e'+1) i
X+ X X—>+0 X
: 1
ZIn{e (1+Yﬂ—x
. ¢
= lim =
X400 X
21nex+21n(l+ixj—x
= lim ¢ =
X400 X
1 1
2x+21n[l+—xj—x x+21n(1+—]
. [ . e’
= lim = lim
X—>+0 x X—>+0 x
21n(1+ij
= lim X + lim ), 2n(1+0)
X*)+30x X—>+0 x +(D
=1+0=1
b= lim [ f(x)-x]=lim [2In(e"+1)-x—x]=

= lim 2ln(e"[l+lvjj—2x =
X400 e’

= lim 2lne‘+2ln(1+£j—2x}:
X—>+0 e’

= lim 2x+2ln(1+%)—2x =

X—>+0 e

= lim 2ln[1+lxﬂ =2In(1+0)=0
€

X—>+00
A reta de equagdio y=x ¢ uma assintota ao grafico de f

em +oo.
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4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

324.
D =[2In2, + o[
33.1. P(O) = &0 = 105 =3
1+34xe 35
105
, —105x 34 x (—1,1244) i
333. P (t) = 5 =
(1 + 346—1,1244r)
4014,108e™"* .
= 7(1 " 34671’12441) >0,VteR,
P (¢)>0,VteR;. Logo, P ¢ estritamente crescente
105 105 105
lim P(¢)= lim = =——=105
t—>+00 ( ) te+m1+34e*1v12441 1+34e™ 1+0
O niimero de elementos da populagdo ¢é crescente e, com o
decorrer do tempo, tende e aproximar-se de 105. Como a
fungdo € crescente, aproxima-se de 105 sem ultrapassar
este valor.
, —1,1244¢ _3570k kt
334. P'(1)= 4014,108¢ = ¢ s com
(1+3464JMM) (1+34em)
k=-1,1244 .
P"(t):
—3570k e"’(1+34e"’)2—3570ke"’><2(134e"’)><34ke"’
(1+34e")'
3570k” " (1+34¢")(~1-34e"+2x34¢" )
(1+34e" )’
3570k e (34¢"-1)
(1+34¢")
" kt kt 1 1
P'(t)=0&34e"-1=0ce" =— <:>kt=ln3—<:>
o kt=—In(34) o = 034
—In34
x — +00
P+ + 0 -
P / N
Max.
y has In34
P’ ¢ maxima para t = &
Como k =-1,1244 , a taxa de crescimento ¢ maxima para
t~3,1362.
3,1362 dias = 3 dias e 3 horas
300
34.1. P(t)=——
()=
.o =300(-0,24e°%) 300 e
= =0, X
(3 A0 )2 3+A4e 3+ 4

Aef()l[
=0,2P() 1-1+ 25— | =
)12

:O,ZP(t)(l—

:0,2P(t)(l—ﬁle :O,ZP(t)[l

34.2. P(0)=P < 300 _p o 300 _
3+4

3 + Ae%),th_ Ae—O,Zl
3+ e ] B

=

0

P(t)
100
3+4e° °

&300=3P,+ AP, < AP, =300-3P, <

=3001:3Po o 4 300

0 0
300 300
343. B=3; A=—-3=97; P(t)=———+
0 3 () =Tro7em

< A -3

300
-=30< 10=3+97¢"" &

P(1)=30 2 ———
W P)=30e s

< 97e" =7 0,2t = 1r19—77 =

(7j
In 97
St=——"<+=1~13,144

s

13,144 h~13 h 9 min

300 A A=300;B=97

b) P(t)= =
) P(1) 3497 34+ B  k=-02
(0 [ 4 j ~A(3+Be")  —A(kBe")
t)= = = =
3+ B¢ (3+Be")  (3+Be)
—kABe" 5820¢ A=300; B=97;k =—0,2
(3 +Be" )2 (3 +97e7 0¥ )2 kAB =—5820
Como P (£)>0,VreRy, P & estritamente crescente
lim P(1) = lim ——0 300 __y4
1400 x>+03 4977 3+97x%x0
O ntimero de bactérias aumenta com o decorrer do
tempo e tende a estabilizar em 100.
_ kt
o P'(i)= M%Bez _
(3+Be")

B (-kABe") (3+Be") —(—kABe"’)[(3+Be"’)2]

(3+Be")’
K2 ABe" (3+Be") ~2(-kABe")(3+Be" )kBe"
(3+Bek‘ )4
- (3+Be")(-3k* ABe" —k’ 4B’ &' + 2k AB> &™)
- (3+Be"’)4
3k2ABe" +k*AB*e* A=300;B=97
= , = k=-0,2
(3+Be" )3 *AB=1164

_1164e7% (972 -3)
(3+97¢")
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4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

P'(t)=097¢*"-3=0c ¢ = EIN H'(1)=0200e"-1=0 e =— <
97 200
3 ln(i) < —0,2t =—In(200) @t:M:
<:>—0,2t:ln( J@ t=i:tzl7,380 0,2
9 -0,2 =1~26,4916
3 In(200
ln(aj Seja 1, _In(200) 6 4916
Seja ¢, = 0,2
—0,2 t 0 t +00
X 0 4 +00 h" + 0 _
P + 0 - A A N
P / N Max.
Max. A taxa de crescimento ¢ maxima decorridos 26,5 anos,
P’ ¢ maxima para ¢ ~17,380. aproximadamente.
17,380 h =17 h 23 min Avaliacio 2
34.4. 1, é aabcissa do ponto de inflexao. e "
Pag. 188
1
1 =lnx+—
F()=mmrs L
/ 1 2x 1 2 x*=2
=— 4+ - =
/() x x* x X x
o 1 —2x3x7 1 6 6-x°
| 17,38 ! / (x):_iz_ s T 2T aT
120 X X X X X
35.1. h(O):mz0,597 f"(x):O@xzf 6V)C=\/g
A altura da arvore media 59,7 cm (aproximadamente). 5 2 J6 3
352.2) h(10)=— 2 ~43m A * 0 —
1+200xe ! / N
120 Max.
b) h(20)=—c =257 m ff(ﬁ)zi_izﬂzizzﬁzﬁ
353, limh()=lim—20 _— 1205 Jo 6o elo efo 3x6 9
e 14200 1+200x0 Resposta: (A)
Com o decorrer do tempo, a altura da arvore tende a 5 4Y" 5)"
estabilizar em 120 m. - S()= 5 e g(x)= 4
120 A A=120; B=200 _ _
354 (1) = = o 7(0)=1,(0)=1
* ¢ +oe Os graficos intersetam-se no ponto (0, 1).
, 4 —A(1+Be")  —A(kBe") (C) é falsa
(1) = (1 B kf) = o\ w2 Resposta: (C)
+Be (1+Be")  (1+Be") ,
3. f(x)=2"In2-2=2(2""In2-1)
_ —kABe" _ 4800e™ A=120; B=200; k =—0,2
= 7 = 3 Resposta: (B)
(1+Be"’) (1+ ZOOe’O’Z’) kAB =—-4800 , ,
4. g(x)=-¢"-2 — g'(x)<0,vxeR
P —kABe" g'(x)=—¢" — g"(x)<0,VxeR
")=| —=F | =
) (1 +Be" )2 Resposta: (D)
, 2 . [1-1)(1+x)-(1nx-x)
(kde) (1+Be" ) ~(~kape")| (1+5e") | 5. f(x)=% _
- — = (1+x)’
(1+B¢")
2 l+1—1—x—lnx+x l—lnx 1= xlnx
—k* ABe" (1+Be") —2(—kABe" )(1+ Be" ) kBe" _x _x __x
= oy B - (1+x) C(x) (1)
(1+B¢")
1-x1
(1+Be" )[—kZABe"‘ —k*AB* (" )2 +2k* AB (e"‘)z} =0
— - x(x + 1)
(1+Be") Resposta: (D)
K ABS K AB () KABe (-1+Be") 6. 0(1)=0x2""
(1+Be")’ (1+Be") Q(z):%g0 20 :%<:> 2% =" o -0lt=-1
_ 960e "% (2006’0'2' —1) A=120; B =200 =t=10
(1+2006:’°'2’)3 k=-02 Resposta: (D)
k*AB =960
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4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

7. h(x)=200x+20e"*
H'(x)=200—4e"*
H'(x)=0<200-4¢"* =0 e =50 <
o 020=50e =20 1 196
Resposta: (C)
Pag. 189
8.1. D,=R\ {1}
, " (xo1)—(x+1) 2 - 1
8.2. f (x):[—x+1J el :( ) (2 )e-*‘1 = 2 S
x-1 (x - 1) (x — 1)
f'(x)<0, VxeD,
f¢é estritamente decrescente em ]—00 , l[ eem [l ,+ 00[ .
Jfnio tem extremos.
2 ol (Y
83. f"(x)= = | e slevt | =
(x - 1) (x - 1)
_2x2(x-1) 2 2
(x—l)4 (x—l) (x—l)2
x4l x4l
()
(x—l) x-1 (x—l) x-1
4x %
_ e
()
f"(x)=0<:>4x=0/\xeD/. < x=0
X _|=© 0 1 +00
fn _ 0 + +
f N ! v v
€
P.L
O grafico de ftem a concavidade voltada para baixo em
]—00 , 0[ e voltada para cima em ]0, 1[e em ]1 ,+ OO[ .
1 .
O ponto de coordenadas (0 , fj ¢ um ponto de inflexdo.
e
8.4. f¢ continua.
Assintotas verticais:
w2
lim /(x)=lime*' =e” =¢” =0
x—1 x>
o2
lim f(x) =lime*! =e% =¢" = 4w
x1* x—1*
A reta de equacdio x =1 ¢ uma assintota ao grafico de f
Assintotas nfio verticais:
x+l
lim f(x)= lim ¢*! = ¢' =e dado que
fim 2 = fim X =1
xoto xy — | x>t x
A reta de equacdo y =€ ¢ uma assintota ao grafico de f°
€m —oo €€m +oo .
9.1. f(x)=6o3(3-1)=6c (3) -3c'-6=0o

11124

2

<3 3F=-2v3¥=3x=1

s=1{1)

9.2.

10.

10.1.

10.2.

103. f'(x)

7'(x)=(37=3") =2x3"In3-3'In3 =3"n3(2x3" 1)
fiRSR com f(x)=In(e"+e")
VxeD,,~xeD,
f(=x)=In(e"+e™)=f(x),Vxe D,

Logo, /¢ uma funcéo par.

Em - : y=mx+b
m= lim f(x) = lim ln(e"+e‘) = lim 1n|ie"(1+e2")]
oo X 1 X x>0 X
im lne"+ln(1+e2’) = i —x+ln(l+ez“) _
X—»—00 X X—>—0 x
2x
= lim ==+ lim In(1+") B P
X=>=0 X X0 X —00

b= Xlirz;(f(x) +x) = Xlirg[ln(e’“r ex)+ x} =

= xli%[ln(e’” (1 + e“)) + x} =

Xli%%[ln(e"‘) +In(1+¢™) +x:| =

= lim [—x+ln(1+ez“)+xJ = lim ln(1+e2“):

- x>0
=In(1+0)=0

A reta de equagdo y =—x ¢ assintota ao grafico de f'em

—0 .

Em +oo:

f(x) = ln(eix‘*‘ ex) = 1n|:ex(e’zx+1)} =

=lne*+ ln(e’“+ 1) =x+ ln(e’z“+ 1)

i L) x+In(e?+1)

x40y

x40 X

—-2x
= lim X + lim Infe™+1)

X400 X0 X

=1+0=1

b= lim (f(x)=x)= lim [x+In(e?+1)-x]=

X—>+0

= lim ln(e’zx+ 1) = ln(O +1) =0

X400

A reta de equagdo y =x ¢ assintota ao grafico de fem +ow .

Logo, o grafico de f tem duas assintotas perpendiculares, as
retas de equagdes y=—x e ¥y =x dado que —1x1=-1.

—e '+e
- e "+e”
fl(x)=0o-c'+e'=0ce =" x=-xcx=0
X |- 0 +00
/! - 0 i
S N In2 /
Min.

f ¢ estritamente decrescente em ]—oo R O] ¢ estritamente
crescente em [O ,+ 00[ .

£(0)=In2 ¢ o minimo aabsoluto de /.

10.4. Atendendo a10.2. ¢ 10.3., D}, =[In2, +oc]
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4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

Logo, a equagéo f(x) =k ¢éimpossivel se e s6 se

ke, n2[.

1LL f(x)=In(e™—e"+1)-1
sz{xe]R:ezx—eX+1>0} =R
- +1>0 (e*)z—e“+1>0
a2 Y —y+1=0
Se yz—e,y -y+1>0. ‘\:1‘4\()
(CX) —e"+1>0,VxeR V2 —y+1>0,VyeR
112, lim /(x)= lim [In(e*~e"+1)-1]= In(0-0+1)-1
=-1
A reta de equacdo y =—1 ¢é uma assintota ao grafico de f°
em —o .

113, f(x)=In(e"—e"+1)-1 =In[e™ (1-e"+e™)]-1=
=ln(ez")+ln(1—e"‘+e'2")—l=
=2x—l+mn(l-c"+e™)

114. lim [ f(x)-(2x-1)]=

= lim [2x—1+ln(l—e"‘+e’“)—2x+l}:
=limIn(l-e“+e”)=In(1-0+0)=0
Logo, a reta de equagdio y =2x—1 ¢é uma assintota ao
graficode f em +oo .
2x _ x (2e =1
115, /' (x)=22=¢ _e(2e)

e —e'+1 e”-e'+1

f'(x)=0<:>2e*—1:0©e*=%®x:—ln2

x |- —In2 +00
A - 0 +
S N /

Min.

1 1
—In2)=In(e?"—e™*+1)=1 =ln| ———+1|-1=
f(~In2) n(e e ™ ) n[4 2+ )

3
=In (fj -1
4
f¢é estritamente decrescente em ]—oo ,— 1112] ¢ estritamente

crescente em [—1n2 , +00[ .

f(-2In2)= ln(%j —1 ¢é o minimo absoluto de /.

(462"—e")(ez"—e‘+l)—(2e2‘—e‘)(Zez‘—e‘)
(ez‘—e‘+1)2

de* —4e* +4e - +e¥ —e"—de +2e +2e —e™

(e —e" -9—1)z

11.6. f"(x)=

—e¥r4e_et € (—ez"-i— 4e*— 1)

(ez"—e"-i—l)z ) (e”—e"-&—l)z

[1(x)=0e () +4e -1=0o
. —4x16-4 . 4123
S =E— & e =
) 2
e =2-3ve =2+3
<:>x:1n(2—\/§)vx=ln(2+\/§)

126

Sejam x, =In(2-+3) ¢ x =In(2++3).

X —00 X, X, +00
f" - 0 + 0 -
f N v

P.IL P.IL

O grafico tem a concavidade voltada para baixo em

:|—oo , ln(Z —\/§)|: eem }ln(Z +\/§) s +oo[ e voltada
para cima em }ln(Z —\/E) , ln(2 +\/§)[ . Os pontos de

abcissas ln(2 - \/5) e ln(2 + \/3) sdo pontos de inflexdo.

12.

12.1.

12.2.

12.3.

13.

P'(t)=kP(t); P(t)=P(0)e"
P(0)=1000; P(5)=1335; P(r)=1000¢"
1000e™ =1335 < e* =1,335 < 5k=In(1,335) <

In(1,335)
ke =—"""" =k ~0,05779

P(t) — 100064),0577%
P(25)=1000¢""""* ~ 4241
a) P(1)=10" <1000e"*™ =10° <

0,05779¢

=10’ < 0,05779¢ =In10° <
~ 3In10
0,05779

119,532 min ~ 119 min 32 s
b) P(f)=2000< 1000e*" =2000 <> "™ =2

(o In2
0,05779

€

= ¢~119,532 min

= t~12 min

Seja Q(t) a quantidade, em gramas do composto X, ¢
minutos apds o inicio da reacdo.
Sabemos que Q' (1)=kQ(t). Entdo, O(1)= Ae" sendo 4
a quantidade inicial, em gramas, da substancia X.

1
0(10) =34c 0(15)=20

Q(IO):§A<:> e %A@e“”f %@

10k = 1nGj k= _1;1(53) & k=-0,1In(3)

Q(Z) _ Ae—0,1(1n3)r

—0,1(In3)x15 20
0(15)=20 & 4™ =0 d=—5s e
@A:%@A:;&@A:szo@
c
3 1
& A=3 %206 4=3x32x20 4=3/3x20 &

& A=603/3 = 4~103,9
A=60\3 g~103,9 g



4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

Avaliacio global

Pag. 190
1. A7 =2¢ 4" =8

A3":8<:>(A")3:8<:>A’:i/§<:>A":2

X

A7 =26 =20 4 =24

A’
A =24"=2x2=4
Resposta: (A)
2. f(r)=10"¢"
£(3)=8x10" 10" e* =8x10" <
o e :8<:>(e")3 =8 =B
sef=2ck=n2
f(r)=10""
f(O,S) ~10° e(lnz)xo,s ~14 140
Resposta: (C)
3.0 27 -8x27412=0 & (27) ~8x2 +12=0

8++/64—48
:f &

30 min=0,5h

= 2F 2'=2v2'=6&

ox=lvx=log,6 > x=1vx=log,(2x3) =

< x=1lvx=log,2+log,3<x=1vx=1+log,3

Sx=lvx=1+ loig3
log2
Resposta: (B)
2.\’ _ 2*.’(

2.7( 2*)(
4 W)= ()=

glom3 | g-log3 2 52

f(log2 3) - g(Z)

2 2
34l 4—l 3+%—4+%
2 2 2 -
P
___12__12__5
2 2 24
5
24
Resposta: (A)
ln(x2+l)
5. f(x)zi
1-[3*-2

D, ={xeR:x’+1>0A1-

3”—2\>0}

1—3"—2‘>0c> 3"—2‘<1<:> 3F-2>-1A3 -2<1<
S3>IAF B3 ex>0Ax<]le
<:>xe]0,l[

D, =10, 1

Resposta: (A)
6. f(x)=xe¥-1.
o f(x)=xerx(e) =etr2xet = e (2x+1)
((A) é verdadeira)
. f’(x)>0<:>(2x+1)>0<:>x>—%

((B) é verdadeira)

° lim f(x) = lim (xezx—l) = +00 ((C) é verdadeira)

X—>+0 X—>+0
(o0x0)

lim £(x) = lim (xe-1) = yli%rglw((—y)e'”—\{)ja\,:‘,
—— lim 2 —1= L i ZTy_ =
yot0 @2 2 yor+wo gy

X —>—00, Yy —>+
u=2y

> +00 = U —> +0

v

((D) € falsa)

Resposta: (D)

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.
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Psg. 191
1,25 1,25

8) M(0)=—2— -2
140,25x¢’ 1,25

1

1,25 ~1,07

b) M(
1,25
1+0,25¢7*
<1,25=1,2+1,2%x0,25x e < 0,3 =0,05

oot 2005 —0,4t:1n[lj oy ——inb
0.3 6 20,4

=1,2x1&

s

=t~4,4794 ©t~4h28min46s
Ao fimde 4 h 28 min 46 s
lim M (¢) = lim 1,25 = 1,23
10 =0 ] +0,25¢™ 1+0,25%0
Com o decorrer do tempo a massa da cultura de bactérias
tende a estabilizar em 1,25 g.

M(1)-M(0)
1-0
M(2)-M(1)
2-1
No intervalo [0, 1] a massa da cultura de bactérias cresce a

=1,25

tv.m, ~0,07 g/h

0.1~

tv.m, ~0,05 g/h

1,2 =

uma velocidade média de 0,07 g/h enquanto que no intervalo
[1, 2] a velocidade média de crescimento ¢ 0,05 g/h.
1,25 A
(1) :

- - A=1,25B=0,25
1+0,25¢"* 1+ Be"

k=-0,4

a4 Y -A(1+Be")  —A(kBe")
1+Be"‘j - (1+Be") - (1+Be") -
_ —kAB " _ 0,125¢7*

(1+Be")  (1+0,25¢°%)

, 0,5¢ %3
M (3=
(3) (1+0,25><e’°’4X3)

(o=

A=1,25;B=0,25k=-0,4
kAB =-0,125

~0,03

No instante # =3 a massa da cultura de bactérias cresce a
velocidade de 0,03 g/hora.

’

M(F) = _—kABe" _ A=1,258=0,25

(1+Bek’)2 k=-0,4

. (-kABe") (1+Be") ~(~kAB ek’)[(nBek’ )2}'

(1+Be"’)4



8.1.

8.2.

8.3.

9.1.

9.2.

4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

_ —k*4Be" (1+Be")’ ~2(~kABe")(1+ Be" )kBe" B
- (1+Bek‘)4 -

(1+Be")| K ABe" ~k*AB* () +24* AB* (") |

(1+Be"’ )4

K AB" +k* 4B’ () K ABE" (—1+Be")

(1+Be")’ (1+Be")
0,05670’4[ (0,25670’41—1) A=1,25;B=0,25;
_ k=04
(1+O,25e’°"“)3 K2AB=0,05

O sinal de M ” depende do sinal de (0,25 e 0 — 1) .

1
0,25¢*"-1<0e= e <«—o e <4

0,25
o 0,4<Ind o> 2%
C s N n4
A condigdo é universal em R porque : <0.

s

Logo, como V7 e RE , 0,25¢ % ~1<0 temos:

M"(t)<0,VteR; pelo que M (f) ¢ decrescente em R .

Assim, o valor méximo de M'(t) é M'(O) =0,08.

O crescimento foi maximo no instante ¢t =0 e foi de
0,08 g/h .

5
C= 6000[1+ l’Sj ~ 6463,70 €
100

> 7500 < 1,015" > 7500 P
6000

6000(1 LS
100
In(1,25)

5
<n>lo —leon>——=
g"”‘5[4) In(1,015)

Ao fim de 15 anos.

6000(1+ l’Sj =12000 < 1,05" =2 < n>log, ,s2 <
100 '
In2 ~
n> ~ 47 . Terdo de passar 47 anos.
In1,015
0
) 3x+2 -9 [5} . 32 (3X —1) X
lim = lim X =
x>0 ln(x+1) x>0 X ln(x+1)
In3"
P lim i X y=in(x+l)e
x—0 X ~H01n(x+1) sl =x+1le
xIn3 _ e'—1 ox=c'-1
=9xIn3xlim xlim = x—>0=y—0
=0 xIn3 0y )
el — u=xIn3
=9ln3><lin3 x1=9In3x1=9In3 | ,0—4 >0
u—! u

o (] —lxl S(X_l) u=2(x-1)
x—1 2()6—1) 5 aneS(X’l) 1 x—=>1=u—0
—21im - %~ % lim VV v=>5(x-1)
0y 5 vo0e’—] x—>1=v—-0
Coxix kL 2,1 2
. e-1 51 5
lim
vo0
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9.3.

10.

10.1.

10.2.

1 lim[iln(lfx)} = 1
. A0 3x _ _
lxliré(l—x)h—e —e3—$
Dado que:
li ! In(1 11' 11 1 v
m| —XxIn(l— = ——Ilim| —In(1- =
i) i1 -x) |- —§tim| Lin(1-)|
1 .. 1 y=In(1-x)
:_nglvlgé[e,v_lxyjz <:>C‘*1—‘A\'
S -—x=¢e’-1
:_1 #Z_lxlz_l x—>0=y—>0
3 .. e’-1 31 3
lim——
y—0 y
X 1
f() 2 ln\/;
D/:{xeR:x>0/\ln\/;¢O}

lnx/;:0<:>%lnx:0/\x>0<:>x:1

D=0, 1[Ut,+o]

A proposigao ¢ falsa.

Seja y =mx+b a assintota ao grafico de f, quando
X — +00 , caso exista.

f(x) (1 1 11 1
m= lim = lim|—- e
v x wow( 2 xlnafx ) 2 4w 2

b= lim (f(x)-mx)= lim (_1111/}}:0

X—>+0 X—>+0

1
A reta de equagdo y = Ex ¢ uma assintota ao grafico de /'

quando x — +00.
A proposicao ¢ verdadeira.

10.3 f(x)<2-f(62)—§_ L& 1 ¢ .,
’ 2 Ine? 2 e 2
A proposigao ¢ falsa.
, x 1Y 1|1
10.4. x)=|=- =——|—r =
) [2 ln\/;J 2 |1
1
:l— X x2:l+ 2 3
2 (Inx)” 2 x(Inx)
A proposicao ¢ verdadeira.
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11.1.

11.2.

x |- 0 +00
g + 0 -
g / 0 N

Max.
g ¢ estritamente crescente em ]—oo R O] ¢ estritamente

decrescente em [0 ,+00[.

Como g(0)=0, g(x)<0,VxeR\{0}.

e sfet] et ()
(1) (=1 (e-1)

O sinal de f(x) o sinal de g(x) em R\{0}.

/(%)=



4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

Como g(x) <0,VxeR\ {0} ,f ¢ estritamente decrescente

em ]—00 , 0[ eem ]0 , +00[ pelo que ndo tem extremos.

11.3. /¢ continua em R\ {0}

11.4.

12.1.

12.2.

Assintotas verticais:

. X

llmf(x) =lim =

x>0 x—0 ¥ —1 .
lim
x>0 x

O grafico de fndo tem assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais

Em +oo:

lim f(x) = lim

X—>+0 x40 @¥ ]

= lim =
x40 ¥ 1

X X
A reta de equacdo y =0 ¢éuma assintota ao grafico de f,

em +oo . Em —o0:y=mx+b

m= limM= limi=—1
x>0 x x> et —]

b=lim [ f(x)+x]= lim( 2

X0 xo-o| ¥ —1

y=—xSx=-y

=—1x(—1imlj:#=i:0
i

oty

A reta de equacdio y =—x ¢ uma assintota ao grafico de f
em —o .

Atendendo a 11.2.¢ 11.3., D} =10, 1[ U], +oq
fM)=1e f(1)=0
f(2)=2-3mn2

f’(x):a+blnx+bx+c

X
a+(b+c)inl=1

b+c _

S<a+blnl+ 0

2a+(2b+c)><ln2=2—3ln2

a=1

c=-1-b
(2b—1—b)ln2:—3ln2

RS
a=1 a=1
c=-1-bs{c=1
b—1=-3 b=-2
f(x)=x+(2x+1)Inx

a) lim f(x)= lim [x+(=2x+1)Inx |= =0+1x(—0)

osl+b+c=0
2+(2b+c)ln2:2—3ln2
Q{

= —00

(ro-0)
b) lim f(x) = lim [x +(—2x+1)lnx} =

X—>+0

= lim (x—2xlnx+1nx)=

X—>+00

. Inx
=lim{x(l—21nx+lnxﬂ= lim == =0
X—>+0 X

=+00x(1-0+0)=—0
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12.3. f’(x)=1+(—2)1nx+(—2x+1)l 1= 2lnx-2+1=
X X

=—1—21nx-!—l
X

11 2x+1
" :_2 S -
S"(x)==2x——— =

X

<0,VxeR"

f"(x)<0,¥xeR". Logo o gréfico da fungdo ftem a
concavidade voltada para baixo em todo o dominio.
124.2) f(x)=xox+(2x+])hx=x<o

<:>(—2x+1)lnx:O<:>
<:>(—2x+l=0vlnx=0)/\x>0<:>x=%vx=1
O grafico de f'interseta a reta de equagdo y =x nos

pontos de abcissas 1 el.
b) Atendendo a 12.3. ¢ 12.4.: x € :}0 , %[ UL, + o

13.1. Df.:{xeR:x;tO/\Z—l>0} =]—oo,0[u}%,+oo[

X
1
X —00 0 — +o0
2
2x—1 - - 0 +
X - 0 + +
2x-1 + - 0 +
X

13.2. f'¢ continua.
Assintotas verticais:

(0x)

limf(x):lim{xln(Z—lﬂ = v=2-lelooy
x>0 x>0 ’ ’

X X X
=X = I
= lim Iny= 2-)
yor0 ) —y X =0 = y—+o
Iny
0
TN L e R
,"%+°02—y V""+302_1 -1
y
lim f(x)= lim | xIn 2—l —1X1n0+——oo
14»1+ _14»1+ x _2 -
2 2

1 .
A reta de equagdo y = Py ¢ assintota vertical ao grafico de f.

Assintotas nfio verticais: y =mx+b

e Quando x —>—o0:

m= lim @ = lim ln[Z—lj =In2
X—>—0 X X—>—00 X
1
b= lim x)—xIn2|=lim|xln|2——|-xIn2 |=
i [£(2)- 2] = i 21w
(o
= lim [x(ln(Z—lj—anH = y=in(1-o0
X0 X ‘ |
1 (0x0) - 2x
= lim xln(l——j = ee—1o—t
X0 2x 2x

1 1 ST
=——lim|2xIn| 1-—||= o
2 x—>—o 2x x—>-0=y—>0
1 ( 1 j 11 11 1
=——1lim Xy |=—= =——X-=——
20 e¥—1 2. e'-1 2 1 2
lim
y—0 y



4.2. Derivadas e aplicacées de fungdes exponenciais e de funcoes logaritmicas

1
A reta de equagdo y = (ln 2)x —5 ¢ uma assintota do

grafico de fem -oo .
e Quando x — +o0

. fi(x . 1

m= lim - ( )= limIn| 2——|=1In2
X—>+0 X X—>+0 X

(tendo em contas os

calculos ja efetuados)

b=lim[ f(x)-xIn2]=

X400

({_1)
= Lim —2x1n(1—ij = e R b
2 x>+ 2x . | /

o -2x=—
e’ -1

_ Lo 1 1 -
__Exygg ey—lxy __5 X—>4+0=y—>0

1
A reta de equagdo y = (ln 2)x —3 também ¢ assintota

ao gréafico de fem +oo .
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3982506
(5+295¢° )

. —1500(=0,9%295¢ ™)
14.1. P (1)= s v =

0,9P(t)[1—P(t)]= 0,90 [1
300 5+295¢"

_ 1350 [ 1500+88 500e ' ~1500 |
5+295¢% 300(5 +295¢% )

1500

-0,9¢ -0,9¢
_ 1350x88500¢ _398250¢ =P'(z)

- 300(5+295¢°) - (5+295¢°" )
1500
14.2. a) P(O):T%eozs
P(1)-P(0) 12,0-5 _
-0 1
~ 7,0 individuos /semana
P(2)-P(1) 27,9-12,0
1 T
t.v.m[1 B 15,9 individuos/semana
1500

5+295¢7

b) tv.m

= 7,0

10.1

t.V.m[O,I]

t.v.m.[l,z] = 15,9

¢ P(t)=200< =200 <

1500

D05 09500 o T3 _ o o
200

295
i ~In(118)
0,19

In(118)
Se [— In(118) e e ey :L’
118

1
398250 % ——
(In(118 3375
p[In(118)) s __ 3375 g
I} 5625
5+295x——
118

Quando 200 individuos foram infetados a taxa de
crescimento era de 60 individuos/semana.

d) P'(t)>0,VteR".P(t) ¢estritamente crescente.

. . 1500 1500
lim = lim o7 = =
(0 10 54 205e™ 5+295x0
O ntimero maximo de individuos infetados tende a

aproximar-se de 300.

~300(5 +29Se°’9’)] -

130

14.3.

14.4.

15.

16.1.

16.2.

16.3.

! !

398 250 —0,9¢ A kt A=398250;
P"(t): 9 c = ° = B=295

(54295 ) (5+Bet) k=09

(e (s Bet) - (4 (545 |

(5+Be")

- kAe" (5+Bek’)2 —2(Ae"’)(5+Bek’)kBe"’ -
B (5+B¢e") B

(5 + Be" )(SkA e+ kAB e - 2kAB & )
(5+Be")

—kAek (Bek‘—S) A4=398250;

= —> = |B=295
(5+Bek‘) k=-0,9

kA =-358425

_ 5k4 e —k4ABe*M
(5+Bet)

_ 358425¢ (295 e~ 5)
- (5+295¢ )

P'(1)=0:295¢""-5=0 ™' =—
295
1
cec=—c ©-09%=-In(59) o= In59
59 0,9
In59
L 0 0.9 +00
P + 0 -
P / 0 N\
Max.
1500
P(1n59j_ 1500 ___ 150
0.9 5 2956 09 5+295x—
59
Quando a taxa de crescimento foi maxima, foram
infetados 150 individuos.
0| 4,53 r
10Y
3000x| 1+ 100 =3630; 4000—-3630=370
O investidor ndo recuperou porque perdeu 370 €.
T(t)=24+A4" < Ae™ =T(1)-24
"=T(r)-24

T'(t)=—kde™ & T'(t)=—k(T-24)  Ae
T(0)=80;T(r)=24+4"

80=24+ Ac’ < 4=80-24 < A=56
T(12)=60;T(t)=24+56¢™

60=24+56e" <e ' =% < -12k= ln(%j =k ~0,0368

T(1)=30 < 244566 "% =30 & ¢ 0% = %
3 In [%)
< —0,0368¢ = ln(ﬁj St = 0.0368 =1~=60,7

Terdo de decorrer 61 min, aproximadamente.



