3

Trigonometria

Atividade de diagnéstico

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

Pig. 62

D, =R
Seja P o periodo fundamental da funcéo f.
Se xUD, ,entdo x+PUOD,.

OxOD,, f(x+P)=f(x) =
- DxDD,.,2sin(x+P—3j:2sin(x—Ej -
: 6 6
= [IxDDf.,sin(x—E+Pj:sin(x—Ej
: 6 6

Como 27 é o periodo fundamental da fung@o seno,

P =2m . Logo, o periodo fundamental de f¢é igual a 2m.

D, =R. Seja P o periodo fundamental da fungdo f.
Se xDDf , entao x+PDDf .
OxOR, 1+cos(7r+2(x+P)) =1+cos(7r+2x) =
= OxOR, cos(n +2x+ 2P) = cos(n + 2x)
Como 2m é o periodo fundamental da fungdo cosseno,
2P=2m,peloque P=m.
Logo, o periodo fundamental de f¢é igual a « .
D, =R
Seja P o periodo fundamental da funcéo f.
Se xUD, ,entdo x+PUOD,.
OxOR, f(x+P)=f(x) =
= OxOR, sin (3x + 3P) =sin (3x)
Como 27 é o periodo fundamental da fung@o seno,

2

3P=2P , peloque P= 3

Logo, o periodo fundamental de f ¢ igual a 2?” .
D, =R

Seja P o periodo fundamental da func@o f.

Se xDDf , entao x+PDDf .

+
OxOR, cos(x P

2
= OxOR, cos XX =cos X
2 2 2

Como 27 € o periodo fundamental da fung¢do cosseno,

§:2n,peloque P=4m.
Logo, o periodo fundamental de /¢ igual a 47w.
D, =R\{x:4x-2=" 4, k0Z} =

! 372

=R\ x:x=5—n+g,kDZ
24 4

Seja P o periodo fundamental da fungdo f.
Se xDDf , entdo x+PDDf , sendo

Ox0D, tan| 4(x+ P) =2 | = tan| 4x -2

/ 3 3
Como n € o periodo fundamental da funcéo tangente,
T

4P =m, pelo que P:Z

Logo, o periodo fundamental de f ¢ igual a g
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1.6.

3.1.

3.2.

3.3.

D, =R\{x:x=3§+3k7r,kDZ}

Seja P o periodo fundamental da funcéo f.
Se xUD, ,entdo x+PUD,, sendo

OxOD,, tan(—)ﬁpj:tan[fj -
3 3
= DxDDf,tan(£+£j=tan(£j
3 3 3

Como n € o perfodo fundamental da funcdo tangente,

§=n,peloque P=3m.

Logo, o periodo fundamental de fé igual a 3m.

D, =R. Seja P o periodo fundamental da fungzo f.

Se xUD, ,entdo x+PUOD,.

OxO Df,cos(a(x + P)) = cos(ax) =

= Ox0O Df, cos(ax + aP) = cos(ax)

Como 2m € o periodo fundamental da fungo cosseno,

‘a‘ P =2m, pois o periodo de uma funcéo é positivo.

‘a‘ P=2n = P= E
o

Logo, o periodo da funcdo f definida por f (x) =cos (ax) ,

az0é PO:E
a

D/. =R.Se xO D,, 2x—g[IDf . Assim, tem-se:
—13sin(2x—5jsl - —1S—sin(2x—£jsl -
2 2
. T
- 1—1S1—s1n[2x—5JS1+1 -

- Osl—sin(Zx—ngZ

Logo, D} = [0 s 2]
Seja P o periodo fundamental de f.
Se xR, entdo x+PUR.

f(x+P)=f(x) =
- 1—sin[2(x+P)—§j=1—sin(2x—gj -

= sin(2x—E +2Pj = sin(Zx—Ej
2 2

Como o periodo fundamental da fungdo seno é 2m,

2P=2n < P=m. Logo, o periodo fundamental de /¢ = .

a) Como o maximo de f¢€ 2, tem-se:

f(x)=2- 1—sin(2x—§j =2

- —sin(Zx—Ej =1 o sin(Zx—Ej =1 o
2 2
= sin(Zx—E :sin(—ﬁj o
6 2

e 2x-2=T ok k07 -
27 2

= 2x=2kn,k0Z = x=kn,kOZ



A expressdo geral dos maximizantes de f¢é
x=kn, kOZ.

b) Como o minimo de f¢é 0 tem-se:

T

f(x) =le 1—sin(2x—5]=0 -

Formulas trigonométricas e derivadas

1
2+sin[5—nJ 2+— 3
6 2

Logo, a funcdo fnéo é impar.

. (5m 1
—1=2sin| 22| _1ooxl
_f[s—“J_ Sm(6j_ 1=2x5 4

- -

8

—sin[2x—£] =-1 -

2

sin(Zx—Ej =sin(£j =
2 2

e 2x-2 =242k k07 -
27 2

8

o 2x=n+2kn, kOZ =

e x=L sk k07
2

6.2.

A expressao geral dos minimizantes de fé

x=§+kn,k[IZ.

TE

c) f(x)=0 = 1—sin[2x—5j=0 -

Equacao resolvida em 3.3.b)

- x:§+kn,kmz

A expressdo geral dos zeros de fé x = g +kn, kOZ .

4.1. 2sinx+sin*x=0 sinx(2+sinx)=0 -
=sinx=00sinx=-2 = x=kn, kOZ
4.2.

sinzx—%sinx+%=0 = 2sin*x=3sinx+1=0 =

- sinx:leinx:% - sianIDsinx:sin(gj

- x:§+2knmx:g+2knDx:%"+2kn,kuz

1—231n(x+7£)

2+sinx
1 . . (m

1 = = + = — | =

sin (x + ) > sm(x n) sm(6)

x+n:g+2knmx+n:%”+2kn,kmz -

f(x)=0 =0 = 1-2sin(x+n)=0 =

0

]

e x= 42k Ox =  — pedkn k07
6 6
- x:—%[+2knl]x=—%+2kn,kDZ -

- x=—g+2kn[|x=%+2kn,kDZ

52. D,=R. OxOR,-x0OR

): 1—2sin(—x+n) _ 1-2sinx

f(—x 2+sin(—x)

2-sinx

f(x)= _1—2sin(x+7:) _ _1+2sinx _ —-1-2sinx
2+sinx 2 +sinx 2 +sinx

Logo, kOR: f(—x) Z —_f(x) , como, por exemplo:

1—2sin(%“)_1_2xl

5 5 _1-1
- | = = =——=0
f( 6J 2 —sin om 2—l 3
2 2
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6.1.

6.3.

7.1.

Pag. 63

Seja xUR.
—ISCos(3x)S1 = —1< —cos(3x)£1 -

= I-1<l-cos(3x)<1+1 =

- Osl—cos(3x)s2
Logo, D»', 2[0 s 2] .
D, =R. Seja P o periodo fundamental de f.
kOD,, x+POD,
f(x+P)=f(x) = 1—c05(3(x+P))=1—cos(3x) -

- cos(3x+3P) =cos(3x)

Como o perfodo fundamental da fungdo cosseno é 27,

3P=21 = P:%T.

Logo, o periodo fundamental de f'é 2?75 .
a) Como o maximo de fé 2, tem-se:
f(x) =2 e 1—cos(3x) =2 =
= —cos(3x) =1 e cos(3x) =-1e
o 3x=n+2kn, kOZ =

- x:5+%,kmz

A expressdo geral dos maximizantes de f¢é
=t 2 0z
3 3
b) Como o minimo de f¢é 0, tem-se:
f(x) =0 = 1—c0s(3x) =0 = cos(3x) =l

= 3x=2kn, kUZ - x=23ﬂ,kDZ

A expressdo geral dos zeros de fé x = % kOZ .

¢) A expressdo geral dos zeros de f ¢ igual a expressdo
geral dos minimizantes de f; pois é também o

conjunto-solucdo da equagio f (x) =0.

A expressdo geral dos zeros de fé x = %, kOZ .

cos2x+cosx=()[|x|][0,2n] =
o cosx(cosx+1)=0[|x[|[0,2n] =
< (cosx=00cosx+1=0)0x0[0, 2] =

o (cosx=0|]cosx=—1) [Ix[I[O,Zn] =

= x=EDx=—Dx=n
2

§=1% 2. 2"
2 2



Formulas trigonométricas e derivadas

9.2. Se P, o periodo fundamental de f. Tem-se:

7.2. sinx=cos(2x) = cos(g—xj=cos(2x) DxD[O,Zn] =
2 EIxI:IDf,x+R)|]Df

c»(g—x=2x+2kn|]§—x=—2x+2kn,kDZjD fx+R)=f(x) =
b b
P + —-—— |+]= —— |+] o
DXD[O’ZT[]Q tan(x F, 4) 1 tan(x 4) 1
b b
- [—3x:—§+2kn|]x:—§+2kn,kDZJDxD[O,Zn] - tan(x_L,POj:m(x_Ej
4 4
- ( E_'_%D E_'_an_’ kDZ)DxD[O,Zn’] Como o periodo fundamental da funcéo tangente é = ,
F=m.
_ x=£Dx=5—an=3—n Logo, o periodo fundamental de /€ = .
6 2 b s
-{E 5t 3£} 93. f(x)=0-< tan(x—zj+l—0 - tan(x—zj——l -
ot (ol 3=
. . e tan| x—— |=tan| —— | e x——=—-—+kn, k0Z =
/\':():.\':(7:.\':—7<() 4 4 4 4
PO S0 SO SO o x=2kn0x=n+2kn, k0Z » x=kn, kOZ
e 3 6T 2 T2 A expressio geral dos zeros de fé x =kn, kOZ .
P Y T e L PRL L LA B P
6 3 6 2 2 9.4. sin[x+—j=cosx
- 2
k=3 *?+2n>’n
) 3n
2 x—n)=10x0|n,—| =
/c:—l:,\':E—_—:[:—n<() f( ) :l 2|:

6 3

81 D,=R. OxOR,-x0OR

8

tan(x—n—gj+l=1|]x|]}t,3—n[ =
4 2
tan [x j ODxD}n,a‘;[«:

= km, kDZDxD}n 3;[

f(—x) =1 —cos(—2><(—x) +37£) =1—cos(2x +3n)

8

=1—cos(—(2x+3n))=1—c0s(—2x—3n)=
=1—cos(—2x—3n+6n)=1—cos(—2x+3n)=f(x) K
Como DxEI]R,—xD]RDf(—x):f(x),entéoféuma 4
b

fungdo par.

8.2. sin(2x,) :% Ox, [I[O : ﬂ

II

II

=—+kn, kU0Z0Ox0 |n, 3 - x=—
4 2

Assim:
() =1=cos( 25, +30) - {42 conc=eo )
=1 —cos(—2x0 +n) =1+cos (2x0) 2 4
Como sin (2x, ):é e sin2(2x )+cosz(2x )=1 tem-se: COS(TH'EJZ_COS(E =_£
0) =75 0 o) =1 ' 4 4 2
2 T T Sn
k=0:x=— s k=1 x=—+n=—03.°Q
(Ej +cosz(2x0):l«:cosz(Zxo):l—i«: asysms LT <
5 25 I
k=2: x==+21>>=
_16 4 2
= COS (2x0)——5
10.1. tan(3x)—tan(7j = 3x—7+kn kOZ =
Como xo[l[O } - ZxOI:Jl:O g},cos (Z)CO)—i .
o > - %+?" k0Z
Assim f(xo):1+cos(2x0):1+g:g.
10.2. \/§+tan(2x—§j=0 = tan(Zx—§j=—\/§ =
9.1. Df:{xDR:x—E¢E+kn,kDZ}
= tan(2x—§j=tan(—§j =
:{xDR:x¢§+§+kn,k[|Z}:
- 2x—§=—§+k¢c,kDZ -
:{xDR x¢—+k7c kDZ} p.
= 2x=kn, kOZ = x=7,kDZ
3n
D, = \{x x:Z"'k’T kDZ} 10.3. tan’x=tanx < tan’x—tanx =0 <

= tanx(tanx—1)=0 = tanx=00tanx =1 =

Se xD, , entdo x—EDDf.Logo,como .
4 o x=knOx==+kn, kOZ

D, =R,D| =R. 4

42



Atividade inicial

1.

2.1.

2.2.

Pag. 64
a=2:f(x)=2cos(bx+c)+d

a=l: f(x)=%cos(bx+c)+d

[\

b:2:f(x):acos(2x+c)+d

b=—

2:f(x) :acos(%x+cj+d

s a3z 03]

et e o2
f os(bX+C)_2

acos(bx + c) +2

U
1
S}
~ -
—
=
~
1

Translacdo de vetor

a 3
b

Translacdo de vetor

"3 (5]
2 b’
_ Translacdo de vetor
b=2 ©.2)
b= l Translacdo de vetor
2 0,-2)

Contracao horizontal
c=2 de coeficiente %
c==2 Dilatacao horizontal

- de coeficiente 2

Contracao vertical de
d=-2 coeficiente %
d=2 Dilatacéo vertical de

coeficiente 2
2 x+m 2 1
X)=—cos +4=—cos|—(x+m)|+4
£0) = 3o 58 = 2eos| S )|

O gréfico de fobtém-se do grafico de g por uma contracio

. . 2 . . .
vertical de coeficiente 3 seguida de uma dilatagdo

horizontal de coeficiente 2 e de uma translacdo de vetor
(-m.4)

Seja xR

+
—-1<cosx<1 = —IScos(xznjsl =

+
=gx(—1)sgcos rr sgxla
3 3 2 3

- —g+4szcos xrm +4Sg+4=
3 3 2 3

10 14

e —< <—

35 /(0)=3

Logo, D [10 s 14} .
3 3

Como o periodo fundamental da fungo cosseno é 2,
P, =2x2n =4n, pois obteve-se de g por uma dilatacdo
horizontal de coeficiente 2.

Logo, o periodo fundamental de fé F, =4x.
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Formulas trigonométricas e derivadas

Pag. 67

1.1. f(x)ZZCosx+2\/§sinx: 4(;cosx+fsinxJ:
=4[sin£cosx+cosﬁsinxj = 4sin(x+gj
6 6 6
1.2. f(x)=x/5cosx+\/§sinx= Z(chosx+\/fsinx]:
=2 sinEcosx+cosEsinx = ZSin(x+Ej
4 4 4
_cosx _sinx _
1.3. x =
B3
1 333 33
- Y _sinx|= - =23
3( NG j NERNENE R
2 f 1
= — osx—fsmx =
)
cosfcosx sin—sinx |= —cos| x+—
3 6 6 3 6
. 1 . 1
1.4. f(x)=s1nx—c0sx=\/§ —=SInX——=Co0sX | =
V2 V2
7 7 1.2
=2 —zsinx——zcosx = V2 222
2 2
=\/§(sinﬁsinx—cos£sinxj=
4 4
=2 (cosfcosx smEsmxj
4 4
:\/5 —cos(x+£j :\/Ecos(x+g+nj=
4 4
2 COS(.X + Sij (Por exemplo)
4
Pag. 68

2.1.

2.2.

=

. T T .
sin—cosx + cos—sinx = —
7 7

. T . T
< Sin| x+— |[=sm| — | «
[5)7 ()

N | =

- x+£:—£+2kﬂ:Dx+£=ﬂ:+£+2kﬂ:,kDZ <
7 6 7 6

o x==E ot Ox =By g, kOZ
6 7 6 7

- = — Bl+zk Ox 43J+2kn,kEIZ
42 42

\/Esinx+\/§cosx=1 = 2(\/25sinx+\/2§cost=1 =

= 2 cosEsinx+sinEcosx =1 = 2sin x+E =1le
4 4 4

. T 1 . (=
< sSinf x+— [=— < sin| x+ =sin| — |
( 4) 2 ( 4] (6j

- x+£:£+2k7‘[[|x+£= —£+2kﬂ:,kDZ‘=~
4 6 4 6

- X:E_E+2kngx:5i—£+2kn,kDZ <
6 4 6 4

- x —1+2kan=7i+2kTE,kDZ
12 12



2.3.

24.

2

1 3.
cosx+ 3sinx=—\/§ - Ecosx+7smx:—— =

7'[ . T,
iad COSECOSX‘FSIH*SIHJC:—? iad

7'[ 7'[
< COS| X—— [=COS| T—— | <
( 3] ( 4]

T T b
= x=—=ng——+2kndx——

=g+ 24 2, kOZ o
3 4 3 4

e = T ok Ox= =+ T 2k kD7
4 3 4 3

- x=13—n+2kn[|x=—5—n+2kn,k[lZ
12 12

3 1.
J3cosx—sinx=0 o 7cosx—asmx=0 =

T .M. T _
= Cosgcosx—mngsmx:O = COS(X"'EJ—O A

e x+ 2= k02 » x=E-Thin k07 -
6 2 2 6

- x:%ﬂlm,kuz - x=§+lm,k[|Z

3.1.

3.2.

Pég. 69

cos(2x) +3cosx==2 = cos’x—sin’ x+3cosx=-2 <
= cos’x—1+cos’x+3cosx+2=0 <

-3+4/9-8
o 2cos’x+3cosx+1=0 < cosx=—————

-3+1
3 = cosx=-10cosx=~-

=

<= COSX =
T
= cosx =—10cosx =cos(n—§j =
= x=n+2kn|]x=n—§+2knl]
T
Ox=-n+—+2kn, kOZ -

- x=n+2knDx=—n+2kan=—2?n+2kn,k[lZ

_ 27 2n 4n
Cx=pAZn >2nix= - +21>25 x=—-—+2n=
3 3

Em [0,27:] : S:{z—;,n,?}
sin(4x) +c0s(2x) =0 - sin(2><2x) +cos(2x) =0 -
- 2sin(2x)cos(2x)+cos(2x) =0 =
- cos(2x)(2sin(2x)+1) =0 -
< cos(2x)=002sin(2x)+1=0 =

Py
3

o

= cos(Zx) =0 [Isin(Zx) =-

N | =

= cos(2x) =00sin(2x) =sin(—gj -
o 2x=E v im02x=-2 4+ 2kn O
2 6
D2x:n+g+2k7r,kEIZ -

= e T 0x ="k kD2
4 2 12
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4.1.

4.2.

Em

Formulas trigonométricas e derivadas

/\:():\—E \:E:\:—i

4 12 12

T, T _ 33 7 19
k=l:x=—+== ;\:XZ+,—[:

4 2 4 2 2

Tom m n Sn
k=-l:x=———=——;x=—-n=——"F

4 2 4 12 12
k=-2 \:E*H:*\

4 4

»
»
Q
Q
Z)
—
N
=
~
1
2.
=
[
|
=
Ne—
i

4
 cos(2x) = cos(g —G —XD -

cos(Zx) = cos(% + x] =

i

- 2x:%+x+2kn|]2x=—%-x+2kﬂ,kDZ -

- x=§+2knD3x=—%+2kn,kDZ -

n  2kn

e x=242kn0x=-2+22 k0Z
4 12 3

k=2ix=—t 4 TN O
12 3 12 4
k=3:x=—T 4 op =20
12 12
2 9 3
k=-l:x=2-op=-"T. =T _SM__ON__°T
4 4 12 3 12 4

3n n nm 7n St 23=m
[—n,2n]: S=q-——, - =, - —,—,—
4 12 4 12 4 12

cosx+2005%—3=0 =

X . ,X X
= Coszf—sm2§+20055—3=0 =

/ )
cos X :cm‘ 2x— ‘
2 )

= C0S2£—1+COSZ£+ZCOS£—3:0 =
2 2 2

= 20052§+2005£—4=0 <

_ x _—2%6
= C0S—=————— & Ccos== -
2 4 2 4
o cosE==20cosE =1 o i:2krc,kEIZ =

2 2 2

= x=4kn, kOZ

i\

. 1.
sin x ++/3cos x =\/§ = —SINX+—CoOSxX=— <
2 2 2

T . . T 2
= COS—sinx+sin—cosx=— <
3 3 2

. T (T
sin| x+— |=sin| — | <
( 3] (4j

i

e xtE =t ok Ox+ = -T2k k07 -
34 3 4

= ok O = E s 2k kD7
4 3 4 3

]

vz ok Ox=2F + 2k, kO Z
12 12



Formulas trigonométricas e derivadas

4.3. cos(2x)=sinx = cos’x—sin’x =sinx = x 1+ cosx
X s Logo, cos| = |=*,|————
= I=sin’x-sinx—sinx=0 = 2 2

: - inxz EVIFS 2sin xcos x
= =2sin®x=sinx+1=0 = sinx=——— & sin(2x) 2sin xcos x cos? x
-4 7.1. tan(2x)= = —— = -
143 1 cos(Zx) cos"x—sin“x  cos x—sin"x
e sinx=——= & sinx=—1Dsinx=5a cos? x
oL N 2xsinx
sin x = -1 0sin x =sin _ cosx — 2tan x
. 2 2
sinx I-tan” x
o x= T ok D= 2k D = 2% 4 2k, k O Z 1-(—)
2 6 6 cosx
. . 2 i - i —si
4.4. s1n(4x)cosx—s1nxcos(4x) :—£ - 7.2. tan(x— ): s1n(x y) — S XCOSy 7SN yCosx _
2 cos(x—y) cosxcos y +sinxsin y
- sin(4x—x) :Sin(_ﬁj - sin xcos y —sin ycos x sinxcosy _ sin ycosx
4 _ COS XCOS y _ COSXCOSY COSXCOSYy
o 3x=-"42kn [IszS—n+2kn,kEIZ - cosxcosy+sinxsiny cosxcosy + sin x 9 sin y
4 4 COS XCOS Yy COSXCOSY COSX COSY
@x=_£+&5x:51+@,kmz tan x —tan y
12 3 12 3 :17
. . +
4.5. sinx+sin(2x)=0 = sinx+2sinxcosx=0 < tanxtan y
< sinx(1+2cosx)=0 = sinx=001+2cosx=0 _
Pag. 72
= sinx=0[|cosx=—l = . [9) .
2 . sm(Sx) o) s1n(5x) y=5x
. . 8.1. lim =5lim = Sex -0,y -0
c»x=k7tDx=n—§+2kn[lx=—n+§+2kn,kDZc» w0x *=0 Sx ’
2 2n =5xlim>2 =5x]1=5
= x=kn[|x=?+2kan=—?+2kn,k[IZ y=0 y
[Oj sin(Zx)
4 tan (2x) o cos(2x sin(2x
,  Pig. 70 8.2. lim ) =lim (24) =lim (29
5.1. cos(3x)=cos(2x+x)=cos(2x)cosx—s1n(2x)s1nx= x-0 x x=0 X hﬂxxcos(2x)
= (0032 x—sin® x)cosx —2sinxcosxsin x = 1 sin (2x) y=2x
=2lim X1lim = Sex -0,y-0
=cos’ x —sin’ xcos x — 2sin® xcos x = *=0cos(2x) =0 2x
=cos’ x—3sin’ xcosx = .
. . =2x——xlim>2Y =2 x1x1=2
=cos’x—3(1—cos‘x)cosx= cosQ »-0 vy
=cos’ x—3cosx +3cos’ x =4cos’ x —3cos x o sin(3x)
5.2. cos(x+y)+cos(x-y)= . tan(3x) [5] . cos(3x) sin (3x)

L . 8.3. lim— = lim— =lim L=
=cosxcos y —sinxsin y +cosxcos y +sinxsin y = *=0 sinx -0 sinx  *-0cos(3x)sinx
=2c08XCoS y ' ] . sin(3x)

1+sin(2x) _ 1+2sinxcosx =lim xlim — =
5.3. = = x=0cos(3x) -0 sinx
cos(2x)  cos’x—sin’ x
. s ) . sin(3x) x
_sin"x+cos” x+2sin xcosx _ =1x3lim| ———=x——|=
= 2 ) = x=0 3x sin x
cos” x—sin” x
(cosx+sin)c)2 _cosx+sinx :3xlim78m(3x)xlim .1 =
(cosx—sinx)(cosx+sinx) cosx —sinx =0 3x r-osmnx
X
6. cosx=cos[2xgj = cosx=coszg—sin2§ = =30 sin(3x) xl _ y=3x
- XIPS 3x I_ Sex-0,y-0
cosx—coszi— l—cosZE i
2 =31im Y x1 =3x1=3
y=0y
) X 2 X 2 X
= COSX=cos " ——1+cos"— = l+cosx=2cos"— = [9]
2 2 2 s4. i sin(a’x) S G SiH(O’X) _ y=ax
) X ,x _l+cosx 4. lim——= = —xlim——==
- 2cos‘a=1+cosx - Cos‘7=T - =0 fBx L -0 ax Sex 50,y -0

i

_a_. siny_a_._«a
X 1+cosx == xlim—<=—=—x]=—
COSEZi e B -0y B B
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[gj sin(ax)
. tan(a’x) 0) cos(a’x) . sin(a’x)
8.5. lim =lim =lim =
¥=0  Bx -0 Bx xaﬂﬁxcos(a’x)
him— L @ g sin(ax)
hocos(ax) L 0 ax
:lxgxlimw:gxlzg
ooy B B
. sin(n+x)[%j. -sinx _ 1. sinx_ 1 1
8.6. lim = lim = ——lim =——X]l=-=
%0 2x x=0 2x 2x-0 x 2 2
s
cos(f + 2xj (g) . .
—sin(2 sin(2x
87. lim—2 iy 70 08) 2 50 (2)
X0 3x x=0 3x 3 =0 2x
=2 Sy o 2,22
3y-0 y 3 3
sin(4x
8.8. lim Lxsin(4x) =2nxlim¥:
x=0| 2x x=0 4y
_ . siny _ _ y=4x
—21t><£1£r§—y =2nX1=2n Sex -0,y -0
(wx0) sin —
89. lim (fsinﬁj = lim| 2xZx—X |=
X = +00 X X - 400 3 X E ~
X LA
Sex - 40,y -0
sin— T siny _m T
== lim X ="x1 J_ X]l==
Zato T 3 300y 3
X
Pag. 73
(Qj cos(E+yj n n
0 )= X—— o X=—+ 7y
810 im0 C = fim— 2 2= TR TR
XQEZX_TE 'H 2(E+y)—ﬂ: Sexﬂg.YHO
2
=fim—oY = LSy oLy L
y-Om+2y-m 2 ye0y 2 2
. @) .
. cosx+s1n(2x)° . cosx+2sinxcosx
8.11. lim = lim 5 —— =
L 1+cos(2x) .5 1+cos”x—sin" x
2 2
. cosx(l+2sinx) cosx(l+2sinx)
= lim 2 2 um 2 =
i l+cos"x—l+cos"x = 2cos” x
2 2
_ .. 1+2sinx _ 1+2x1 _ 3
=lim——= ———="—=+4m
_n 2cosx 2x0"  0°
2
[9) 1-sinx
.1t o,
8.12. lim——— = lim— 0% =
Xafcos(Zx) x.TCos” x—sin” x
4 4
CcoSX —sinx
lim COS X -
Xﬂl(cosx—sinx)(cosx+sinx)
4
. coSx —sinx
=lim - - =
Xaﬁcosx(cosx—smx)(cosx+smx)
4
. 1 1
=lim - = =
,chosx(cosx+smx) n( T .nj
4 COsS—| cos— +sin—
4
_ 1 _ 1 1 -
= = 5=
V2(V2 2} N2 52
21 2 2 2 2
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9.1.

9.2

Pag. 74
Sabe-se que toda a func¢do polinomial é continuaem R,
assim como a fungio cosseno. Assim, para x<0 e x>0,
f¢é continua por ser definida pela composta, soma e
quociente de fun¢des continuas.

No ponto x =0, tem-se:

(l—cosx)(1+cosx) _

l—cosx(gj |

}irglf(x):}li%l x - x(1+cosx) -
— lim 1-cos® x - lim sin’ x _
xﬂo’x(1+cosx) xﬂﬂ’x(l+cosx)
= Jim S0 s gim 10X =15 O
=07 x  x-0"l+cosx 2

. . x+sin(m)_w_ _

fim £ (x) = lim == =7 =0=7(0)

Assim, lim f(x) =0.
x-0"
Como existe lirr(}f(x) , f€ continua no ponto 0.

Conclui-se que fé continuaem R.

Ja vimos que fé continua em R pelo que o seu gréfico
ndo admite qualquer assintota vertical.

Vamos averiguar a existéncia de assintotas ndo verticais:

(y=mx+b)

Quando x - +o :

X +sin (nx)
. filx . + x +sin(mx
m = lim ()th x+l = ( ):
X = +oo X X = +oo X X o +00 X(X+1)
. . sin(mx) o1 _sin(nx)
= lim + lim = lim ——+ lim ——+
1~+°°x(x+1) 'V~+°°x(x+1) xoto p] xoto xSy
. . 1
=0+ lim Sln(TDC)X 5 =0
X 4o X +x
atendendo a que [xOR,-1< sill(n\) <1 e lim — =0 (produto de
Yot T+ x
uma funcdo limitada por uma fun¢do de limite nulo).
. .ox+ sin(nx)
b=lim f(x)= lim ———==
X = +o0 X = +00 X +1
. X . .
= lim ——+ lim Sln(TDC)X =1+0=1
Xt x4 1 X = +00 x+ 1

. . . 1
atendendo, novamente, a que [Ix[R, -1 S\m(rc\) <1l e lim 1 =0
oy +

X
(produto de uma funcdo limitada por uma func¢do de limite nulo).

A reta de equagdo y =1 é uma assintota ao grafico de f
para x - +oo .

Parax - - :

1-cosx
) . 1
m= lim ( )= lim —*— = lim [(l—cosx)—z}=0
X - =00 X X - —00 X X =00 X
. 2
dado que xOR™,0<1-cosx<2,e lim— =0 ( produto de uma fungio
-
limitada por uma funcdo de limite nulo).
. . l-cosx . 1_
b=1lim f(x)=lim ——= = lim | (1-cosx)—|=0
X — —00 X — =00 X X ——00 x

(produto de uma funcéo limitada por uma fun¢do de limite nulo)

A reta de equagdo y =0 ¢é uma assintota ao grafico de f
para x - -oo .

Logo, o grafico de ftem duas assintotas.
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13 '
9.3. fécontinua em R e, portanto, é continua em [7,7] 10.10. f'(x)Z[ 1 J:
22 1+cosx
1, . n 1 , '
(1) _ 5 sy 5"'1 _I'x(1+cosx)=1x(1+cosx) _
f[gj— 1 1 =1 (1+cosx)2
—+1 —+1
2 2 0—(—sinx) _ sinx
§+sin3—n E—1 1 (1+cosx)2 (1+cosx)2
f(é}z 2.2 _2_1
2)7 3, 3, 5 s CsinxY
2+1 2+1 5 10.11. f'(x)=(2 smxj _
cosx
3 3 13 3) 1 1 ) '
Como ¢ continua em 55 e f E <§<f E , pelo _ (2—sinx) cosx—(Z—sinx)(cosx) _

COS2 X

= 1 .
Teorema de Bolzano-Cauchy a equacdo f (x) = 5 admite, _ —cosxcosx —(2-sinx)(~sinx) _

cos’ x

. 1
pelo menos, uma solucdo no intervalo | —,—|. 2 . 22
2’2 _ —cos"x+2sinx—sin” x _

cos’ x
Pig. 76 ~ ZSinx—(coszx+sin2x) _ 2sinx—1

10.1. f'(x) = (sin(-2x+1)) =(-2x+1) cos(-2x+1) = cos’x cos’x

= —2cos(—2x +1) 10.12.  f (x) - (1 cos.x j _

—sinx

10.2. f'(x)= (x2 —sin(2x)) = (xz) = (2x) cos(2x) = (cosx)l (1-sinx) —cosx(l—sinx)'

=2x-2cos(2x) - (1-sin x)z -
10.3. f'(x)= (x2 sin x)’ = ()c2 )’ sinx + x* (sinx) = - —sin x(1 —sin x) — cos x(~cos x) =

. 2
=2xsinx + x’ cos x (1=sinv)
, L, ' ) . . _ —sinx+sin*x+cos’x _ 1-sinx _ 1

104. f (x)=(331n (x+2)) =3><231n(x+2)><(sm(x+2)) = - (1—sinx)2 - (l—sinx)z "1 —sinx

=6sin(x+2)><(x+2)cos(x+2): . , 1'(cosx—1)—1><(cosx—1)l

=6sin(x+2)cos(x+2) = 1013 f (x):(cosx-lj ) (cosx—1)° i

=3x2sin (x +2)cos(x +2) = 3sin (2x +4) sinx

' ' TN\

105, f'(x)=(3sin(x+2)") =3((x+2)") cos(x+2)’ = (cosx-1)

=3x2{x+2)(x+2) cos(x+2)' = a6 -

—_— 2 T

_6(X+2)COS(X+2) _(sinx—cosx) (sinx+cosx)—
10.6. f'(x)=(xsinx +2sin(2x)) = (sin.x +cosx)’

)
T EAY ! _ —(sinx—cosx)(sinx+cosx)'
=x sinx +x(smx ) +2(2x) cos(2x)— =

(sin x +cos x)2

=sinx’ +xx (xz)’ cosx” + ZXZCOS(ZX) = (cosx+ sin x)(sinx + cosx) -

=sinx? + 2x” cos x* +4cos(2x) (sin)c+cos,x)2

10.7. f'(x)= (cos3 x)’ =3cos’ x X (cos x)' = —3cos’ xsin x ~(sinx — cos x) (cos x —sinx)

(sin x+cos x)2

' '
! 4 3 3 .
=|- = - . X = - . .
10.8. f (x) ( cos x) 4cos’ x (cosx) 4cos” xsinx _ +cos? x+sin® x + 2sin xcosx +

(sin x +cos x)2

109. ' (x) = (—cos3 x )’ =—3cos’ x° ><(cosx3 )’ =
, +sin” x +cos” x —2sinxcosx _
= —3(cos2 xs) x (x3) x (—sin xs) = (sinx +cosx)2 -
=3(c052x3)x3x25inx3= _ 1+1 _ 2

=9x2 cos? x° sin x° (sinx +cos x)z (sinx + cosx)2
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1 ' ~ lim 1-cos®(2h) _ lim sin®(27)
, 1 ' (l—cosx] hﬂ"h(1+cos(2h)) Mwh(1+cos(2h))
10.15.  f'(x)= \/ = = , .
1-cosx 2\/ 1 ol s1n(2h)><1im sin(2h) _ ly=2
1—-cosx h-0  2h ha(>1+cos(2h) Seh -0,y -0
! X(l —cosx) —lX(l—cosx)' :2x1imsiny XL =2x1x0=0
_ (l—cosx)2 _ =0y 141
- UYL (R0 VA0 I
1-cosx 12.2. f (0) = lhlfr(}T = yf%T =
—sinx —sinx P f(0) =0+sin0
(1-cosx)” _(1-cosx)’ _ sinxvI-cosx h sinE sin h
= B S B =lim—-+lim—== 14 Ly 2= |y=3
2\/ : Z(I_COSX) R h 2 0k Seh~0,y-0
l-cosx ~l-cosx 2 .
Pég-77 :1+lx1imm7y:1+lxl—é
[ [ 2 y-0 y 2
11.1. f'(x)= 2tan1 =2 ! 1+tanZl = 2 1+tanzl
x x x) X x 123. f'(x) =lim 22/ (T) (rh)=f(x) _ 1 tan () -1
, , h-0 h h=0 h
11.2. f(x)=(tan’ (x* +2)) =2tan(x* +2)x(tan(x* +2)) = (2
’ (X2 + 2)' 2X2xtan ()C2 +2) :]]Intan(zn+2h) = hn.‘t’an(zh) :hn,,cos(zh) =
=2 2 = = ) -0
tan(x * )xcosz(x2+2) cosz(x2+2) e h e (h ) o h -
) _ Sll’l(Z/’l) _ . sin(2h . 1 _ s’_hﬁo ) & 0
Axsin(x* +2) " 10 hcos (2h) =2 ><}zlfrf}cos(zh) = R
_ cos(x2+2) _ 4xsin(x2 +2) ] |
- cosz(x2+2) - cos3(x2+2) ZZXEiE%%Xi=2Xle=2
.2 !
)= oy (wsintx) 13. D.:{ OR:ke# =+ DZ}:
11.3. f (x)—(tan(xsm x)) = m_ =X > mn, m
' , _ _m , mn
:X'Sinzx*'x(Sian) _ sin® x + 2xsin x(sin x) _ —R\{XDR.x—ﬁ+7,mDZ}
cosz(xsin2 x) cos’ ()csin2 x) Dxl]Df ,X+P DDf
2 . 2 :
= sin” x + x X 2sin xcos x = s x+xsm(2x) f(x + Po) = f(x) < tanl:k(x + PO)] = tan(kx) <
cos’ ()csin2 x) cos’ ()csin2 x)
) ) , = tan (kx +kP)) = tan (kx)
114. f' (x) = [tanx + ta.rllxj = coiz . + ! tanxt;rllzx)ftan x) = Como a funcdo tangente € periddica de periodo
1 1 fundamental ©, kP =7 = P, =% .
= c0512 . - :::j;i = coslz T - ZE?ZZ ;C = 00512 . - sir112 . Logo, f ¢ uma fung¢éo periddica de periodo fundamental
cos® x F, =%‘
_sin®x—cos’x _ _cos’x—sin’x _ —cos(2x)
T2 2 . 2 2 T 2 2
sin” xcos” x sin” xcos"x  sin” xcos” x Pag. 79
Pig. 78 14.1. D, =R . As fungdes definidas por Cos(2x) e cosx sdo
T T o 2n
f[f + h) - f[fj periddicas de perfodo fundamental F, =—==n e P, =2=n,
NEATS 2 2)_ 2
12.1. f (j =lim——=—+% =7 =
2) =0 h respetivamente.
1+cos(2[n . hD _(1 +COS[2XHD Dado que 2P, = P,, pode concluir-se que 27 ¢ periodo
=lim 2 2))_ das fungdes. Logo, a funcdo ftem periodo fundamental
h=0 h menor ou igual a 27 .
:liml +cos (n + 2h) —1-cosm _ Assim, vamos fazer o estudo pedido no intervalo [O , Zn[ .
h=0 h ,
_ lmcos(n +2h) +1 :lim—cos(Zh) +1 _ 7'(x) :(COS(ZX) —cosxj - ~2sin (2x) - (~sinx) =
h=0 h -0 h 2 2
_ (1—cos(2h))(1 +cos(2h)) ~ = —sin(2x) +sinx

hfr& h(1+cos(2h))
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£'(x)=0 < =sin(2x) +sinx=0 - x| o 37“ 2
= —2sinxcosx +sinx =0 < 7 — 0 ¥
= —sinx(Zcosx—l):O = sianODcosle f N 0 7
2 Min.

No intervalo [0 s Zn[ : No intervalo ]0 s 2n[ : fé estritamente decrescente no

) _ _ W _5n _ 3
f (x ) =0 x=00x= s Ox= 6 Ox=n intervalo }0 , 7’11 e estritamente crescente no intervalo

0 z T 5 27 3n
* 3 3 [7 , 27:[ .ftem um minimo relativo (e absoluto) igual a 0
10 - 10| + O] - ]0O0]| +
3n
1 3 3 3 =
-1 _2 2 _2 para x=—.
f 5 N 2 / 2 Ny 2 / 2
Mix. Min. Mix. Min. 14.3. D, =R . As fungdes definidas por cosx e sin(2x) sio
No intervalo [0, 21t[ : . . 2n
_ periddicas de periodo fundamental A, = EX =meP,=2m,
P ] Sn
[ € estritamente decrescente em I:O ’ g} cem l:n’ 3 ¢ respetivamente. Dado que P, =2F,, pode concluir-se que

2m é periodo das duas fungdes. Logo, a fun¢io f tem

. T St
estritamente crescente em [5 ’ n} cem [? ’ 2“[ : perfodo fundamental menor ou igual a 27 .

Vamos, por exemplo, fazer o estudo pedido no intervalo

Jftem um maximo relativo igual a —% para X =0, um ma- [0’ 211-] .
ximo relativo (e absoluto) igual a % para x =7m €um mini- f(x)= (2<:osx +sin(2x)) = ~2sinx +2cos(2x)
. . 3 - S ¥ (x)=0 - —25inx+2005(2x)=0 - cosx(2x)—sinx=0
mo relativo (e absoluto) iguala —— para x=— e x =—. ) . .
4 3 3 = cos"x—sin" x—sinx =0 <
142. D, :{xDR:I—costtO} :{x[I]R:cosx;tl} = = 1-sin* x—sin’ x —sinx =0 =
= . — + ’ +
{XDR'x;tan’kDZ} o 2sin x+sinx—-1=0 < sinxzil_ 1+8
As fungdes definidas por sinx e cosx sdo periddicas de 4
periodo 27 . Logo, a fungdo f é periddica de periodo < sinx=-10sinx = 1
fundamental menor ou igual a 27 . 2
Como fndo estd definida em x = 2kn, k 0Z , vamos Em [O,Zn[: f(x)=0= x:ng:%t Ox= 3275
fazer o seu estudo em ]O s 2n[ .
m Sm 3m
i X 0 g Z 7 21
' _(1+sinx ) _
f(x)—(l_cosxj— Fl2] + (o] - [o] + o] «
f M| 2 Max.| \y [Mm.| S o]

(l +sinx)' (1 —cosx) —(1 +sinx)(l —cosx)' _

= = IR "n‘_,’w\/,:w, (5m)_ 33 . (3mn)_
(l—cosx)2 F(0)=2; /‘\?,,“7 2 2 e)T 2 /‘\T,J 0
_ _ : : [ n 5
= cosx(l cos x) (1 *sm X) Xsix _ f é estritamente crescente em | 0, f} eem [— s 27[[ e
(1 —cos )c)2 L 6

2 . 2 —in v — . T Sm L.
_COSx—cos” x—sinx+sm”x _ COSX—Sinx 1 estritamente decrescente em [g , Z} . ftem um méximo

(1—cosx)2 (l—cosx)2

33
Em ]0 , 27T[ : relativo (e absoluto) igual a =, para x Z% , um minimo
f (x) 0 = cosx—sinx—-1=0 = cosx—sinx=1 . 4 33 5n
relativo (e absoluto) iguala ——— para x =— eum
V2 .2 2 6
= ——COSX———SINX=— < . ..
2 2 minimo relativo igual a 2 para x=0.

T L T
Aad COSZCOS)C—SIIIZsIH)C=0087 Aad

Pag. 80
- COS(§+XJZCOS§ - 15.1. f'(x):(x+cos(2x))' :1—2sin(2x)
T 1
f(x)=0 < 1-2sin(2x)=0 < sin(2x)=— =
wE+x=£+2knD£+x=—E+2kn,kElZw () ( ) ( ) 2
4 4 4 4 - 5t
3 = 2x=—+2kn 02x=—+2kn, k0Z =
6 6

- x=2kan=—g+2k7t,kEIZ o x=

e =tk Ox =" 4k kOZ
(x0]Jo., 2a[) 12 12
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P 51 £(0)=0-sin0=0
Como xD[O,n],xZ—Dx:—. )
12 f () =73 = 2sin (2n) = 73
X 0 T S—TE T /"li‘:nﬁ—\inlinﬁ—i:Tﬁi()
12 12 (12 12 6 12 2 12
f + 0 - 0 + 1 p(Um) Lnf3 o tin 13 1 Lind3+6
(12 ) 12 6 12 2 12
f 1 a Ny / n+l ) b1 1z
VG p ” p fé estritamente decrescenteem |0,— | eem | — ., | e
in. Max. Min. Max. 12 12
FO)=13 f[5)= B voos[E)=m B m2648 . n 1ln .
12) 1 6) 12 2 12 estritamente crescente em | — ,—— |. ftem um maximo
P P 3 se_6d3 1212
/“’l\:’l+u,g"l\:ﬂ V3 _5m-6v3 ; f(r)=n+1 o . .
“l12) 12 L6) 12 2 12 relativo igual a 0 para x =0, um méximo relativo (e
L T 5n 113 +6 11z
f € estritamente crescente em [0, E} eem [E R n} e absoluto) igual a 17 para x =— , um minimo
. T . . 3 - b
estritamente decrescente em [E s E} . f temum relativo (e absoluto) igual a para x = o e um

minimo relativo igual a 1 para x =0, um minimo relativo

57[;76\/5 para x = % , Um maximo f" (x) = (\/5 - 2005(2x))' = 4sin(2x)

163 . f"(x)=0 < 4sin(2x) =0 < sin(2x) =0 <
para x =— e um maximo ke
12 @2x=kn,kDZ@x=7,kDZ

minimo relativo igual a 3 para x =m .

(e absoluto) igual a

relativo igual a

relativo (e absoluto) igual a m+1 para x=m .

' _ _T _
f'(x)= (1 —23in(2x)) =—4cos(2x) Como x0[0, ], x=00x Y Ox=mn
f (x) =0 = —4cos(2x) =0 = cos(Zx) =0 = . 0 g .
e = akn k07 - =2+ 5 p0z 71 o B 0 - 0
2 4 2 o
0 O _ n NE)
Como XD[O,E],)C:£DXZ3R ! 2 T
4 4 PL
X 0 E 3l T _/“’%ky‘:\/?ngsmn:nl/g
4 4 (2) 2 2
[t - - 0 + 0 - No intervalo [0 s n] : 0 grafico de ftem a concavidade
n 3n
. n 4 D 4 n mrl voltada para cima em [0 , g[ e voltada para baixo em
P.L P.L
%‘ :§+ m% :g e f ’4—1\ :% + cus% :% }g , n} . O ponto de coordenadas [g , 7tx2/§] ¢ um ponto
O gréfico de ftem a concavidade voltada para baixo em . .
n 3 T 3 de inflexdo.
[0 s Z[ eem }Z s 7[} e voltada para cima em }Z R X[ . 15.3. f' (x) _ (cos“ v —sin® x)’ -
3n 3 ' . Ly
Os pontos de coordenadas (g s %] e (jn s jnj sdo =4cos’ x X(COS x) —4sin’ x x (sm X) =
— A 3. S 2
pontos de inflexdo do grafico de f. =—4sinxcos” x —4cosxsin” x =
152. D, = [0, 7] = —4sin xcos x(0052 x +sin? x) =-2x2sinxcosx =
£'(x) = (V3 =sin (2x)) =3 - 2c0s(2x)  =72sin(2)
\/_ f (x)=0 - —2sin(2x):0 - sin(2x)=0 -
! 3
f (x)ZO = x/§—2003(2x):() = cos(2x):7 = kn

o 2x=kn, k0Z - x=?,k|:|Z

_T __T '
= 2x—g+2k7tD2x— g+2kn’kDZ = No intervalo [O,n]: f (x):O . x=ODx=ng:n

o x= stk Ox= - +m, kOZ n .
12 12 x 0 2
11 ' _
Como xD[O,n],x=£Dx=—n f 0 0 + 0
12 12 f 1 N -1 / 1
x| o ki 1n . f(0)=cos*~sin*0=1-0=1
12 12 J
f' — — 0 + 0 _ _ /‘\%J;:cmwgﬁxin-%:ll*]:*l
f 0 \l /l \l /'(r{):ms-n—sin;n:]—():l

Min. Max.
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; . s .
fe estritamente decrescente em [O s E:| € estritamente

T
crescente em l:E B 7'[:| .

ftem um maximo relativo (e absoluto) igual a 1 para
x=0 e x=n eum minimo relativo (e absoluto) igual a

_T
— 1 para x= 5
f"(x) = (—ZSin (Zx))' = —4cos(2x)

F"(x)=0 = —4cos(2x)=0 2x=§+k7t,kDZ -

n kn
e x=—+2 k0Z =
4 2
. " T 3
No intervalo [0,71:]: f(x)ZwaZ—Dx:?
3
X 0 E l T
4 4
7 - 0 + 0 - -
f 1 n 0 0 0 n 1
P.L P.I
/‘/l\::rm E*>i1\‘£:l*l:ll
\4) 4 4 4 4
/"VEH“:cus LT*\in";—n:lfl:()
\4) 4 4 4 4

O gréfico de ftem a concavidade voltada para baixo em

T 3n . n 3n
0,—| eem |—,n| evoltada paracimaem |—,—| .
4 4 4 4

Os pontos de coordenadas (g N 0) e (%Tn s Oj sdo pontos

de inflexao.
2
154. ' (x)=(x+tanx) =14 —L =S 2*1

cos’x  cos’x

I (x) >0, Dx[l}—g , g[ , pelo que fé estritamente

T N
crescente em }—5 , E[ , logo ndo tem extremos.

wr o\ _[cos*x+1 '_
! (x)—( cos® x ] -

(cos2 x+ 1)' cos® x — (cos2 x+ 1) (cos2 x)

cos* x

—2cosxsinxcos® x + (cos2 x+ 1) X 2cos xsin x

cos? x

_ —2sinxcos’ x +2sin xcos’ x+2sin xcosx _ 2sinx

cos* x " cos’ x
2sinx XE]%%{
f"(x)=0 = ====0 « sinx=0< x=0
cos’ x
v |l =2 0 n
2 2
7 — 0 T
f n 0 O
P.I
O gréfico de ftem a concavidade voltada para baixo em
1= | ) n
5 0] e voltada para cima em }O , 5[ .

O ponto de coordenadas (0, 0) ¢ um ponto de inflexdo.
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v y_(sinx=2 '_ cosxcosx+(sinx—2)sinx_
16l 1 (x)—( cos x J - cos” x -

_cos’ x+sin’ x—2sinx _ 1-2sinx

cos® x cos’ x

£(x)=00x0 -2 2 o 1-2sinx=00x0 |-, 2
22 272

@sinx:leD —E,E =
2 2 2

_m
= X=—
6
T T T
7 = = =
2 6 2
r + 0 -
f BN
Max.
- sin— -2 %—z S5
/‘(7 - CU\E __\ﬁ _%_7 )

6 2

. . T T .
fé estritamente crescente em }—5 s g} e estritamente

T W
decrescente em | —,—| .
6 2

ftem um maximo (absoluto) igual a -3 para x :g .

16.2. Como o dominio de f¢ limitado, entdo fndo tem assintotas

ndo verticais.
T . ~
_E e > ndo pertencem ao dominio de /. No entanto, sdo

pontos aderentes a este conjunto.

. . sinx—-2 _1-2 -1
lim f(x)= lim ———=—F=—=-0
L LT COSX 0 0
2 2
. sinx _1-2_ -1
hm =—=—=-0w
L, E COSX 0
2
5 b o P
Logo, as retas de equagdes x:—g e x:E sdo assintotas

ao grafico de f.
Tendo em conta as conclusdes das alineas 16.1. ¢ 16.2. e

dado que f¢ continua, D, = J—oo .3 J

16.3.
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\ 1-2sinx) _
16.4. f (x) (mj =

—2cos x Xcos® x — (1 - ZSinx) XQCosx(—sinx) _

cos* x

3 . s 2
—2cos’ x +2sinxcosx —4sin” xcosx _

cos’ x

2 . 2
cosx(—2c0s x+2sinx —4sin x)

cos* x

—2(1-sin’ x) +2sinx —4sin*x _

COS3 X

-2sin® x +2sinx -2

cos’ x



f"(x):ODxD}—g,g[ -

[\S)
%)

- —2sin2x+2sinx—220DXD}—E,E[ -

-2x+4-16 T T
——OxO0 -—=,=
-4 22

= sinx =
- x00 (Aa<0)
Conclui-se que Dx[l}—g , g[ f"(x)<o0.

Logo, o grafico de ftem a concavidade voltada para baixo
em todo o dominio.

16.5. r:y=mx+b
sin0—-2 _ -2
b= 0)= =—==-)
! ( ) cos’ 0 1
' 1-2sin0 _ 1
m= O)=———=-=1
f ( ) cos’ 0 1
Aequagdodaretaré y=x-2.
f" (x) <0, [Ix[l}—g s g [ = f' é estritamente
T P ~
decrescente em }_E Y l::> f' éinjetiva. Logo, ndo
podem existir dois valores de x tais que f'(x)=1, pelo
que ndo existe qualquer outra reta tangente ao grafico de f
que seja paralela a reta r.
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17.

~ - X ~ o
As fungdes definidas por smE e cosx sdo periddicas de

periodo fundamental P, =2x2n=4n e P, =2n , respeti-
vamente. Logo, a func¢do f ¢é periddica de periodo maior ou
igual a 4x.

Assim, vamos estudar esta fun¢do em [0, 47:] .

Zeros:

X  cosx—3 _

f(x)ZOwsin5+ 2 0e

= 4sing+cosx—3=0 =

]

2

=1-si vi—"\' 2 X
- _ZSiH2£+4sin£—2=0 - =1-sin S ~2sin’ 2
2 2 :l—lsin'%
it = TAEVIOHE -
—4
o sin2 =1 e =242 k0Z -
2 2 2

o x=n+dkn, kOZ
Em [0,4n]: x =n € o Unico zero de fem [0,47t]

Monotonia e extremos:

= 1cosﬁ—iXZsinfcosE =0 =
2 2 4 2 2

. X . X
4sin=+1-2sin>=-3=0 cosx =cos? = —sin® 2 =
2 2 2
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= cosf—sinicos£=0 = (:osE l—sinE =0
2 2 2 2 2

i

cosf =0 |:|sini =1«
2 2

2=t 0E = 4 2k, k07
2 2 2 2
o x=n+2kn0x=n+4kn, kOZ =

= x=n+2kn, k0OZ
Em [0,4n]:x:n|]x:3n

]

X 0 7T 3n 4n
f] o+ + 0 - 0 + +
1 1
—__ 0 -2 —
5 / N / 5
Max Min.

Concavidade e pontos de inflexao:
f"(x): 1cosf—smx = l>< 1 sin| = |- 2% =
2 2 4 2 2 2 4

1( X
=——| sin=+cosx
4 2

f"(x)ZO - —l(sin£+cosx =0 < sin>+cosx=0
4 2 2

.X T X
= COSX=-—SIn— < COSX=COoS| —+—| <
2 2 2

e x=E 4 oo =-2 -2 42 k07 -
2 2 2 2

e e om0 =T ok kD7 -
2 2 2 2
@X:n+4kan:—£+@,kDZ
3 3
Em[O,4n]:x=an=EDx:ﬁ
3 3
x| 0 T T L 4n
3 3
-] i 1
-t ol o | 2o |2 oA |
2 8 8 2
P.L P.L
Grifico de f':
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18. Zeros:
f(x):()wl—tanzx:()atanzlea
= tanx=-10tanx=1 = X:E+E,kDZ
4 2
Em —E,E :x:—EDx:E
2°2 4 4

Assintotas:
O gréfico de fndo tem assintotas néo verticais em

T . L . .
}—5 5[ , pois o dominio é um conjunto limitado.




Como a func¢do f¢é continua, vamos averiguar a existéncia

. ~ . £ T
de assintotas ndo verticais apenas em x = _E e x= 5 por

se tratar de pontos aderentes a Dy mas que néo pertence a Dy.
lim f(x) = lim, (1 - tan® x) =1- (+00) =—00

X X

2 2

lim f(x) = lim (1 —tan’ x) =1- (+oo) =-o0

2 2

T s .
€ X =— sao assintotas

Logo, as retas de equagdes x = >

S|

verticais ao grafico de f.
Monotonia e extremos:

v (x) = (1 - tan® x)' =—2tanx x (tanx)' =
=—2tanx X(l +tan’ x)

f (x)ZO = —2tanx(1+tan2x):0 = tanx =0

Em —E,E :x=0
22

X —g 0 g
/' + 0 -
f / 1 N

Max.

Concavidades e pontos de inflexdio:

£ (x) =(~2tan x (1 +tan? x)) =—2(tanx +tan’ x) =
= —2(1 +tan® x + 3tan’ xX(tanx)') =
= —2(1 +tan® x +3tan’ x(l +tan’ x)) =
=-2(3tan* x+3tan’ x +tan’ x +1) =

= —2(3Lan4 X +4tan? x+1)

f"(x)=0 = 3tan* x +4tan’ x+1=0 <

i tanzxzi < tan” x =

—4+16-12 , 42
6 6

= tan2x=—1|:|tan2x=—é = x00

Dx[l}—g , g[ f"(x) >0 . Logo, o grafico de ftem a
concavidade voltada para baixo em todo o seu dominio.
Grifico de f:

|
ENE]
O\\,_g;
R /

S
A

_I
2
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19.1. Para xR
-1<sin(2x)<1 = -2<2sin(2x)<2 =

= =2-1<2sin(2x)-1<2-1 = -3< f(x)<1
D, =[-3.1]
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19.2.

19.3.

Formulas trigonométricas e derivadas

Se o gréfico de g intersetar o grafico de f, a ordenada do
ponto de intersecdo tem de pertencer ao contradominio de
£, ou seja, g(x) tem de estar compreendido entre —3 e 1.
3sg(x)sl - -3<2x-5<1+

2x-52-3 2x22 x21

- - - = x0[1,3]

2x-5<1 2x<6 x<3
Portanto, se <1 oux>3 aequagio f(x)=g(x) é
impossivel.
Por 19.1., f(x)=g(x) s6 poderi ter solucdes em [1,3] .

Seja h(x)= f(x)-g(x)= 2sin(2x)~-1-(2x~5)
=2sin(2x) - 2x +4
=}/ écontinua em R por ser a soma de funcdes
continuas em R.

Logo, h é continua em [1 , 3] .
= h(1)=2sin(2)+2>0
h(3)=2sin(6)-2<0
Como /1 é continua em [1, 3] e /(1) x(3) <0, podemos

concluir, pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy,
que & admite pelo menos um zero em ]1, 3[ .

i (x) = (2sin(2x) - 2x +4) = 2x2cos(2x) -2 =
=4cos(2x)—2
h'(x)ZO o 4cos(2x)—2 =0 = cos(2x)=% o
- 2x=§+2knmzx:%”+2kn,kmz -

- x=5+knmx:%"+kn,kmz

5 T _ Sm_
Ern[l,?{l:x:?7t Zq)\?n(]
e 1 St 3
6
h - - 0 + +
p 00| N (2] o [
Min.

h(1)=0.81; /,j/s(i\;:fzm; h(3)=-158
L0

. 5t .
No intervalo [1 S Z h é estritamente decrescente e no

. St ) .
intervalo Z ,3 | hé estritamente crescente.

No entanto, Dx[l[%r s 3} s h(x) #0 dado que

5 5
h(gj:—«/?—?“ww e h(3)=2sin6-2<0.
Logo, h admite um unico zero em [1, 3], pelo que a
equagdo f(x)=g(x) tem uma e uma s6 solugdo.
Recorrendo a calculadora gréfica e considerando as
funcdes y, = f(x) e y, = g(x), determinou-se, no

intervalo [1, 3], abcissa do ponto de intersecio dos dois
graficos. Vizzsin(zRo-1
Assim, a solucdo da o

¥=1.7151969 Y¥=-1.569606




com aproximacdo as décimas, é 1,7.
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AC x DB B
20.1. AIABC] > :
h
in® =P8 Dp=ogn™ :
12 2 12 C L
_ D
cos£ = D—A - DA= 2COS£
12 2 12
AC =2><E4=2><Zcos£ =4cos£
12 12
4005% X ZSin% .
=< —4sm—cos—
Aancy 2 1212
=2 ><2sm1cos— 2smf =2x1=1
12 6
A medida da area do tridngulo [ABC] é igual a 1 u.a..
20.2. Tendo em conta a figura ao lado:
CAXDB B
A[ABC] 2 E
J— — ' 2
DA =2cosa ; DB =2sina hi
Logo, a drea do tridngulo [ABC], ¢ m “
em fungio de & ¢ dada por: b
A() =M = 2x2sinacosa = 2sin(2a)
A (49) = (2sin(2a))' =2x 200s(2a’) = 4cos(2a')
A (67) =0 = 4cos(2a) =0 = cos(2a’) =0 =
e 2=k kOZ = a=%+" roz
2 4 2
Como o ¢ a medida da amplitude de um angulo agudo
s
a=—.
4
7 0 @ @
4 2
A + 0 -
A / 2 N
Max.
Al 2 |=2sin| 2xZE |=2sinZ =2x1=2
4 4 2
Logo, a medida da 4drea méxima do tridngulo [ABC] é 2 u.a.
se a =T .
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21. O caudal que o canal pode suportar € maximo se a sec¢ciao

do canal, com a forma de um trapézio isdsceles, tiver a
area maxima.

h=2sin@

X_ . (m

—=sin| ——

5
x=2cosf
A érea do trapézio em funcdo de 8 , é dada por:
+2x+
A:#x}z:(zﬂc)Xh
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A(8)=(2+2cos8) x2sinf = 4sinG+2x2sinBcos &=
=4sin 6 +2sin(26)

A (67) =4cos@+2cos28

A'(9)=O = 2cos(26) +2cosf=0 =

cos(28) =~cos(8) =
cos(2€)=cos(n—t9) e

= 20=n-0+2kn020=-n+60+2kn, kOZ
= 30=n+2kn00=-n+2kn, k0Z =

[

)

- 9=§+%Dez—n+2kn,kmz

Como HD}O,E} g="
2 3
x 0 & =
2 2
A' + 0 - -
A / Ny
Mix.

O caudal que o canal pode suportar ¢ maximo se

22.1.

=" rad.
3
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f(x)= —1+25in(3x+gj ; D, =[0,1]

: age .. 21
Periodo positivo minimo: F, = ?
Contradominio:
Tem-se que 0<Sx<7 = 0<3x< 31 = T3y +7t<1977t

6 6 6
Assim:
—1Ssin(3x+£j51© e T2 lom
6 6 6

- —1+2><(—1)s—1+2sin(3x+%js—l+2xl -
= =3< f(x)<1

Logo, D}'f = [—3 s 1]

Zeros:

f(x)= 0=>—1+2sm(3x+5j 0-

6
asm(3x+ j i
6) 2
e 3t E =T o D3+ E =" o K OZ
6 6 6 6
=2 = 2 o kO
3 3
ex= g 22 2K g
3 9 3
Em [O,7t]:x=OD)c=2—nDx=ﬂlilx=8—7E
9 3 9



Formulas trigonométricas e derivadas

Para facilitar o esbogo vamos determinar os maximizantes,
os minimizantes de fbem como os pontos de inflexdo,

alémde f(0) e f(m).

55



Maximizantes e minimizantes:

f(x)=-3< —1+251n(3x+gj:—3 0x0[0,x] -

- sin(3x+gj =-10x0[0,1] =

- 3x+%:i;+2m,kDZDxD[0,n] =

- 3x=iz"-g+2kn,kmz 0x0[0.x] =

4—n+%,kDZDxD[O,n] =
9 3

f(x):—l - —1+251n(3x+gj:1|]x[|[0,n] =
= sin(3x+gj:l|:|x[|[0,n] =

- 3x+g:§+2kn,kmzmxm[o,n] -

p=Z+ 2 4 0z0x0[00] < x=28
9 3 9

Pontos de inflexao:

Os pontos de inflexdo pertencem areta: y=d < y=-1

f(x):—l - —1+2sin(3x+§}2—1 - sin(3x+’6t}:0 -

- 3x+%:k7r,kDZ - 3x=—g+k7r,kDZ -

o x=-Rak 0z
18 3
Em [O,n]:x=5—an=ﬁDx=l7—n
18 18 18
Esboco do grafico:
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2
Periodo positivo minimo: P, = 5

Contradominio:

0<x<l = znxo—gsznx—fsznxl—

A

2
. . T
Assim: —1< SIH(QTUC _EJ <l e

o 1-2x1<1-2sin 2nx—gjsl—2x(—1) -

- -1 f(x)<3
Logo, D} :[—1,3].

Formulas trigonométricas e derivadas

Zeros:

f(x)=0- I—ZSin(Zﬂ;x—EJZO - sin(zm—fj:l
2 2)72

- ZM_E:E+2kn|jzm—E=5—n+2kn,kIZIZ =
2 6 2 6

< 2nx:2—;+2knD2nx=4—;+2kn,kDZ =

- x=1+ka:g+k,kDZ
3 3

Em [0,1]: leszg
3 3

Maximizantes e minimizantes:

f(x)=-1= 1—2sin(2nx—gj =-10x0[0.1] -

- sin(2nx—§j=l[lx[l[0, 1] -

- 27Lx—g=§+2k7r,kDZ Ox0[0,1] =

= 2x=1+2k, k0Z 0x0[0,1] =

- x=rekk0Z Ox0[0,1] = x=1
2 2

f(x)=3 < 1—2sin(2nx—gj=3DxD[O, 1] -

- sin(an—gj =-10x0[0,1] -

- 2nx—g:37n+2kn,kDZDxD[O,1] -

= 2x=2+2k k02 0x0[0,1] =
= x=1+k k0Z0x0[0,1] « x=00x=1
Pontos de inflexdo:

Os pontos de inflexdo pertencem areta y=d < y=1.
f(x)ZI - 1—2sin(2m—;j:1 - sin(ZTLx—gj:O -
T T

- 2nx—5=kn,kDZ - 2nx=5+kn,kDZ -

- x:l+£,kDZ
4 2

Em [O,l]:lelj)c:E
4 4
Esboco do grifico:
V1
3
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23.1. f(x):3—3cos(—2x—§j; D, :[O,Zn]

Periodo positivo minimo: P, =——=m
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Contradominio:
Para 0<x<2m, tem-se:

-1< cos(—Zx—gj <l -

= 3—3><1S—1—2005(—2x—§js3—3x(—1) -

- 0< f(x)<6
Logo, D»'f Z[O R 6] .
Zeros:

f(x)=0 - 3—3cos(—2x—§j:0 -

- cos(—2x—§j:1 - —2x—§=2kn,kmz -

- —2x=§+2kn,kDZ - x:—g+kn,kDZ

Em [O,27r]:x=5—an:ﬁ
6 6

Maximizantes e minimizantes:
Os minimizantes coincidem com os zeros de f.
Maximizantes:

f(x)=6 - 3—3005(—2x—§j:6DxD[0,2n] -

- cos(—2x—§j:—1|:|x[|[0,2n] -

- —2x—§:n+2kn,kDZ 0x0[0,24] =
- —2x:4?n+2kn,kDZDxD[O,2n] -
- x:—z—;+kn,kDZDxD[O,2n] -

= x=—0x=

Pontos de inflexdo:
Os pontos pertencem a reta de equagdo: y=d < y=3

f(x):3 - 3—3005(—2)6—2}:3 - cos(—Zx—gJ:O -

e =Ly k07 -
3 2
= _2x=5£+kn,kDZ - x:—5£+ﬁ,kDZ
6 12 2
Em [0,2ﬂ]:x=£DX=EDx=13JDx:19J
12 12 12 12
Esboco do grafico:
ylk
6_

1,5

57

Formulas trigonométricas e derivadas

Pag. 93
X
23.2. f(x):3—2cos(7——j, D, =[0,4]
. i - 2n
Periodo positivo minimo: F, = o =4
2
Contradominio:
Se 0<x<4 entdo:
Tyo-lte™ m T, M mx_m_Tn
2 4 2 4 2 4 4 2 4 4

- 3—2><1SS—QCOS(%—EJSS—QX(—I) -

= 1< f(x)<5
D; =[1.5]
Zeros: Como 0 DD} , fnio tem zeros.

Maximizantes e minimizantes:

f(x)=1- 3—200s(%—§j:1ﬂxﬂ[0,4] -

8

COS(E—EJZIDXD[OA] =
2 4

e Bl ook, kDZ 0x0[0,4] -
2 4
@f—l:Zk,kDZDxD[OA] -
2 4
2=l rnzox0fo.4] -
2 4
- x=i+4k,kmzmxm[o,4] o x=t
5 2

~

=
1
(9.}
i

3—2005(%—%)25 0x0[0,4] -

i

COS(E—EJZ—I [le][O,4] =
2 4

@E—EZTC*'ZICT[,ICDZDXD[OsZ"]@
2 4
@f_1=1+2k,kDZDxD[O,4]‘:‘
2 4
o X220k k02 0x000.4] -
2 4
o 2= 44k k0Z020[0.4] = x=2
> 2

Pontos de inflexao:

Pertencem a reta de equagdo: y=d < y=3
f(x):3 = 3—2cos T =3 < cos ™. =0 -
2 4 2 4
S22l k07
4 2
37:+k7r,k|:|Zw x:%+2k,k|:|Z

<

Jj

©lE e

Em [0,4]:x=§Dx=Z
2 2



Esboco do grafico:

24.1. f(x) =2+2tan(2x+gj; D, =]O,n[\{g}

Periodo fundamental: P, =g

Contradominio: D, =R

Zeros:

f(x)=0« 2+2tan(2x+g]:0 -

tan(2x+Ej =] =
2

i

]

2x+g=—§+kn,kDZ -

- zxz-%’“wn,kmz -

SELIL L]
8 2

< =

Em ]O, n[\{f}:x:EDxZS—n
2 8 8

Assintotas:

lim f(x) = lim(2+2tan(2x+nj]= 2+2tan[n ]
x-0" x-0" 2 2

:2+2X(—oo) =0

lim f(x)= lim(Z + 2tan(2x +§D = 2+2tm{327r ]
Xa% xﬂg

:2+2X(+oo):+oo

i (3)= 1 2+2n{ 242 2+2m[3; ]

- Xo—

2 2

:2+2x(—oo):—oo

lim f(x) = lim (2+2tan[2x+;j] = 2+2tan[72t_}

xXom xXom
:2+2x(+oo) =+o00
~ T ~ .
As retas de equacdes x =0, x = ) e x = r sdo assintotas

ao grafico de f.
Pontos de inflexao:
Os pontos de inflexdo pertencem areta y=d < y=2.

f(x)=2- 2+2tan(2x+’n:2 -

- 2tan(2x+§}=0 - 2x+§=kn,kDZ -

e ==t k07 - x=-%+F 10z
2 4 2
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Em ]O,n[\{f}: x:EDx:E
2 4 4

Esboco do grifico:
A
y

4
t
|
'
'
|
h
|
'
'

—_ el e e o —

|3
wslar----
NI

7

8T
a
=
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24.2. f(x)ZZﬁ—Qtan(%—gj; D, =10,4[\{2}
Periodo fundamental: F, = % =2
2
Contradominio: D, =R
Zeros:
f(x)=0 < Zﬁ—Qtan(E—EJZO -
2 2
™ T _—2x/§
o tan| ——— |=
2 2 3
- w(ﬂfj 3o
2 2
B Ik kOZ -
2 2
o TN k7 - x=242k kOZ
2 6 3
Em ]0,4[\{2}:x=§|:|x=1—31

Assintotas:

lim f(x)= lim (zﬁ —Ztan(E —“D =23 —Zum(—E
x-0" x-0" 2 2

=243 - 2% () = Hoo
()=t 25 -2 5 -5 )=

:2\/5—2tan[72£_} =243 -2 (40) = o0
1 (1) = i 45 -2un{ -3

:2\/5—2tan[72[+J =243 = 2% (~w) =+
i £ (2) =i 245 -2n( 5 -3 |

=2\/§—2tan[32n_] :2ﬁ—zx(+w) = -0

As retas de equagdes x =0, x =2 e x=4 sdo assintotas
ao grafico de f.
Pontos de inflexdo: os pontos de inflexdo pertencem a

reta de equagdo y=d < y= 23,

)



f(x)=243 = 2\/5—2tan(%—g]:2\/§ -
etan| =-Z120 o BT 0z
2 2 2 2
s X =n+2k,k0Z = x=1+2k, k0Z
Em ]0,4[\{2}: x=10x=3
Esboco do grifico:
4 |
y ,
|
PEEORCTTUN,
o 1 sz 31lax
3\ 31\
| |
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25. Determinacido de a e d:
- +
Como D»'f 2[1,5],temosque aZ% e dZ%ZB

Determinacao de b:

O perfodo da fungdo é 2m .

o= 2n
o

Seja b=-1.

Determinacio de c:

a=2,b=-1e d=3,pelo que:

f(x) = 2sin(—x + c) +3
Como f (n) =1

25in(—n+c)+3=1 = sin(—n+c)=

< |p=1< b=%1

-1 e
= —sinc=-1 = sinc=1

T
Logo, c=—.
£ 2
Temos f(x)=2sin(—x+gj+3 ou

f (x) = —ZSin(x —gj +3, por exemplo.

26.1.

26.2. a)

Pag. 98
a) A amplitude é 2 m.

b) A pulsacdo é g rad/s .

c¢) Afaseé g rad .

N

7

d) Operiodoé T = =8s.

k3
4
A g L
e) A frequéncia é i
V(t)=x'() [ZCOS —+
V(O):x'(O):—gsin(gj:

—2><—sm(n—t + n)
4 2
_r

2

No instante £ =9 s a velocidade foi de —g m/s .
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26.4.

Formulas trigonométricas e derivadas

b) V(6)

= x'(6) = —gsin(i—n +§j = —gsin(2n) =0

No instante ¢ =6 s a velocidade foi de 0 m/s .

No instante =2 s a aceleracdo foi de —— m/s’
2 6n w 2
b) a(6) "(6) = ——cos(— +—J = —cos(2n)
4 2
-
8

2
. ~ . T
No instante =6 s a aceleracio foi de —g m/s’.

Atendendo a que o periodo fundamental de /'€ igual a 8,
vamos esbogar o grafico de fno intervalo [0, 8].

Zeros:
x([):O < 2¢c0Ss T[—Z+E =0 < cos ﬂl+E =0 =
4 2 4 2
T kD7 -
4 2
CHE T kOZ - =4k kOZ
4 2
Em [0, 8]: t=00r=40r=8
Contradominio:

Como ID[O, 8] :

X0 m _wm m_TwX8 W n_Tm W b

+-<g -+ < — e S +=L0+
4 2 4 2 4 2 2 4 2
Assim:

—-1<cos T[—t+E <1 e —2<2co0s E—Z+E <2
4 2 4 2

Logo, D! =[—2,2]
Maximizantes e minimizantes:

t

x([) =2 o 2005(%+gj =2 DtD[O,S] =

= cos(n—t+fj:—l [ItEI[O,S] =
4 2

nIt+E n+2kn, k0Z 0r0[0,8] =

t

o —

:%+2k,k|]7zl 0:0[0,8] =

< t=2+8k,k0Z0r0[0,8] = r=2

=
—
~
~
1
[N}
t

2(:05(% +gj =20:0[0.8] =

cos(n—t+£j =10:0[0,8] =
472

M4 X = okn, k0Z0:0[0,8] =
4 2

8

i

L=-Liok knzoimfos] -
4 2

]



o t==2+8k , k0Z0r0[0,8] = 1=6
Pontos de inflexao:
Os pontos de inflexdo pertencem a reta de equacdo y =0,
ou seja, coincidem com os pontos de abcissa 0 ja
determinados.
Grafico da funcéo:

81(s)
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27.1. D, =[-5,5]
Azis_(_s) :E:S
2 2

27.2.

27.3.

A amplitude é 5 m.
T =8 — O periodo é 8 s.

T—E P S—E - W—E e w=l
w w 8 4
A pulsacido é g

Temos que f(t) = 5005(% +¢J

3n
5ecos| —+¢|=1<
(2 ¢j
3n

- ?+¢=2kn,kDZ - ¢=—3§+2kn,kDZ

f(6) =5« SCOS(%E +¢j =

Em [0 27r] @ =— . Logo, a fase é g

T
2
f(t) =Acos( t+¢)

T T
A= 5, W—Z ¢ g

nm
, — 4+,
Logo f(t) SCOS( j

f()=25= 5005(%’+§j=2,5 0:0[0,8] -

LT ok D— e 2k,
12 3
kOZ tD[08]
B T R AL Yy
43 2 43 2
k0Z0t0]0,8] =
@"—’-—%uknmlt-—f 2k,

k0Z0t0]0,8] =

@t:—§+8th— 130 8k, k02 0¢0[0,8]
or=2p=1t
3 3
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28.1.

28.2.
28.3.

28.4.

28.5.

Pag. 101

D(t):2cos(27rt+§j+3, t0[0,3]
0<1<3 o 2nx0x 2 <om+ 2 <onx3+ 2 o
3 3 3

e o+ Zcon+l
3 3 3

Assim, para [ [O R 3] :

-1< cos(Znt +§J <l e

- 2><(—1)+352005(2nt+§j+3s2xl+3 -

- 1< D(1)<5

Logo, a distancia minima do corpo Cao soloé 1 me a

méxima é 5 m.

A =2.A amplitude do movimento do corpo C é 2 m.
2n

T= p =1. O periodo do movimento de C ¢ 1 s.
I

1
f :I =1. A frequéncia do movimento C é 1.

A fase é

w\:i

D(1)=4 - 2005(2m+§j+3=4 0:0[0,3] -
- cos(zmij:i 0:0[0,3] -
3) 2

e+ =T w2k 02+ E = =T 4 2k,
33 37 3

k0z0r0[0,3] <
- 2m:2knmm——2—3"+2kn
k0z0t0[0,3] =
- t=k Dt:—é+k, k07 0t0[0, 3]
Em [0,3]:
r=00r=10r=20r=30r=20r=20r=">
37 3 3

O corpo C estd a4 m do solo nos instantes 1 =0's,

2 5
t==s,t=1s,t==5s,1t=2s,

t=§s et=3s.
3 3 3

29.1.

29.2.

Pig. 103

1 3n 1 3n 1 3
x(t) =-=cos| —1 |=—cos| m+=—1 |=—cos| —r+m
2 2 2 2 2 2

Trata-se de um oscilador harménico porque € definido por

uma expressdo do tipo x(t) = Acos(wt + ¢) , com

A>0,w>0 e ¢0[0,2x].

v(l) =x (l) = [;cos(?t + nj] = —%X%sin(%tﬂtj



v(z):O - x’(z):O - —3—nsin(3—nt+nj20 -

4 2

- sin(S—nt+nj:O e =k k07
2 2

et k07 - =242k k07

2 33
Em [o,f},v(t):oa r=00r=20r=2
3 373

4 . .
Em [0 ,— |, a velocidade é nula nos instantes

29.3.
3n _3n 3n 9 (Sn
——X——cos| —t+m |= ———cos| —t+m
4 2 2 8 2

Por outro lado, x"(t) =—k Xx(t) =—k X%cos(%{t + nj .

Assim tem-se x"(t) =—kx x(t) -

o’ (37[ j_ 1 (311 J
o ———Co8| —t+m|=—kX—cos| —t+m| =
8 2 2 2

2 2
ST AVE S L
2 8 4
on?
Logo, k=—.
& 4

Atividades complementares

Pag. 106
30_1_E 3£ E+£:E+£
4 12 12 12 6 12
r_r_m
12 4 6
(T n)_ . =& T .7 T
sin| — [=sin| ——— | = sin—cos— —sin—cos— =
(12} (4 6} 4 6 6 4
51 G
2 2 2 2 4
. In T n . = . (Tm w\_ . Sm_
30.2. sin—cos— —cos—sin— = sin| — —— | =sin— =
15 30 15 30 15 30
. 1
=sin—=—
6 2
31.1. cosEcos—+sm£sm L COS(E—E =
3 12 312 3 12
_ 4w _ 3n) _ 11:_\/5
=cos| ——— | =cos| — |=cos—=—
12 12 12 4 2
31.2. cosicos——smimn—: =cos 3n + L :cosE
16 16 16 16 16 16 4
_\2
2

W | W

32. x,yDZ."Q,sinx:%, cosy=-—
5
o cos’x=1-sin’x cos’x=1- —3 -

(x02°Q

> COS X <())

32.1.

32.2.

32.3.

324.

32.5.

32.6.

33.

34.1.
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2
e sin®y=l1-cos’y = sin2y=1—(—f] -
16 .
2 = 0 -
< SIN"y=—  SINy=— y02°Q=siny>0
y=ss ( )

sin(x + y) =sinxcos y +sin ycosx =

_5 [sj 4 ( 12)_ 15 48 _ 63
e I B g e B
13 5) 5 13 65 65 65
cos(x+ y) =cosxcosy—sinxsiny =
:_Bx(_ﬁ _34_36_20_16
13 5) 135 65 65 65
sin (x - y) =sinxcosy —sin ycos x =
:ix(_ij_ix( 12] _15 48 _33
13 5) 5 13 65 65 " 65
cos(x—y)=cosxcosy+sinxs1ny=
:_gx(_§ L 5,4_36,20_56
13 5) 13 5 65 65 65

sin(2y) =

4 ( 3\ 24
251 = 2X—X| —= |=——
S ycos y 5 ( 5) 25

cos2y =cos’ y —sin’ y =

(3) (4) _9 _16__ 7
5 5 25 25 25

tancr=é e all O,E
4 2

2
I+tan’a=—5— < 1+(§j =L .
cos“a 4 cos“a
Loy, 9 1 .25 1 16
cos’a 16  cosa 16  cosa 25

sin@ 3 _sina . 3.4 . 3
tana = —= = SINgd =—X— < singq =—
cosa 4 4 4 5 5
5
sin(2a’) 2sinacosa = 2><ﬁ E ﬁ
5 5 25
2 2
cos(2a):cos2a’—sin2a’: i - é :E—izl
5 5 25 25 25
24
2a) s
tan(2a): m( ):2:%
cos(2a’) 7
25

\/Esinx—\/zcosxz 2[\/2§sinx—\/2§cosx]=
LT T
=2| sin—sinx —cos—cosx | =
i =osons)
=2 cosEcosx—cosEsinx =-2cos E+x =
4 4 4

cm(n + a) =-cosa

:2005(71 +E+xj =
4

= 2003(x+5—nJ
4



. b . T . T
34.2. cosx+sm(x—6J = cosx+smxcosg—smgcosx

35.1.

35.2.

36.1.

36.2.

_ 3. 1 N3
=CcoSx+—sInx——cosx =——sinx+—cosx

2 2 2 2

. T, T T

=sin—sinx +Ccos—Cosx =COS| X ——

ins o T =+

3. 1
3sinx+cosx=2 = 75mx+5cosx:1 =

LT, T w_
= s1n§smx+cos§cosx=1 = COS x—g =le

- x—g=2k7r,kDZ - x:g+2k7[,kDZ
J6 J_ V2 e 2
sinx — cosx——@ Nl inx—YZcosx=x N2
22
T b1 12
< SIHXC057_COS)CSID7 —_—
4 4
. T _2\/5 . T)_ . T
< SN X—— |=—— < sin| x—— |=sin—
4) 4 4 3
e x= T =" = 2 o kO
473 43
T T 2n

o X=—+—+2knUx=—+— +2k7r kOZ
3 4 3 4

77t + 2% Ox lln
12

sin(2x)—cosx =0 = 2sinxcosx—cosx=0 <

]

—+2kn, kOZ

= cosx(25inx—1)=0 = cosx=ODsinx=%
Em [0, 2n] :

cosx=00sinx =

. T . T . T
< SIN XCOS— *+ SIn—COS X +SIn XCOS— —
4 4 4
. T
—sin—cosx=-1 =

. T s
= smxcosf+smxcosz=—1 =

-1 o

. 2
= 2sinxcos£2—1 o 2sinxX—=
4 2

. 1 . . b
= sinx=——= < sinx =sin _Z

V2
- x=—§+2kan=n+§+2kn,kDZ

Como xD[O, Zn] , temos:

x= 7+2n|:|x n+7w )c—lth—s—7t
4 4

4 4
_[5m 7n
47 4
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36.3.sin£— 3COS£:25inx = 1sinz——coszzzsinx =
2 2 2 2 2 2

37.1.

37.2.

38.1.

38.2.

38.3.

38.4.

38.5.

Jj

T.X . W X_ .
cos—sin— —sin—cos— =sinx <
3 2 32

. X T .
Sinf ——— | =SInXx <
(2 3J

i

«:»£—£=x+2knD£—£=n—x+2kn,kDZc»
2 3 3
B S E L Ly
2 3 2 3
e x==2" g x 8i‘+@ k07
3 9 3
Em [0, 4n] , temos:
10n 8n 20n 32n

—UOx=—0x=—-0x
9 9

s s

_[8z 20n 10n 32n
979 7379

. 2 . .
1-(sinx+cosx) =1 —(sm2x+cos2x+ 2s1nxcosx) =

=1~ (1+sin(2x)) =-sin(2x)

sin(2x) 2sin xcos x 2sin xcos x
1+cos(2x) 1+cos’x—sin’x cos’x+cos’x
2sin xcos x
S————=tanx
2cos” x

G
. 3sinx\% 3. sinx _3 3
Iim—— = ==lim——==Xx1==
=0 mx mr-0 x T T

. 2
0 sin x
tan® x \0 tan x Y’ tan x \’

lim = lim =| lim = | lim 98 | =
x-0 X x-0 X x-0 X x-0 X

. 2 . 2
. sinx . sinx _ .. 1
=| lim =| lim x lim
-0 xcosx =0 x -0 cosx

=(1x1) =1

. cos’x— IU (1 cos x) sin® x
lim = —lim - =
x=0 xsinx X*O xsin x x=0 xsin x
=—lim>t =
x-0 X
lim (2x—smxj - lim (Q—Sme 2~ 1im sinx _
X - —00 X X - —00 X Xy
=2-0=2
—1<sinx<1, IxOR"
SLesnx 1 peog-

X X X

Pelo teorema das fungdes enquadradas im 2 =0,

xomo

2x +tanx (%j

. . 2x . tanx
lim——— = lim—— +lim—— =
-0 sinx r-0sinx *-0sinx
. COSX | sin x
=2x —— +1lim— :2XI+hm7‘ =
. SInX x-0g6in x x¥-08In x XCcos x
lim——
x-0 x
. 1
=2+lim =2+-=3
x-0cosx 1



. (3)
38.6. im0 2y

5xsinx(1+cosx) _
x-0cosx—1 xﬂo(l—cosx)(1+cosx)_

. Sxsinx _ .
=-lim > th(l +cosx) =
¥=0]—-cos”x -0

= —Slim Y (1 41) =5x——x2=
x-08In" x hm sin x
x-0 x
1
:_SXZXI=_10
1-cosx [g] (1 —cos x)(l + cos x)
38.7. lim =lim-—; =
¥~0 gin® x x~0  sin x(1+cosx)
1-cos® x
—hrn—
x~08in x><(1+cosx)
:1ims%n2x><lim —ixl=1
x-0gin“x *-0l+cosx 2 2
(1+cosx)(sin2 x) (%j 1+cosx sinx )
38.8. lim 3 =lim X(lim j =
x-0 3x x-0 3 x-0 X
:ﬂxlzzg
3 3
@)
. sin(3x) 0) sin(3x) sin(3x)cosx(2x)
38.9. lim = lim— =lim =
Xﬁotan(Zx) x=0 sm(2x) x=0 sin(2x)
cos(2x)
=lim sin (3x) xlimcos (Zx)
HOsm(2x x=0
3y X n(3x) 7\;:;\
=lim .3)( x1= Sex -0,y -0
x=0 sm(Zx)
2xx——+ z=2x
2x
. Sex -0,z -0
lim Y
30y 3,13
2 li smz 2 1 2
z-0 z
0 sinx 1 sinx —cos x
3810, lim 3T g cosx - gy cosx o
LEdx-mo LT T L b
4 44 x—— s 4 x—=
(-3 o)
—lim sin x —cos x -

Ty 4cosx><(x—£j
4

. 1 .
=lim x lim =
cordcosx *-0 _T
4 X——
4
1 $in xcos— —sin—cos x
X Xlim =
BT
2 4
sin(x—lj T
y=x—-——
_ 2 x lim 4) _ 4
2x2 .z X—E Se x %\ » 0
4
:lxlimw_l)(l:l
2 -0y 2

63

38.11.

38.12.

38.13.

38.14.

38.15.

38.16.
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220

im® = Y (1)

=0 ginx -0 sinx

- 1H%sinxXy%(x_l):

x-0 x

. nsin(ax—a)@. nsin(a(x—l))_
M e T e)

asin[a(x—l)] 3
a(x—l) -
siny _ mxa nXa

T .
=—XgXlim——= = x| =
y=0y 2 2

. L2 |0 4 .
lim (2n+1)smf = lim||—+1|siny|= )
X - +00 n y-0 y y:l s n=

i i Sen - +o0,y - 0
_ hm(ﬁmy +sin yj im0 gy =
y v~

y=0 y y-0

. T .
=lim—— X lim
x-lx+] x-1

) :u(\'*l)

Sex-1Ly-0

= [

=4x1+0=4

(5
tim— 25 D 2 <8
©-0 tan T[x) x-0 s1n(1Lx) -0 s1n(1tx)

COS(TUC

.

Yy =mx

= 21imcos(nx) x lim :
x-0 Sex -0,y -0

Xﬂﬂnsin(nx)_
1 1 2

:2x1xlxlim.iz 2X[X—X — =
T y-0siny T limsmy T

y=0 'y

2
V3cosx—sinx _ . [
m =li

3 m
73 o AR 3(x—£)
3

. T . T
SIHECOSX —Smxcos—

3lim = Zlim =
T T r T
,\AS xX—— R X——
3 3
2 sin 2 2 -
=Zlim y —Zx1==-2 y=Xx ;
3“0 y 3 3 N
o Se x »?A\ > 0
. Xx-—sinx (6) (x—sinx)\/1+cosx
lim = lim =
=0 1—cosx *-9~/1-cosx1+cosx
X —sinx
—hmx/1+cosx><hm7:
A”“\/l—cosz)c
smx sinx
2><lim 2 Xlim
-0 /sin® x ¥=0 ‘smx‘
sin x
1-
2 xlim X =J2%x0=0
x-0 \smx\
X
sin x . sinx
1-——— 1-1lim—— 1-1
li e
x=0 \smx\ . sinx 1
lim ——
X x-0" X
sin x . sinx
1-——— 1-lim—— 1-1
-0
i X o w-0 X =0
=0 [sin x] . _sinx -]
—lim
X x-0" X



38.17.

0
1-sin®(2x) —cosx[G) i (1-cosx)—sin*(2x) _

lim——5—— = lim—— -
—lim (1 - c:)s x)(l +cos x) lim sin’ 2x) -
x-0 X (1+cosx) -0 xP

. 1-cos
xlim -
x-0 X

=lim
=01+ cosx

2
- "
=1ths1r12x_[2hmsm( x)j -

2 x-0 x x-0 2x

. 2 . 2
=l><(lim—smxj —(Zlimsmyj =
2 x-0 x y-0 y

_l 2 _ 2 _
—2><1 (2x1)

1,
2 2
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39.1. Se f¢é continua em R, entdo é continua em 1. Logo, existe

lxi?}f(x) , pelo que linl} f(x) = f(l) .

lim f(x) = lim (Sm()i/‘_l) " kj -

X1t x-1t 1-+/x

= k+1im Lsin(e- 1)1 +x)
= (1= (1)

in(x-1
:k+1im(1+J})><1imM —
xo1t x-1* 1-x N N
) Sex-1,y-0
=k-2x1im Y = f —2x] =k -2
y=0" y
f(1)=o0
k=2=0 o k=2

39.2. f¢é continua em R. Logo, o grafico de fndo tem assintotas

verticais.
Assintotas ndo verticais:

[Sin("_l)uj = i S0

1-x e 1=yx
=0+2=2
Dado que:
—ISsin(x—l)sl, DxD]l,+00[

lim f(x) = lim

X -+ X - +oo

1 sin(x—l) -1

< < ,DxDl,+00

T ey ey et LR
1 +1

lim——==—=0

t—o+ool_,\/; —00

it Sy

—00

0

Pelo teorema das fun¢des enquadradas:

lim sin(x—l) -0

X - 0o 1_ X
. . 1+cos(1tx)
lim f(x) = hmi1 =0, dado que:
X — —00 X — —00 x—

—ISCos(nx) <1, DxD]—OO,l[

1+ 1+cos(m) sléll, v 0] —o0, 1]
o

x-1" x—1

39.3.

40.

40.1.

40.2.

40.3.
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liml—_l= lim 0=0

x—-w xy —1] X =0

+
im Lo 2 _
o x =1 =0

Logo, pelo teorema das funcdes enquadradas:
1+cos (TUC)

x—1

lim

X =0

=0

As retas de equacdes y =0 e y =2 sdo assintotas ao
grafico de fquando x —» —c e quando x — +oo

respetivamente.
Trata-se de provar que a equagio:

f(x)z—x - f(x)+x20
tem pelo menos uma solu¢do em ]0 , l[ .
Seja h a funcdo definida em R por h(x) = f(x) +x,hé

continua em R por ser a diferenca de fungdes continuas
em R. Logo, / é continua em [0, 1].

n(0)=(0) +o= 10 1

h(1)=f(1)+1=0+1=1

-2

h(0)xh(1)<0

Portanto, pelo coroldrio do Teorema de Bolzano-Cauchy,
a funcdo & tem pelo menos um zero em ]0, 1[.

Logo, como a equagdo f(x) = — x € possivel em ]0, 1]
podemos concluir que o grafico de finterseta a reta de
equagdo y = —x num ponto de abcissa no intervalo ]O, 1.

f(x)=

1-cosx

COoS x

,g(x)=cosx; Df =Dg :]0,271:[

fé continua em ]O s 21t[ .

Assintotas verticais:

cos X 1
lim x)=lim =—— =400
xﬂﬂ*f( ) x=0"1—cosx O
. 1
lim f(x) = lim cosx — =+

x-2n xﬂn’l—cosx_O
As retas de equagdes x =0 e x =27 sdo assintotas ao
grafico de f.

Como D,» ¢ limitado, o seu grafico ndo tem assintotas ndo

verticais.

f(x):g(x) o 28T —cosx = 100” —cosx=0
—COSXx

cosx—cosx+cost_O cos’x _

< < =

1—cosx 1-cosx

= cosx=001-cosx#0

Como xD]O,Zn[,costO = x:ng:?)?n
1

xy:] - y=—
X

Trata-se de provar que [k D}% , E[ o f (x) -1

Seja h a fungdo definida em ]O, 21t[ por h(x) = f(x) 1 .
X



41.1.
41.2.

41.3. .

414.

41.5.

41.6.

41.7.

h é continua em ]0 , 271[ por ser a diferenca de fungdes

41.8.
continuas neste intervalo. Logo, 4 é continua em [g s g} .
V2 V2
h(gj_f[gj_ﬂ_ o 4. 4
4 4) = 1- 2 m 2—\/5 T
2 2
24 */E(Z’fﬁ)_g_zﬁu_i
2—\/5 T 2 T 2 T
4
=J2+1-—>0
P 41.9.
h(E]:f[E]—E:L—E:—E<O
2 2) m 1-0 = T
h(EJ x h(Ej <0 41.10.
4 2
Logo, pelo corolério do Teorema de Bolzano-Cauchy,
T T T T
kO |—,—| :h(x)=0,0useja, kO |—,— : flx)=—
AERARI
pelo que existe um ponto P(x, y) do gréfico de ftal que
E<x<E e xXy=1
5 .
f(x)=sinx+2cosx; f'(x)=cosx~2sinx
f(x) =sinxcosx
41.11.
Va (x) = (sinx)' cos X +sinx(cosx)' =
=cosxcosx —sinxsinx =cos’x —sin’x =cos(2x)
. (x—1
x)=sin| —
f(3)=sin >
-1\ - —(x-1 -
f()c)—[L lj cos(—jzx (2 )cos[—x JZ
X X X X
_1 x-1
—TCOS T
X
Xx)=tan| —
£(x) @
U
f=—n=——
cos’| = | cos?| = | 2cos?| =
2 2 2
f(x) = cos’ (3x)
41.12.

£ (%) =2cos(3x) [ cos(3x) ] =2cos(3x)(~3sin (3x)) =
= —6sin (3x)cos(3x) =-3sin (6x)
f(x)=cos’x—sin’x
f"(x) =3cos’ x(~sin x) = 3sin’ xxcos x =
=—3cos” xsin x —3sin’ xcos x
f(x)=tan’ x

_ 3sin’x

' ' sin® x 1
F(x) = 3tan’x(tan-x) :3coszxxcoszx_ cos* x
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tan (3x)
2x

F(x)=

_ [tan(Sx)]' X2x - tan(3x) x2

(2x)°
2sin(3x)
cos(Sx) _

/(%)

3x2x
cos” (3x) -
4x*
_ 6x—sinbx
" 4xcos’ (3x)

6x—2sin (3x) cos (3x)
cos® (Sx)
4x7

xcosxXsinx =sin’x

. sin x
f(x) =tanxcosxsinx =
cosx

f (x) =2Xsinxcosx = sin(Zx)

o] ool
2\/tan(x+73t) ) \/tan(ﬁg)

1
2cos? (x+£j tan[x+ﬁ)
3 3

tan x

7=

fx)=

N 1+3sinx

f(x)=

(tanx)' (1 + 3sinx) - tanx(l + 3sinx)'

(1 + .°>sin)c)2

sin x
x3cosx

(1+3sinx)—

2

- COS X COS X

(1 +3sin x)2

. . 2
1+3sinx 3sinxcos” x

—_cos’x cos” x
. 2
(1 +3sin x)

_1+3sinx—3sinxcos® x _

cos’ x(l + 3sin x)z

_ l+3sinx(l —coszx) ~

coszx(1+35in2x)
_ 1+3sinxxsin’x _ 1+3sin’ x

- cos’ x(l +3sin? x) B cos’ x(l +3sin’ x)

sin’ x
=S X Ly
f() cosx+

r r
(sm3 x) cosx —sin’ x X (cosx)

+0=

f(x)=

_ 3sinxcosxcosx +sin’ xsinx _

cos’ x

COS2 X

sin® )c(3cos2 x +sin xz)

cos’ x
2 2 2
=tan x(3cos x+1-cos x)=

=tan’ )c(2c:os2 x+ l)



Formulas trigonométricas e derivadas

4113, f(x)=x-sinxcosx :x—%XZsinxcosx: L sinﬁ NG sinzﬁ B
=——lim -——x—lim——%—=
1 4h-0 h 2 2h0h 1+ h
=x—§sm(2x) ) > COSE
f'(x):1—1><2cos(2x):l—cos(Zx) =—ili siny _ \/— %— \-:g
2 4r-0y 4 " 0y(1+cosy) Seh -0,y -0
inx+cosx
41.14. f(x)zx.SlL: _ 1 _\/5. smy siny _
smx—xc’osx = le Tlhmﬁ y lhom
_ (xsinx+cosx) (sinx—xcosx)— 1 \/5 1
(sin)c—xcosx)2 == X1=—=x1x0=-—
4
—(xsinx+cosx)(sinx—xcosx)' _ 42.2. f(x) :x+sin(2x)
(sinx—xcosx)2 £(0) _hmf(x) - £(0) :hmx+sin(2x) _
_ (sinx +xcosx —sinx)(sinx - xcos x) - 0 x=0 ' o X .
(sinx - xcos x)’ =1im£+21imM =1+2xlimo Y = =
x-0 x x-0 2x y-0 y Sex - 0,y 0
—(xsinx+cosx)(cosx—cosx+xsinx)
. = =1+2%x1=3
(sinx—xcosx)
T T
_ xcosx(sinx—xcosx)—(xsinx+cosx)xsinx _ , ' f[g"'h)_f[gj
(sinx —Xxcos x)2 / (6} - ;zlz% h -
xcosxsinx — x* cos® x — x*sin® x — xsin xcos x
= : p = Ty pesinf Taon ][ T3
(smx—xcosx) 6 3 6 2
s ) . =lim =
_x (cos X +sin x) _ 2 k-0 h
(sinx—xcosx)z (sinx—cosx)z singcos(2h)+sin(2h)cos§ 73
41.15. f(x) =2cosx —cos(2x) = EE%Z + }}f% h =
f (x):—Zsinx+ZSin(2x) :25in(2x)—251nx ﬁcos(Zh)+lsin(2h)—£
(54)-0 R
cos - "
421, f (x)=lim? (meh)= () L 2 = ! NG
h=0 h h=0 h fsin(Zh)——[l—cos(Zh)]
S =1+lim2 2 =
COS(E + 5] sin— 1 sinﬁ "o h
_ — __1 2 _ . _
—}Hré P —£1£1(1) = 2&1% 7 = =l+ilimsm(2h)— —ﬁlim(l cos(2h))(l+cos(2h))
) 20=0 2h 2 -0 h(1+cos(2h))
:—lli siny 1x1:—l _\:g =1 +1im s1n(2h) \/— lim sin”(2h)  _
25-0 vy 2 2 S0 0 ) y A 02h(1+cos(2h))
f(J:hmH: y= ” y 01+cosy Seh -0,y -0
3 h-0 h :1+1—J§x1x0:2
COS[EJJ_COSE 423, f(x)=2tan(2x)
hmM: sin(2x)
h-0 h 5
h a3 £(0) =tim L =AO) g 2an(2x) o cos(2x) _
COS—COs— —sin—sin— ——— X0 x-0 X0 x -0 x
=lim 6 2 - : :

B=0 h EPSLLL o) NP L] C) OIS B
\/g h ho1 3 Aﬂoxcos(Z)c) x=0  2x hOcos(2x
7cosf—sinaxg—7 siny 1 y=2x

=lim 5 = =4xlim X =4xixi=4 Sex 0,y -0

" =0y

1. h 3 h
_ESIHE_T I—COSE ( ] ( j
=lim = f'[ ]

h-0 h 8 hao h

sinh 1—cos2h 2
> N t
e - ( upe
200 b 20 h(1+cosf)
2 2
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43.

44.

Formulas trigonométricas e derivadas

sin(§+2hj P(n,4n) ; f(n)=4n+4cosg=4n
-1
COS(E"'Zh) y=2x+b
=2lim 4 = dn=2n+b = b=2m ,logo
h-0
t:y=2x+21
sin| =427 |- cos| E+2n 45.1 =2 - 2%) . £ (x) =—2sin x + 2sin (2
4 1. f(x)— cosx cos( x), f(x)— sin x s1n( x)
COS(%"'MJ f'(x)=0 < —2sinx+sin(2x) =0 < sin(2x)=sinx =
=2]im A - o 2x=x+2kn02x=n-x+2kn, kOZ =
sm[§+2h)—cos[4+2hj < X =2kn Dx:§+2k7t,kDZ
—21hirn =
; hcos(%+2h} Em [0’ 2“] :
f'(x)ZO - xZOszgmx:TDCZS?nDXZZTE
( \ [y
sin‘ £+2/1 ‘: N‘—Lcos(Z/z)-*—sin(Zh)—_
4 ) 2 2 T 5
\ X 0 = T — 2n
‘n \ 2 . 2 3 3
cos(1+2/1 I:TC()S(z/I)—SIH(z/I)T 1o + 0 - 0 + 0 - 0
) b7 B 3 3
‘ \ ( \ > L /=N |3 7 =21 N |1
%in] }JrZ/z I*cos‘ §+2/1 I: 2X£sin(2/1) = \/Esin(Z/l) 2 2
\f % \ 4 % < Min. Mix. Min. Mix. Min.
i 5
=21imM: f € estritamente crescente em [O,E} eem n,—n} e
h=0 T 3 3
hcos(z+2hj

LICO N

" cos( +2h}
4

sin(2h)

-2J_1

_ . 1 _
-zx/Exzm 5
2

2
—2\/§><2><—><11msmy

x/EOy

— 2 x2x-Zx1=8

V2

f(x) x+sm(4x), '(x)=1+4cos(4x)

3

4
e
4

y=2h

Seh -0,y -0

t:y=mx+b; P(

s b1
T_r, 4
f@ 4 Sl"[ 4]
m= '(nj 1+4cos(4xfj -3
4 4

,logo t:y=-3x+mn

f(x)=4- 2sin(§j

m=2

f(x) =4x+4cosg
t:y=mx+b

f'(x)=2 = 4—2sin(§]:2 - sin(§]=1 =

<

g g+2kn kOZ o x=n+dkn, kOZ

Em [0,211:], f'(x)=2 = X=T
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45.2.

. T S5n
estritamente decrescente em g ,Tleem | —,2m|.

f tem um minimo relativo igual a 1 para x=0 e x =21, um
minimo relativo (e absoluto) igual a—3 para x =7 e um mé-
Sm

T[ -
—ex=—.
3 3

ximo relativo (e absoluto) igual a % para x =
f(x) = cos(2x) —-6sinx;
/(=0 -

= 2sinxcosx+3cosx=0 =
o cosx(2sinx+3) =0 =

f (x) = —25in(2x) —6cosx

—ZSin(Zx) —6cos(x) =0 =

= costODsian—% = cosx=0

Em [0,211]:f'()c)=0~:»x=EDx=E
2 2
X 0 T 3 2n
2 2
[ - 0 + 0 - -
71 N -7 / 5 N 1
Maix. Min. Maix. Min.

. T 3n
f estritamente decrescente em [OE} eem [? , 27:} e

n 3n
estritamente crescente em >

f tem um maximo relativo igual a 1 para x=0, um

méximo relativo (e absoluto) igual a 5 para x = 37“ , um

. . . b
minimo relativo (e absoluto) igual a — 7 para x = > eum

minimo relativo igual a 1 para x =2m.
=[7.5]



45.3. f(x) = sin(3x) -3sinx; f (x) = 3cos(3x) —3cosx

f(x)=0

I

cos (3x) =COSX =

i

3x=x+2kn03x=—x+2kn, kOZ =
o 2x=2kn04x=2kn, k07 =

- x:kﬂ:l]x:%,kDZ
Em [0,2n]:

f'(x)=0 - x=ODx=ng=an:3§Dx:2n

x | 0 I T 3—n 2n
2 2
f'10 - 0 + 0 + 0 - 0
flo| N || /ol /14N |0
Max. Min. Max. Min,
o T 3

f é estritamente decrescente em | 0, 5 eem ? 21| e
. n 3m

estritamente crescente em | —, > |

f tem um méximo relativo igual a 0 para x =0, méximo

absoluto igual a4 para x = 37“ , minimo absoluto igual a —4

para x =§ € um minimo relativo igual a 0 para x =27
D), =[-4.4]

sin x
45.4. f(x):rcosx
f' (x) _ cosx(2 +cos x) —sinx(—sinx)

(2 +cos x)2

_2cosx+cos’x+sin*x _ 2cosx+1

(2+cosx)2 - (2+cosx)2

f'(x)ZO - 2005x+1=0|]x|:l[0,211:] -

1 2 4

= COSX=-—— DxD[O,Zn] = x:—nlilx=—n

2 3 3

2n 4

X 0 ? ? 2n

f' + + 0 — 0 + +

0 / ? N —? / 0
Min Max Min Max

2n 4n 1
f é estritamente crescente em [O R ?} eem [? 2w | e

—,—

3

f tem um minimo relativo igual a 0 para x =0, um mini-

. 21 4m
estritamente decrescente em

3 4
mo relativo (e absoluto) igual a ——— para x = idd , um

3
méximo relativo (e absoluto) igual a 3 para x = 2n e

um méximo relativo igual a O para x =2m.

e
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Formulas trigonométricas e derivadas

Pag. 108
46.1. f(x) =x +cos(2x) 1 (x) =2x —ZSin(Zx)
f"(x)=2—4cos(2x)
f"(x)=0 = 2-4cos(2x) =00x0[0, x| =
= COS(ZX):%DZXD[O,TE] <
o 2x=Emae=l L x=Ty=3t
3 6 6
X 0 x 5—” T
6 6
f" 0 + 0 - -
f n O
P.I P.I

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em

T 5n . T S5n
0,—| eem |—, = | evoltada paracimaem |—,—|.
6 6 6 6

. n St _ . ~
Os pontos de abcissas r; e 3 sdo pontos de inflexdo.

46.2. f(x)=2cos(2x)+ %cos (4x)

47.1.

£ (x) =—4sin(2x) - 2sin (4x)

f"(x) = —8003(2x) —-8cos (4x)

f"(x) =0 = —8003(2x)—8003(4x) =0 =
- cos(4x) =—cos(2x) - cos(4x) :cos(n—2x) -
o dx=n-2x+2kn04x=-n+2x+2kn, k07 =
e 6x=n+2kn02x=-n+2kn, kOZ =

w+2kn —n+2kn
= X = Ox=
6 2
No intervalo [O, n] , temos:
T T Sn
"(x)=0 = x==—0Ox==0x=
f ( ) 6 2 6
o m Sm
“1° 6 2 o "
[ - — 0 + 0 + 0 -
f n 0 0 n
P.L P.L
O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em
vl 5m ] , n 5
0,—| eem |[—,m| evoltada paracimaem |—,—| .
6| 6 | 6 6

. n  Sm . ~
Os pontos de abcissas 5 e 3 sdo pontos de inflexdo do

grafico de f.

_ 1
f(x) T 1+cosx’
Zeros: f(x) #0,0x0D,

Monotonia e extremos:

D, :]_“”T[

f'( :—(1+cosx)’ _ sin x

(l + cos)2 - (l +cos x)2

f(x)=0 < sinx=00x0]-n,a] = x=0

X n 0 n
f + 0 -
1
0 N = /
2
Min.




Formulas trigonométricas e derivadas

f € estritamente decrescente em ]—71' s 0] € estritamente s =z _ g 0 g x
crescente em [O,TC[ g " 0 — — 5 "
1 .
7(0)= 5 é o minimo absoluto de f. f 710N N o/

Max
Concavidades:

!

Min
P . b T
f € estritamente crescenteem |~m,—|eem |—,T| e
. ' 2. 2 2 2
(smx) (l + cosx) —sin x[(l + cosx) }

)= -

. T b1
1+cosx)’ estritamente decrescente em | ——,0[ eem |0,—| .
2 2

_cosx(1+ cosx)2 —sinxx2(1+cosx)(-sinx)

(1 —cos x)4

L. . T
ftem um maximo relativo igual a 0 para x = _5 eum

2 in? . .. e
_ (1+ COSX)(COSX +cos” x +2sin x) _ minimo relativo igual a 0 para x = r

4
(1'+cos2) o
Concavidades e inflexoes:
cosx+cosz)c+2(1—cos2 x) cosx—cos? x+2 (%)=
- 3 = 3
(1+cosx) (1+cosx) . ,
) [cosx(1+sin2xﬂ sinzx—cosx(1+sin2x)(sin2x)
Como Dxl]]—ﬂ:,n[,—1<cosx£1, 0<-cos”x<1 vem = - =
) sin” x
que cosx—cos  x+220. , ,
—sinx(l +sin x) +cosx X 25inxcosx}sin x-
Logo, f"(x)ZO,Dx[I]—n ,n[. :_[
sin* x

A concavidade do grafico de f ¢é voltada para cima pelo

que ndo tem pontos de inflexdo. —cosx(l + sin? x)zsin XCOS X

Assintotas nao verticais: 3 =
sin® x

O gréfico de f ndo tem assintotas ndo verticais porque D, s s s ,
o —sin x(1+sm x)+2cos xsin” x —
¢ limitado =-

-3
Assintotas verticais: f ¢ continua em ]—71' s n[ S x
1 1 —2cos’ x —2cos® xsin* x _
lim f(x)= lim ———=—=+00 3 =
X (x) v--n" [ +cosx 0 sm” x
. . 1 1 sin® x(1+sin® x) +2cos” x
lim f(x)=11m7=—+=+00 = ( )
P x--t 1+cosx O sin® x
As retas de equagdes x = -n e x =m sdo assintotas do . " . .
) quac roTmeAsT O sinal de f" depende do sinal de sin® x dado que
grafico de f.
Grifico: sinz)c(1+sin2 x) +2c0s’ x>0, k0D, .
4
: Y ! x| 0 T
i i i - -
' ' f n 0
| | O gréfico de ftem a concavidade voltada para baixo em
| % | ]—n , 0[ e voltada para cima em ]0 , n[ . N#o tem pontos
_'n 0 11: g de inflexdo.
Assintotas nao verticais:
2
_Ccos x, —1— O grafico de fndo tem assintotas ndo verticais dado que
472. f(x)="2";D, =]-n, o[ \{0} rd Jndo tem q
S x D, é um conjunto limitado.
Zeros:

Assintotas verticais:

— 2 — :
f(x)—O = cos"x=00sinx#00x0D, = fé continua.

T n 2
=cosx=00x0D, = x=-—Ux=— . _ .. cosx_ 1 _
2 2 lim f(x)— lim — =—=-0
. x--nt x--r" ginx 0
Monotonia extremos: )
. . . . cosx 1
, 2cosx(—sinx) xsin x —cos” xcos x lim f(x) = lim——=— =~
f(x): — = x=0 -0 sinx O
sin” x R |
. . Cos"x
cosx(—Zsmzx—coszx) cosx[—251n2x—1+sm2x] lim f(x) = lim ——— =— =+
= - = - X0 x=0" sinx 0
sin” x sin” x )
. . . _,._cos"x _ 1 _
cosx(—sm x—l) cosx(1+sm x) }H?,f(x)—}lfg sinx —OT—+°°
- -2 - -2
Sm-x s x As retas de equagdes x =—m,x =0 e x =7 sdo assintotas
vy _ . 3 ]
f (x)—O = cosx=00sin"x200x0D, = ao grafico de f.
s T
e x=——0Ox=—
2 2
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* Grafico: 48.1. Seja T, o tempo gasto de A a C.
! Y 7 _AP _PC
| | Be=0 "0
| -3 | 2 2
. 2 . 1 — 1
¢ : > — =tand = PB=
s o z T PB tan &
i AP=20-PB=20-—2
‘ tan &
X X 12 . e 12
== —tan— - —=sinf « PC=——
47.3. f(x) 5 tan2 em ] n,n[ PC sind
Monotonia: AP _ 1 (2 12 j_l 3
£ ):7_1(1_””27] _ g 20 tan & 5tan 8
22 PC_1_12 _ 6
1 1 1 X 1 X 0 10 e ae
= tan? i =Ll 10 10 sin@ 5sin8
2 2 2 2 2 2
: 7(6)=1-—— +
f (x) <0, Ox D]—n s n[ . Logo, f ¢ estritamente Stan@ 5sinéd
decrescente em ]—71' s n[ pelo que ndo tem extremos. T(H) =1 _3 X cosé + 6
. 5 sin@ 5sin@
Concavidades:
3cos8-6
1 x) 1 x xY T(H) Sl
f"(x)=|-<tan’Z | =-—x2tan=x| tan= | = 5sin@
2 2 2 2 2 3(cosf-2)
48.2. T'(0)=-2| ——=| =
sin— 1 sin ( ) 5( sin @ J
= - X 2 = - . .
P X X 3 —sm6’><51n6’—(cosé’—2)cosé’
cos— cos” = 2cos” = =-—X T =
2 2 2 5 sin” @
—einl o 2
f"(x) =0 < sin: =002cos’ = £0 Dxl]]—ﬂ:,ﬂ:[ = —Ex sin” & COS2 6+2c0s8 =
2 2 5 sin~ @
< sin==0 DED}_E,E[ X0 x=0 =§x1—202056’ _ 3(1—202050)
2 22 2 5 sin’ @ Ssin“ 8
X on 0 n , 1 n
1B ; 0 T(9)=0w1—2c059=0«»cos¢9=5w9=§
f 0 0
PI 9 0 i z
O gréfico de ftem a concavidade voltada para cima em 3 2
]—n ; 0[ e voltada para baixo em ]0 , n[ . O ponto de i = 0 +
T N /
coordenadas (0, 0) ¢ um ponto de inflexdo. =
Assintotas nio verticais: O tempo gasto é minimo para €= 3
O gréfico de fndo tem assintotas ndo verticais porque D,
Para =", AP=20- 2 =202
é limitado. aa v=n, A= A
Assintotas verticais: tan
fé continua. 12
X R X (20—] km=13,1 km
lim f(x) = lim | ——tan— |=—— lim tan— = 3
xo-mt xo-nt\ 2 2 4 xo-m* 2 5 .
v s1n(2a)
- 49. d(a)=2020)
:7—(—00):+oo 9,8
2
()=t L
lim f(x) = lim (f - tanfj =r_ lim tanE = d (a) - 9,8 ><2cos(2a) DUEI}O, 2[
xom xon\ 2 2 4 x-n 2 B
N _ _n
=§=_(+°°)__°° d'(a)=0 < cos(2a)=002a0]0,n] = 2a=7
As retas de equagdes x = —m e x =7 sdo assintotas do wag=2
grafico de f. 4
Grifico: ‘ a | o 4 r
| y 4 2
: d' + 0 -
! d / N\
' T _ Max.
-7 0] 1 X ) . . T
A | A distancia d ¢ maxima para a = 2 rad.
i
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50.1. f(x)=1+ 25in(2x+g], x0[0, 7]

2n

Periodo fundamental: F, = > b

Contradominio:
Para 0<x<m

Teox+Zcon+l o —155in[2x+£]51 -
6 6 6 6

- —1S1+2sin(2x+§js3

D, =[-1,3]

Zeros:

f(x)=0 = 1+2sin(2x+ﬁj:0 - s.in(2x+fj:—l
6 6) 2

- 2x+g=—g+2knD2+g:%n+2kn,kDZ

- 2x=—§+2knD2x=n+2k7t,kDZ

e x=-LtinOx="4kn, kOZ
6 2

Em [O,n],temos xZEDxZS—n.

2 6
Minimizantes de f:
f(x)=-1- 1+251n(2x+gj:—1 -

= sin 2)c+E =-1- 2x+E=3—n+2kn,kDZ
6 6 2
a2x=4—;+2kn,kDwa=2—;+kn,kDZ

2
Em [O,n] , temos xz?n
Maximizantes de f:

f(x)=3« 1+2sin(2x+gj:3 - sin(2x+gj:1 -
e 2+ 2=k k07 < 2x =L+ 2k, kO Z
6 2 3
ax=g+kn,kI:IZ

Em [0,n],f(x)=3 = x=%

Grafico:

[\S)
'
'
|
T---

Q
SIES] ——

50.2. f(x)=cos(2x)++2 em [-m, ]

_2m_

T

Periodo fundamental: P,
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50.3.

Formulas trigonométricas e derivadas

Contradominio:
Para -m<x<mn
2n<2x<2n = -I1<cos(2x)<1 =

= \/E—ISCOS(2X)+\/5S\/E+1
D, =[V2-1,42+1]

Zeros:
- . ,
fndo tem zeros, pois 0011 D',

F(0)=f(x)=2
Minimizantes de f:
f(x)=x/§—1 P cos(2x)+x/5=x/5—l =

o cos(2x)=—1 w 2x=m+2kn, kOZ

- x=g+kn,k|:|Z

T

Em [n,n] f(x)Z\/E—l - xZ—ngZE

Maximizantes de f :
f(x)=x/5+l P cos(2x)+\/5=x/5+l P

= cos(2x)=1 = 2x=2kn, kOZ = x=kn, kOZ
Em [—n,n],f(x)=x/5+l = x=—-n0x=00x=xn

Grafico:

B T 0 £ T x
2
f(x)=2—4cos(x—§] em [—n,n]

Periodo fundamental: F, = % =2n

Contradominio:

T T T
“MSXST —n——Sx——Sﬂ:—g =

3

- —IScos(x—Ejsl -
3

- 4—252—4cos(x—§js4+2

D, =[-2.4]
f(=m)=f(n)=4

Zeros:

f(x)=0 = 2—4cos[x—§j=0 = cos[x—§j=%

- X_E:E+2kﬂ;Dx—E:—E+2kﬂ:,kDZ
3 3 3 3

- x:2—;+2k7t|:|x:2kﬂ:,kDZ

m [-n.x] £(x)=0 = x=00x=2"



50.4.

Minimizantes:

f(x) ==2 = 2—4cos[x—§)=—2 =

«:»x=§+2k7t,kDZ

Em [—n,n],f(x)=—2 = x=§

Maximizantes:

f(x) =6 < 2—4cos[x—§)=6 > cos[x—§]=—1 -

- x—gzn+2kn,k|:|Z - x:i;+2kn,kI]Z

Em [—n,n],f(x)=6~:» xz—z—;

Grifico:

f(x) :l—sin(£+ﬁj em [—2n,2n]
2 4
. 2n
Periodo fundamental: F, = i 4n
2
Contradominio:
2n<x<2m - —nsg<n =
T X T o
o MHA—<Z+E< 1+ o
4 2 4 4

D; =[0,2]
Zeros:
f(x):Oc.l—sin(ﬁ—g)=O sin[7+f] 1=
e X4 o T ok k07 = 2 =242k kOZ
2 4 2 2 4
m

- x25+4k7t,kDZ

Em [-2n,2x], f(x)=0 = x:g

e . i
Minimizantes: XZE
Maximizantes:

C(x o= (x T

x)=2 = 1-sin| =+—|=2 « sin| —+— |=—1] =

/) (2 4) (2 4)
_3n
2

= x=—3—n+4k7t
2

e X4 ok k07 - 2= 2k kO Z
4 2 2 4

Formulas trigonométricas e derivadas

Em [—2n,2n],f(x)=2 = x=—3§

f(=2n) = f(2n) :gﬂ:m

Grafico:

—2n _|3_1t O| g
2

N[
[\~]
a
=
L

50.5. f(x) :1+tan(2x) em }—g,g[

Periodo fundamental: F, = g

Contradominio: R
Zeros:
f(x)=0 = 1+tan(2x) =0 = tan(2x)=~1 <

e =Pk k07 - x=-2+* k07
4 8 2

Em }—g,gl:,f(x):Oa x:—g

Assintotas:
tim f(x) = lim, [1+tan(2x) ] =1+ (~00) = oo
4 4
liI}} f(x) = liI}} [1 + tan(2x)] =1+ (+00) =400
4 4
Grifico:
v M
|
A |
n /n o T X
4i 8 4
i

51 (1) = 3sin (nr) - cos (nr)

511, x(1) ZZ(fsin(m)—;cos(m)J:
= 2(sin§sin(nt) —cosgcos(m)] =
- —Z(COS(nt)cosg - sin(nt)singj _

= —2cos(nt+§) = 2003(nt+§ +n] = ZCOS(TEZ +4?n]

51.2. D =[-2,2]

A distancia maxima a que o ponto estd da origem € 2 m.

51.3. Velocidade: v(t) =x (t) = —2nsin(m +4—3n)

alr) = ¥'(1) =-2° cos(n’t +i3”j

72



. 4
|v(#)] é maximo quando sm(nt +?n) =#1
sin[m+ 2 =41 o« =T bt k07 -
3 3 2

+k, kUZ = t=—%+k,kDZ

a[—§+kj =-2n" cos (—§+kjn+ﬂ =
6 6 3

:—ancos(—%+4—;+knj, kOZ

=—2n2cos(§+kn),k[lZ=—2nz x0=0

A aceleracdo é de 0 m/s”.

52.

53.1.

Pag. 109
R A
PO PO=1
:Q=tanx = PQ=tan(x)
PO
PR _
— =tan E—)c < PR =tan E—)c
PO 2 2
QT?:tanx+tan(E—xj,0<x<E
2 2
T
d(x):tanx+tan(5—xj
d ()=t e =
COS™ X z(n_ j cos“x sin (x)
cos™| ——x
2
_sin’x—cos’x _ cos(2x)
sin® xcos” x sin” xcos® x

d (x) =0 = cos(2x) =00sin*xcos’x 20 =

s s
= 2x=— o x=—,pois 2x0[0, w
© o s= %o 0o
5 0 w w
4 2
d' - 0 +
d N 2 e
Min.
A distancia QT? ¢ minima para x =§ rad .
V. =nr’xh
r
T=cosx = Ir'=CosX
h . .
TZsmxw h=sinx
V(x)=7t><coszx><sinx

V(x) = n(l —sin’ x)sinx

V(x) = n(sinx —sin® x)

73

Formulas trigonométricas e derivadas

532. V' (x) = n(cosx —3sin? xcosx) = n[cosx(l - 3sin? x)}

14 (x) =0 = (cosx=0|]1—3$in2x=0) DxD}O,g[ -

[

sin2x=1[|x[| O,E -
3 2

sinx:\/T DxD}O,E[ -
3 6

sinx=\/§[|x[l}0,n[ -
3 6

i

[

i

. 3
X = arcsm? =a

X 0 a W
2
| + 0 -
14 / N
Max.
P . 3
O volume é maximo para x = arcsmT .
e 3.3
h =sin| arcsin— | =—
3 3
2
r2+h2=1wr2=1—£ e r l—lm
3 3

$

¢

I
I~

!

1]
S&

)

!

1]

&

3

54.1. f(x) =4x +cos(2x) s f (x) =8x-— ZSin(Zx)

f'(0)=8x0-2xsin(0) =0

Logo, a reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa
nula tem declive nulo, ou seja, é paralela ao eixo Ox.

54.2. f"(x)=8-4cos(2x).ParaxOR:

cos(Zx)Sl = —4cos(2x)2 4 < 8—4005(2x)24
Logo, f"(x)>0,0x0OR.

O gréfico de ftem a concavidade voltada para cima em
todo o dominio.
Como f" (x) >0, x0R, entdo f’ € estritamente

crescente em R.

54.3.Sabemos que /’(0) = 0 e f~ € estritamente crescente em R.

55.

Entao, f' (x) <0, Dxl]]—oo R 0[ e f'(x) >0, DxD]O R +00[
pelo que f € estritamente decrescente em ]—oo , O] e
estritamente crescente em [O, + 00[ .

Logo, f(O) =4x0> +cos0=1 € o tnico minimo de f.

f(x) =6x+6sin(2x),x[|[0,n]

55.1. As abcissas de A e B sdo zeros de f~.

f (x) =6+ 12cos(2x)

f(x)=0 = 6+12cos(2x) =0 « Cos(2x):—% _
@2x=2—3”mx:4?“ = (0=s2x<2n)

- x:EDx:E
3

g é a abcissa de A.



55.2.

56.

j 6><—+6sn(23j 2n+6><%—2n+3\/_

ua\?—l

1
8

n+3\/—)

us\?-l

?ﬂ: a abcissa de B.

f(zlj 6x27+6sm(2x2—j 4n +6x(—\/§J

3 3 3 2
=41-3\3

B(z—;,4n—3\/§j

f"(x) ==12x2sin(2x) = —24sin (2x)

f"(x)=0 = sin(2x)=0 -

«2x=002x=n02x=2n - (0<2x<2m)
- xZODx:EDx:TE
2
X 0 E T
2
] o - 0 0
f n 3n O
PL

O gréfico de ftem a concavidade voltada para baixo em

l:O N g[ e voltada para cima em }g s n} . O ponto de

Tc Z s . ~
coordenadas [E , 311) ¢ o tnico ponto de inflexdo do

grafico de f.
Seja t:y =mx+b areta tangente neste ponto.

m:f'(E):6+12cos[2XE]:6—12:—6
2 2

3n:—6xg+b o b=3n+3n - b=6xn

Formulas trigonométricas e derivadas

Py 0 @ ©
6 2
r N I
f / N
2 P T
A érea é maxima para x = g .
s 271:

Para este valor de x, QOR ROP== T I_2r
2 6 3°

Logo, o tridngulo [PQR] ¢ equilétero para x :% .

Avaliacao

t:y=—6x+6n vt

a_ . .

7—smxwa—rsmx 0 b \p
=

b Nz /'

—=cosx = b=rcosx 0 A x

r r

_2b><(a+r)_ P
A[PQR] = f = rcosx(rsmx r) =

f(x) =7 (cos xsin x + cos x)
f'(x) = r*(~sinxsinx +cos xcosx — sin x) =

=’ (cos2 x—sin® x —sin x) =

r (1 —sinzx—sinzx—sinx) =

r (—Zsinzx—sinx+1)

f'(x)ZO = 2sin®x—sinx+1=0 =
. _1x41+8 . _1%3
A Sln.x—_i = Slnx—j =

. 1.
= sinx=—[sinx=-1 = x=

xD:|O,E[
2

o]
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sin(2x) sin(27n
limi( ) 27( ) 2=
xemox T s
Resposta: (A)
a =sing b =cosg

2 2 A

A= 2ax2b = ZSin%cosg =singa

Resposta: (B)

E=2;%=1;R=\/22+ =\/§

D c
Ve 1
o
A 2 B
sing = _ﬁ;cosa:l:ﬁ
5005 N
. sin(2a)=ZSina'cosa':2><—xi=ﬂ
50505
. cos(20’)=cosza'—sinza':i—l 3
5 5 5
. costa=d
5
sin(2a) =cos’a
Resposta: (B)
P =5n-mn=4n
2n 2 1
—F4n e =4 4p=2=b=- C) ou (D
b p ; (©ou)
—an(x)sd+a

O valor minimo de f, d —a , é positivo.
Em(C), d-a=3-4=-1<0.

Em (D), d—a=4-3=1>0.
Resposta: (D)
f"(x)=2+cosx>0,0xOR

Logo, f’ ¢ estritamente crescente em R

Como f'(0)=0, f'(x)<0 para x<0 e f'(x)>0 para
x>0,

X 0

f - 0 +

f N /

Resposta: (D)



1

f (x)=1+cosx

Se f éimpare 0L D,, entdo f(0)=0.

Ho) 2 £ (8) = £ (0)

0) =lim————+

£(0)=lim=—="—7

1+cosO=1imf(x)_0
x-0 X

Resposta: (B)

= lim f(x)

x-0 x

=2

8.1.

8.2

Pag. 111
f(x)=cos(ax+b),a[IR e bD[O,g}

3 !
Seareta y=—x +7 é tangente ao grafico de f no ponto

x=0 temos:

a=2e¢b="
6

f(X)={

Se f é continua e diferencidvel em R , entdo € continua e
diferencidvel em 0.

lim £ (x) =sin0 = £ (0)

. 1 _.2 —
b )=ty o+ 45) 0

sin x sex<0

-x*+ax+b sex>0

sin x sex<0

Logo, b=0 e f(x):{
LI-10)
(x)

¥) =
—
¥) =
—

-x*+ax sex>0
. sinx
lim—— =

x-0" x

7(0)=tim !
f

-x*+ax—-0 B

7(0%)= lim

X

2 Ofw ©

x-0" X
)

(O) = lim
x(— +

= lim

X
=a
x-0" X

Logo, a=1.
Portanto, a=1 e b=0.

sin x sex<0

f(x):{—xz +x sex>0

)=
—sinx sex<0

! (x)={_2 sex>0
Se xD]—n,O[, —sinx>0.

se x<0

—2x+1 sex>0

COsSx

75

9.1.

9.2

9.3.

94.

Formulas trigonométricas e derivadas

Se x0]-m,0[, f"(x)>0.
Se x>0, f"(x)=-2<0.

Como fé continua em x =0 e a segunda derivada muda
de sinal neste ponto, o ponto do grafico com abcissa 0 é
um ponto de inflexao.

f(x) =sin (Zx) + cos(Zx)

! @mW

sin(E+2hj+cos(E +2hj—(sinE +cosEj
2 2 2 2

=lim =
h-0 h

:hmcos(Zh)—sin(Zh) -1

h-0 h

__hmsin(Zh) _hml—cos(2h) _

h-0 h h-0 h

sin(2h) _ (1-cos(2h))(1+cos(2h))

k-0 h(1+cos(2h))

. sin’(2h)

—m

hﬂﬂh(1+cos(2h))
. sin(2h) . sin®(2h)

=-2x1-2lim xlim =
h=0  2h ’Hoh(l+cos(2h))

- oxlim sin (2h)

h-0

y=2h

= 2 20im Y iy 20
y=0 y >~0y(1+cosy)

=2-2xI1x0=-2

f (x) = 2005(2x) —25in(2x) =

2 [«/5 V2

=2X— 700s(2x)— 5 sin(2x)]=

NG
_42
)

(cos (2x) cos% —sin(2x)sin %) =

= Zﬁcos(Zx + gj
NG

rry=mx+b ; m=f'(0)=2\/zcosg=2\/5><72:2
f(0)=sin0+cos0=1

Como o ponto de tangéncia € (0, 1), temos b =1, logo
r:y=2x+1.

f(x)=2- Zﬁcos(2x+§j:2 -
wcos(2x+nj:\5 - / z
4)" 2

/
\2V2

|4,

o2+ B = ok o+ E = -k 2k k07 <
4 4 4" 4

@2x=2knD2x=—g+2kn,kDZ -

@x:kn[lx:—§+k7t,k|:|Z

Em [—g,g}, f'(x)=2 - xZODxZ—g

. T
Logo, o ponto de abcissa _Z € o Unico em que a reta

tangente ao grafico é paralela a reta r.

Seh -0,y -



10.

11.1.

11.2.

11.3.

ZSin(Zx)cosx =1- 2cos(2x)sinx =

= 23in(2x)cosx +2cos x(2x)sinx =1 =

0

2[5in(2x)cosx + COS(2X)SiIl x] =1 =

]

2sin (3x) =1 = sin(Sx) :% -

Jj

3x=g+2knD3x=n—g+2kn,kDZ -

oxs M, Om L 2k g

18 3
13,5 4
sina
13,5 — 13,5 BT

=sina < PB=—
sina

3,

=sing « AP=

777777777777 13,5

13,5 32

AB=AP+PB= +

sina@  cosa

d(a): 13,5 + 32
sin@ cosa

' 13,5cosa  32sina
d(a)=- +
sin* cos’a
_ 32sin’ @ —13,500s3a’ a’[l}O , E[

sin’ acos’ a

d'(a)=0 = 32sin’ a-13,5cos’a =0 -
- 32sina =13,5cos’a <

sinfa 13,5

cos’a 32

antg =2 _ [
< tan @ =— < tanq =3 =
64 64

3 3
< tan@ =— < @ =arctan—
4 4

P = ‘cosa#()

d é uma fungdo diferenciavel.
Como lim d(a) = lim d(a) =+00 , no dnico ponto onde
a-0" n

a-=
2

d' (a) =0, d(a) é minima. Sendo a = arctané :

a |lo a z
2
d' - 0 +
d +00 \‘ /l +00
Min.
. 3
d é minima para :arctanz.
3 2
tanag =—; l+tan"a = >
4 cos a
2
TV(EA I EEC S B
4 cos” a 16 cos a
9 l cosa>0 2 16 4
e l+—=— = oS a=— = cosa=—
16 cos”a 25
sina
tana =
cosa

. 3 . 3
= sind =—X— < sin@ =—
4 5 5

12.

Formulas trigonométricas e derivadas

Para a’=arctan%, d(a) =132+ =205+40=625
5 5

A distancia minima entre A e B é igual a 62,5 u.c..

S = Area do setor circular — A[OBA]

p _ Oxr* _Ox1* _ @
Area do setor circular = = =— ~ s
2 2 2 /\'\
a =sin—
2 A L
hiy
h=cosg : 2
(0]
20%h _ . _sinf
A[OBA} 2 =sin— Xcos— =—X2sin—cos— =
g sinf 1
S(0)=——-——=—=(0-sinb
(0)=2-"20 =L (9-sino)

=%(1—cos¢9) — §'(6)>0,000]0,x]

Logo, S € estritamente crescente em ]0 , n] pelo que S é

s'(9)

méxima quando 8= .

Avaliacao global

-

Pag. 112
f(x)=cosx; f'(x)=-sinx: f'(x)0[-1,1],0xOR
Logo, qualquer reta tangente ao grafico de ftem declive m
tal que -1<m<1.

Resposta: (D)

2
g(x) =%—sinx; g (x)=x-cosx; g"(x)=1+sinx

Como g"(x) 20,0x0OR, o grifico de g ndo tem pontos

de inflex@o. c
Resposta: (A)

é =cosq@ = b=2cosa

2 2

h . .

—=sin@ = h=2sina

2 A= L

_2bxh

A[ABC] T 5
=2 (ZSin acos a) =2sin (Za')
Resposta: (A)

=bxh=2cosaX2sing =

f (x) =sin’ x—cos’ x = —(cos2 x—sin’ x) = —cos (Zx)
_2m_
=—=n

2
Resposta: (A)
T

6

P

0

IN

x<

wla

IN

2x <

wla o3
|3

w3

v &

< sin(2x) <

£ ols

-3 < 2sin (2x) <
Os\/g+2sin(2x)s2\/§ - .
D, =[0.243] B

Resposta: (A)

|5

wla
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(k+1)cosx sex<0
6. f(x)= x+tan>
se0<x<m
X
lim f(x) = lim [ (k +1)cosx | = (k +1) = £(0)
x-0 x -0
.X
s —
2
X X
x+tan— X COS—
lim £ (x) = lim 2 = lim = + lim =
x-0" x-0" X x-0" x  x-0" X
.X
s —
=1+ lim —2 x lim =
x-0 X x-0
COS—
sin— 1 _x
=1+—lim x-= )
20200 X ] Sex -~ 0", y-0
2
=1+ im0 =g 4 Lxg =32
y-0 y 2 2
k+1:§ - k:l
2 2

Resposta: (B)
7. f(x):atan(bx+c)+d

s s 1
Periodo: —=3n1-n « — =21 = b=— ((C) ou (D
5 5 5 ((C) ou (D))

As ordenadas dos pontos de inflexdo sdo negativas. Logo,
d<o0.
Resposta: (D)
8. f(0)=1<- 11m7f(x)_f(0) =1 - mM =1
X0 x-0 -0y
Seja y=mx+b a reta tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa 0.
m=f(0)=1; b=f(0)=0
Logo, a reta de equagdo y = x , ou seja, a bissetriz dos
quadrantes {fmpares € tangente ao grafico de f.
Resposta: (C)

Pag. 114
l—.cosx s —m<x<0
sinx
9. f(x)=1k sex=0
1
xsin— sex>0
X

9.1. Sefé continua, entdo € continua em x=0.
(l —Cos x) (1 +cos x)

sin x(l + cosx)

. . 1- .
lim f(x) = lim —2 = lim
x-0" x-0" x-07

sin x

. . sin’ x
= lim — = lim — =
x=0" s1nx(1+cosx) x=0" s1nx(1+cosx)

2
1-cos™ x

= im0
x-0"1+cosx 2

f(0)=k

Se f'é continua, entdo k=0.

Formulas trigonométricas e derivadas

9.2. fécontinua em Df = ]—n ,+ 00[ .

9.3.

l-cosx _ 2
lim f(x)= lim =—=-00
h_,gf() x--ntosinx 0"
. . .1 (1.
lim f(x)= lim | xsin— | =lim| —siny B
X - +00 X - oo X y-0 y 7\‘7:~ \—T
:limSiny - Sex — +o0, y 0
y-0 y

As retas de equagdes x = - e y =1 sdo as unicas
assintotas ao gréafico de f.
f(x) =-1 Elx[l]—n R 0[ =
1_
o — 2% = 1 0x0]-n,0] -
sin x

= 1—cosx=—sinx|]x|]]—7t,0[ = (sinx#0)
= cosx—sianleD]—n,O[ =

V2 V2o 2

& —CosSXx———sinx =— I:Ix[l]—n,O[ -
2 2

A

= cosxcosE—sinxsinE:—ZDxD]—n,O[ -
4 4 2

- cos(x+nj:\/§|]x[l]—n,0[ -
4 2

]

2= ok Ox+E =Lt 2k, k0Z Ox0]-n . 0]
44 4 4

- xZanDx:—g+2kn,kI]Z|]xD]—n,O[ -

9.4. Para x<0:
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(1 —cosx)' sinx = (1= cos x)(sin x)

.
f (x)— . 2 -
(smx)
_ sinxsinx — (1 —cosx)cosx
sin’ x
=2 2
_sin“x—cosx+cos x _1—cosx
sin® x sin® x
t:y=mx+b



10.1.

10.2.

10.3.

f (x) = A[AOM] + Area do setor BOM

AOxh _2xh _

A[AOM] = T 2 h

ﬁ=sinx = h=2sinx
2

. A 2 0 B
A[AOM] =2sinx

x 22
o =2x

Area do setor BOM =

f(x) =2x+2sinx

2 2
< .. e mX2
Area do semicirculo = 7 = > =2z

Trata-se de provar que existe um e um s6 valor de x tal

que f(x):%tZﬂ:

e fécontinua em [0 R n] por ser a soma de fungdes

continuas neste intervalo.

f(“j:2x“+2sin“:“+2‘5:“+ 2<n
4 4 472 T2 2

porque \/E <g .

f[”]:2x“+2sin”:2”+m:2“+ 3>
3 3 373 2 3

porque \/5 >§ .

‘ . L
f € continua em 23

o)

Pelo Teorema de Bolzano-Cauchy:
T T
kO |—,— : f(x)==
[55

. f'(x)=2+2005x>0,DxD[0,ﬂ:[:>fé
estritamente crescente em [0 , n] .

Logo, f¢ injetiva pelo que o valor de x tal que
f (x) =m , cuja existéncia se provou, é tnico.

Utilizando a calculadora grafica determinou-se, no

Y1=2X+2sin(X)

. T T
intervalo |—,—| ,a
}4 3[

abcissa do ponto de
intersecdo dos graficos

das funcdes y, = f (x)

X=.83171119 ¥=3.1415927

ey, =m.

x=0,83

11.

11.1.

Pag. 115
f(x)=4cosx—cos(2x), D, =[0, 2x]

f'(x) =—4sinx +2sin (2x)
f'(x)=0 = —4sinx+2sin(2x) =0 -
< 4sinx—4sinxcosx =0 = 4sinx(1-cosx)=0

= sinx=00cosx=1
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11.2.

11.3.

12.

Formulas trigonométricas e derivadas

No intervalo [0 s Zn] , temos:

f'(x)=0 o x=00x=n0x=2n

X 0 T 27

f' 0 - 0 + 0

f| 3 N -5 / 3
Max. Min. Max

f é estritamente decrescente em [0 R n] e estritamente
crescente em [n ) 27[] .
f tem um méximo relativo (e absoluto) igual a 3 para
x=0 e x=21 e um minimo relativo (e absoluto) igual a
=5 para x=n
f"(x) =—4cosx+ 4cos(2x)
f"(x) =0« 4cos(2x) =4cosx = cos(Zx) =cosx =

= 2x=x+2kn02x=-x+2kn, kOZ <

< xZZkRDxZ%

Em [0, 2x] :
f"(x)=0<:»x=ODx=2—;Dx:4—;Dx=2n
2n 4n
= = 2
0 3 3 i
mlo - 0 + 0 - 0
3
- D -
f n 2 5 n
PL P.IL

O gréfico de f'tem a concavidade voltada para baixo em

2 4
[O , ?n[ eem }?n , 27:} e voltada para cima em

I

3730
2 4

Os pontos de coordenadas =t , 23 e l, 23 sdo
3 2 32

pontos de inflexdo.

X 0 E ﬂ 27
3 3

1o - 0 + 0 - 0

| o N [3E S |AEN 0

Mix.

O minimo absoluto de f~ é -3V3 para x = 2—; .

O méximo absoluto de f* é 3/3 para x = 4?“ .
Portanto:

4 3
Reta r: ponto de tangéncia: [?n , = 5] : declive: 343

2 3
Reta s: ponto de tangéncia: [?n , = 5] : declive: =343

Pretende-se determinar ¢ de modo a maximizar a
quantidade de dgua que a caleira pode comportar.
Assim, determina-se o volume da caleira:

b —in? < b=10sin? -
10 "2 2

i = cosz = h= IOcosz
10 2 2



13.

13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

13.5.

2xbxh

Area da base = =bxh =10sin%xlocos%=

=50><2sin£cosg =50sina
2 2
V(a) =505in(a’)><60 ,com 0<a<nm
V(a)=3000sin(a)
4 (0/) =3000cosa

V'(@)=0 < cosa=00a0]0, x| - a:g

a 0 I T
2
v’ + 0 —
1% / N
Max.

P b
O volume é maximo para a = 5

x(t) = IOCOS(EI‘ +Ej +4
5 5

Amplitude: 10 cm

T=E=27IX§:10

x(t) =9 = 10COS(§Z+%)+4:9 =

n 2n 1
cos| —t+— |=— =
(5 SJ 2

i

e B T 0%+ 2 = LT ok kD2
55 3 55 3

St ot 2o Y knz -
55 3 55 3

lo it =M koz -
5 5”15

t=—%+10k|]t:—%+10k kOZ

]

Como tD[O,lO] , temos l=? sIZIt=2—39 S

4-10<x(t)<4+10 — D. =[6,14]
x(z):14 = IOCOS(EI+EJ+4:14 -
5 5
- cos(ﬁﬁﬁj:l T2 ok, kDT -
5 5 5 5

< t+2=10k,k0Z = t=-2+10k, kOZ
Como 10[0,10] , temos: x(t)=14 = r=8s

x(t) = IOCOS(EI +Ej +4
5 5
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Formulas trigonométricas e derivadas

E<Et+ﬂ_2n+ﬂ
5 5 5

a) 0<r<10 =
5

—13sin(5;+@]sl -
575

- —znsznsin(fﬁﬁjszn -
5 5

- 0s< —2nsin[§t+2?n) <2n - OS‘XI(I)‘SQTE <
x'(t)‘ =21 = sin[Et+2—n):—ll]]]sin EI+E =1l =
5 5 5 5

,:,EH.% L ,+E T o kn, kOZ

5 5 2 5 5 2
@£+g=_l+2kuf+g:l+2k,kDZ@

55 2 55 2
= 2+4=-5+20k 02t +4=5+20k, k07

= l=—2+10th=l+10k,kDZ
2 2

Como ¢0[0,10],7=5,50¢=0,5

by 0<r<10 XX 42 cpn 20
5°5 5 5

T2
= —1<cos| —t+— L] =
5 5

2t 2wt (7: 27:] 2
——— < ———Cos| — <S—
5 5

= COS Et+2E =10cos EI+E =1 =
5 5 5 5

e Tt 2 ok 0 1+ 2 =t 2k kOIZ
5 5 5 5

el 2ol 2ok k0z -
55 55

= t+2=10k 0r+2=5+10k, kOZ
= t=-2+10k 0r=3+10k, k0Z
Como ¢0[0,10],#=80¢=3



