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Nimeros complexos

Atividade de diagnéstico
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3.2.

5.2.
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=J2H1) +(2-3) =3 +(-5) =

=9+25 =134
A(-1 2) 5 B(2, -1) 5 P(x, »)
ﬁzﬁa\/(xﬂ)z(y—Z)z =\/(x—2)2+(J/+1)2 <

S xP+2x+1+y* —4x+4=

=x"—dx+4+ )y +2x+1
& —6y=—6xy=x
A bissetriz dos quadrantes impares ¢ a mediatriz de [4B].
B(2, —1); C(3.3) ; P(x. )
BP=CP &
eJx-2) +(rr1) =(x-3) +(y-3) =

SxP—dx+4+y> +2y+1=

=x"—6x+9+)y’-6y+9

2 13 1 13
S8y=-x+B3S y=—X+—Sy="-x+—
Y 7 8 8 7 4 8
~ . . , 1 13
A equagio reduzida da mediatriz de [BC] ¢ y = —Zx +§ .

(x+3)2 +(y—2)2 =9
Centro: (1, 0) ; raio: r=\/§
Por exemplo, o ponto de

coordenadas (l, \/g ) pertence a

Calculo auxiliar
x=1

(1-1)+)y" =3
oy=t3

circunferéncia C, .

1£x2+y2S4

. Reta vertical: x=0

Retas horizontais: y=0; y=3
Retas obliquas: y=mx+b

Condi¢ao: 0Sy£3/\x20/\§x—2ﬁyﬁéx+2
2 2 2
Circunferéncia: (x—x, )2 +(y-, )2 =2

}:(x—1)2+(y—1)2=1

Retas verticais: x=0; x =2

Centro: (1, 1)

Raio: r=1

Retas horizontais: y=0; y=3

Condigio: (0<x<2A0<y<IA(x=1) +(y=1) >1)v

IA

v(y2ia(x=1)+(v-1) <1)

5.3.

54.

6.1.

6.2.

7.1.
7.3.

8.1.

8.2.
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Circunferéncia: (x—x, )2 +(y-, )2 =2
(1, 2

Céntro ( > )}D(x—1)2+(y—2)2 _4

raio: r=2

Reta:yzmx}
=>y=x

(0, 0); (3, 3)
Condigio: (x—1)" +(y-2) <4ry>x

Circunferéncia: (x—x, )2 +(y-» )2 =72

}:(x—1)2+(y—1)2:1

Retas: y=mx+b
A reta r passa nos pontos de coordenadas (0, 1) e (2, 2).
b=1 !
2-1 1;=>r:y=—x+1
m=——=— 2
2-0 2
A reta s passa nos pontos de coordenadas (1, 0) e (2, 2).
2-0 2

Centro: (1, 1)

Raio: r=1

m=——-=
2-1 1 =s:y=2x-1

0=2xl+bb=-2

Condigéo:

{(x—l)z+(y—l)2 Sl/\(yzix+lvy§2x—2ﬂv

v((x=1)+(r=1) 21A0<x<1A0< y<1)
I I

a) AB=B-A=(0, 2)—(5, —1]:(—5, 3]
b) ﬁ:cm:[%, 2}(0, 2):(%, oj
©) E+B—C=(—%, 3)+(—%, 0):(—2, 3)

d) 2@4@:2@%37:2(%, 3)+3[%, oj:

- (-1, 6)+(-§, o]:[_Lzl, 6)

Os vetores 4B e BC ndo sdo colineares, porque a

ordenada de BC énula enquanto que a ordenada de AB
¢ ndo nula.

OA(-1, 3) 72. 0B(0, 2)
C=d+ii(-2, -3)=(-1, 3)+(-2, —3)=(-3, 0)
Logo, OC(-3,0).

A1, -1) ;5 C(-2, 3)

AC=C-4=(-2,3)-(1, -1)=(-3, 4)
\\E\\:szmzﬁ:s

B(x, 3)

BC=C-B=(-2, 3)—(x, 3)=(-2-x, 0)
|BC|=5 < (-2-x) +0* =5 (-2-x)' =25

& -2-x=5v-2-x=5&x=3vx=-7
Como o ponto B pertence ao 1.° quadrante, a sua abcissa
é3.



Atividade inicial

5. Nimeros complexos

Pag. 8
1. 4 -15x4-4=64-60-4=0
Logo, 4 é solugdo da equagdo x* —15x—4=0.
21. p=-15;q9=-4
_a\? 15\ 2 3.c3
p A (1) 4 3 PR
4 27 4 3
=4-125=-121=-11°
2 3
p=9L P __p
4 27
2.2. x:§/71+ D+i/fgf\/—:
2 2
=i/—_74+\/—112 +3\/—_74—\/—112 =
eI 43211 P =
21T +32- 1151
23, (24471) =3C,x 2+ 20 x 23T+
+3C2><2(\/——1)2+3C5(\/——1)3:
:8+3><4\/——1+3><2><(—1)+(\/——1)2><\/—_1:
=8+12V-1—-6-1x+/-1=2+11J/-1
(2—\/——1)3:3C0><23+3C1><22><(—\/—_1)+
+3C2><2><(—\/——1)2+3C3(—\/——1)3:
=8+3><4><(—\/—_1)+3X2X(—1)—(\/——1)2X\/—_IZ
=8—12V-1-6+-1=2-11V-1
Logo, (Zi\/——1)3=2i11\/——1.
2.4, %/2+11J——1+%/2—11J——1=(2+11J—_1)+(2—11J——1)=
=242+ LKA - LT = 4
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L1z 4z, 4z, =(2—-1)+(-1+i)+2i=1+2i
12, z -2, -2, =(2-1)—(-1+i)-2i= 2—i+1-i-2i=3-4i
13, zxz,=(2-1)(-1+i)=-2+2i+i-i’ =2+1+3i=
=-1+3i
14. () +z=(2i) +2-i=4i’+2—i= 4+2-i=-2-i
15. (z,-2,)xz=(2-i-(-1+1))x2i=(2-i+1-i)x2i=
=(3-2i)x2i=6i-4i’=4+6i
16. (z) xz,+2,=(2-1) x(-1+i)+2i=
=(4—4i+i®)x(~1+i)+2i=
=(3-4i)(-1+i)+2i=
=-3+3it4i+4+2i =14+9i
L7, iz +i’zyxz =i(2-1)+1* (-1+1)x2i=

=21’ —1x(-2i+2i*) =2i+1-(-2-2i) =
=2i+1+2+2i=3+4i

18. z,x(z,-2) =2i(2-i-(~1+i)) =2i(2-i+1-i) =
=2i(3-2i) =2i(9+12i—4)=
=2i(5-12i) = 24+10i
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2.1, 04174184 = 20014 3704 43[4 20214
i Pl o 05 19 310 021505
=l+i-i+i=1+1

2.2. (2—i”0)(i“—il“)= 110 [14 37]4 166 |4

3027 32 06 41
=(2-7)(i’-i*)= 2 2
=(2+1)(-i+1)= 3(1-i)=3-3i

23, (2i°-i") (3i-4i) = (20~ ) (3+4i)= w1 0l

34 22
=(=2i+1)" (-3+4i) = (4i"—4i+1)(-3+4i)=
=(-4+1-4i)(-3+4i)= (-3-4i)(3+4i)=
=9-16i>=9+16=25
515

24. S=) i ¢asoma dos primeiros 516 termos de uma
k=0

progressio geométrica de razdo i’ = —i e cujo primeiro
termo ¢ 1.
szlxil_(_i)m:l‘io:ﬂzo s
I-(-1)  1+i I1+i {f)
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3.1.

3.2.

3.3.

34.

z=(1-2i)(1+i)" +2(2-i)’ =
= (1-2i)(14+2i 1)+ 4—2i =(1-2i)x2i+4-2i
—2i+4+4-2i =8

Re(z)=8; Im(z)=0

z € um nimero real.

(33 (53 -
=(2—2J€i+312)(3—2J€i+2i2)=
= (-1-2V6i)(1-2v61) = (-26i-1)(-2/6i+1) =
=4x6i2—1=-24—1=-25

Re(z)=-25; Im(z)=0

z € um namero real.

z=(i2) = (i+1) =12 ~ (2 +2i+1)

=i (~1+2i+1)=1-2i

12=4x3

Re(z)=1; Im(z)=-2
2= (V2 -5i)(VZ-i)(1++2i) =
_(2—J§i—5\/§i+gﬁ](1+2\/§i+212J_

&
-2

:(—3—6\/51)(—1+2\/§i):3—6\/§i+6\/§i—24i2 =
=27
Re(z)=27; Im(z)=0

z € um numero real.



4.1.

4.2.

4.3.

z:(x—i)2—(y—l)izxZ—2xi+i2—(yi—i):
=(x? = 1)+ (-2x =y +1)i
Re(Z)Z—l 2-1=-1 x2=0 x=0
= = =
Im(z)zl 2x-y+1=1 —2x—y=0 y=0
Logo,x=0ey=0.
Re(z)=0 (¥’ -1=0 X =1
= & =
Im(z)#0 2x—y+1#£0 .
x=-1 x=1
& Y &
2-y+1#0 |[2-y+1=0
x=-1 [x=1
& v
y#3 y#-1
Logo, x=—ley#3 ou x=ley=-1.
z=3 (" —1)+(2x+y+1)i=3+0ie
ox'-1=3A2x-y+1=0
oSx’=dry=1-2x

@(x=—2/\y=5)v(x=2/\y=—3)
Logo,x=—2ey=5oux=2ey=-3.
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z,=(2-3i) —(2i) =4-12i+9i-8i’ =
=4-9-12i+8i=-5-4i
z,=(5-i)-(1+i) =i’ (i-21") =
=5—i-(1+2i+i")+1(i+2i) =
=5-i-1-2i+1+3i=5

5 .
z, :(l—2i)(l+2i)><3?1:(l—4i2)><_?31:

=(1+4 x_—3i:—3i
(1 4)x =

Im(z)

5 Re(z)=

5. Nimeros complexos

Sendo N o afixo de z, o afixo de g(z) € a imagem de N pela
reflexdo de eixo real, seguida da reflexdo central de centro O
e pela translagdo de vetor (0, 3).

7.2. Transformagdes por f:
A =(0,-2)+(0,1)=(0,-1)
B=(-2,-1)+(0,1)=(-2,0)
C=(-2,-3)+(0,1)=(-2,-2)
Transformagdes por g :
A”=-(0,-2)+(0,3)=(0, 2)+(0,3)=(0, 5)
B’=—(-2,-1)+(0,3)=(2,1)+(0,3)=(2,4)
C’=—(-2,-3)+(0,3)=(2,3)+(0,3)=(2, 6)

81. z1=2-3i

82. »=1+2i

83. zz=z1+22=2-3i+1+2i=3-1

84. z4=71=2+3i

85. zs=—n=-(1+21))=-1-2i

86. z =z +z,=2+z,=2+3i+1-2i=3+i

87. z7=z1-22=2-3i—-1-2i=1-5i

88. zy=z-z,=7-2,=2+3i—(1-2i)=1+5i

Im(z) I

i
|
—en
o

w

'

|
- — -
N

=

N
.
N

Lot

Re (z)=

Q
—t--
o=
w

|
w

t

I

|

i

I

Ne----d

|

o

T

i
Ne- - -
3

6.1.

6.2.
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(1+1)’ +3C, 1P +°C 1P xi+ *C,1xi*+ °C, i’ =
=1+3i-3-i=-2+2i
f(2)=z-(1+i) =z—(-2+2i) =z +(2-2i)
Sendo M o afixo de z em C, entdo o afixo de f(z) ¢ a
imagem de M na translagdo de vetor (2, —2).
A’:(Os 1)+(25_2):(27_1)
B=(0,3)+(2,-2)=(@2, 1)
C’:(_ 152)+(27_2):(1a0)

Pig. 21

9.1. |o=[3+3i|=v3"+3* =v9+9 =118 =32
9.2. |z|=|-3-4i=3*+4 =916 =25=5

93. |=]-2/=2
94. |Z|=|-7i=7
9.5. |/=1[0/=0

9.6. |2|=[15-8i|=V15"+8" =225+ 64 =289 =17
2
9.7. ‘z‘:‘—l-kﬁi: 12x[§j = /1+i6:,/@:§
77V 7 49 N49 7
9.8. |2|=|2-2v31]=\2* +(243) =Va+ax3=\16=4
9.9. |o=[2.1+2i|=y2,1 +2* =[4,41+4 = /8,41 =
_ [341_29
V100 10

9.10. |z|=[3—6i[=3 +6 =/9+36 =1/45=35

7.1.

Pag. 20
f(z)=z-V=2—(-i)=2+i=Z+(0+1)
Sendo M o afixo de z, o afixo de f(z) ¢ a imagem de M pela
reflexdo de eixo real seguida da translacéo de vetor (0, 1).
g(z)=143i-z+1=1+3i-(Z+1)=1+3i-Z-1=

=-z+3i

Pig. 22
10.1. AB=|z, —z,|=|(2-i)—(-4+3i)|=[6—4i|=
=\6" +4> =36 +16 =/52
BC =z, —z,|=[0i- (2-1)| =[-2+10i| =v2* +10° =
=/4+100 =104
AC =|ze — 2| = |9i= (~4+3i)| = |4+ 61 =4 + 6 =
=16+36 =+/52



Como AB=AC ,o0 tridngulo [4BC] ¢ isosceles.

(\/104)2 104
- 9(\/104)2=(\/§)2+(J§)2
2 2
(V52) +(V52) =52+52=104
Logo, o triangulo [4BC] é retangulo.
Portanto, o tridngulo [ABC] ¢é retangulo e isodsceles.
10.2. O centro da circunferéncia é o ponto médio de [BC] e
_BC_Jio4 226 _ g
2 2 2
B(2,-1); C(0,9)

M[2+0, —1+9j:(1’ %)
2 2

5. Nimeros complexos

[1—21]2 3 (1-2i) 3 1-4i-4 3
12 p— = 2=
V2i) 2 (Vai) 2 2 2
_3-4i 3 3+4i-3

= =21
-2 2 2

A equagdo da circunferéncia pedida é: G
x—12+@-4)2=26
10.3. z, =1+4i A A
Zy+2, :2—i—9i :2+8i E+§_1+41—zw
2 2 2 2 2
Pag. 23
111 w7 +7v=uv +av =uv + a0 = 2x 2% _ 9 Re(u7)
Logo, uv+ uv é um numero real.
11.2. ‘l—ﬁv‘ ‘u v‘ l—uv)(l—a/)—(u—v)(ﬁ):
— (1) (1~ 7))~ (u—v) (@ ~7) =
=1—uv —uv+uvxuv —uu +uv +uv —w =
_ 2 2 2 2 2 2
:1+uuxvv—‘u‘ —M :1+‘u‘ M —‘u‘ —M =
(1) (1) = (1L ) -1
Pag. 25

PP PR B ) o S e B
1+i (1+i)(1-i) P+ 2 2

22 (1-3)=—bt L _ 1 _
B (1-3if 1-6i-9 -8-6i
_ -8+6i ~8+6i  -8+6i
T(-8-6i)(-8+6i) 8+6 64+36
8 6. 2 3.

100 100 25 50
23, 241 2-4i _2-4i_(2-4i)(-2i) _

D1y 1+2i-1 0 2i 2ix(-2i)
:—412—8:—8—41:_2_1
2 4
124, L(3o2i)- G220 _3iv2 )
—1i —ix1 1
- Si(1-2i)° _5i(1-4i-4) S5i(-3-4i) -15i+20 _
24 2-i 2-i 2-i
_(20-15i)(2+i) _ 40+20i-30i+15 _
(2-i)(2+i) 22417
55100, o,

11 d+ivl-i 2 2
126, —+—= = =Z=1
=i 141 (-)(1+) PAP 2

12.8 5(1+i)" -10i”  5(1+2i-1)-10i’ i'ﬁ:‘lg)'
o i”+(1—i)3 i-2-2i 13odx3+1
10i+10  (10+10§)(=2+i) ‘:l(li‘ji:(:)';7"(i'):i?’:
2-i  (-2-i)(-2+1i) = 2i(1-i)=-2-2i
~20+10i-20i-10  —30 10, .
R S i S
Pag. 26
[3-4i| P-4 p-4i V34 V25 s
"y @iy e T 22
wa [P p3 PO o3
T le+2il |6+2i J62+22 40 2

10+ xi| [x-8i \10+xi\_\x—81\
1450 | [4+i| [1+5i] |4+

14. ‘21‘ :‘22‘ =

V100+x>  x? +64
JI+25  16+1

V173100 + 3% =26+/x7 + 64 <

1700 +17x% =+/26x2 +1664 <
= 1700 +17x* =26x> +1664 <

36
c>9x2=36c>x2:?<:>x2:4<:>x212

Como — 2 e 2 sdo solugdes de
V1700 +17x> =+/26x” +1664 , entio x = —2v x =2 .

Pag. 27
15 z+i zZ-i 8+2i-i 8+i (8+i)(—4i)
T ow-3 Ww-3 3+4i-3  4i  4ix(-4i)
_-Rit4_4 2.1 .
=—-—i=—-2i
16 16 16 4
Pag. 28

16. z'=(z-2)(z-i)=(x+yi-2)(x-yi-i)=

:xz;xy/i—xi+ 1+ +y—2x+2yi+2i=
=x2+y2—2x+y+(2y+2—x)i

16.1. 2’ ¢ um nimero real © Im (") = 0 &

1
<:>2y+2—x:0<:>y25x—1

1
E\ ¢é areta de equagdo y:Ex—l.

16.2. Como z’ ¢ um imaginario puro:
X+ =2x+y=0A2y+2%0

e X+ -2x+y=0&

1 1
< (X -2x+1 —1+( * 4 +fj—f:0<:>
( e s b

2
<:>(x—1)2 +(y+%) =§



. 2y+2—x=0<:>y=%x—1
Intersegdo da circunferéncia com a reta:
(x—1)2+ LIV = DN
2 2) 4
<:>x2—2x+l+lx2—lx+l:§<:>
2 4 4
A -8x+ A+ - 2x+ =8 =5 -10x=0=
<:>5x(x72)=0<:>x=0vx=2
Portanto, z” ¢ um imaginario puro se os afixos de z

pertencerem a circunferéncia de centro (1, _1) e raio
2

5
2

, com excecdo dos afixos de abcissas 0 e 2, ou seja, os

pontos (0,— 1) e (2, 0).
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17.1. |z =11 =v1+1=+2 21
z1 ndo ¢ um numero complexo unitario.
17.2. || =i| =1
z2 € um nimero complexo unitario.

V5 /ﬂ+§:\/§:\/{:1
3 Vo 9 Vo

z3 € um niimero complexo unitario.

17.3. |z|= §+

17.4. z4 ndo ¢ um numero complexo unitario por nio ser da
formaz=cos @ +isinf.

Pig. 30

71—\/§i71 \/5.7 n) .. (m)_
18.1. z = 5 —*—71—COS§—ISIHE—

2 2

T .. T
=COS| —— [+1sm| ——
[ 3] [ 3)

Logo, z2 € unitario por ser da formaz=cos  +isin @,

T
neste caso com 6 = 3

18.2. z :cos(—g)-i—isin(—g) , logo Arg(zl):—g

19.1. z, =1-2sin—| sin——icos— | =
8 8 8 2sinZcos= =
8

., .. T T )
:1—251n2§+2151n7cos§: (5

N )y . (m)
:h”]‘_xf‘:hln‘f‘
"s) M)

LM L, . T - -
=1l-sin"——sin"—+isin—= in2 T 4 cos2 E=1
sin + COS
8 4 8 8

P TS | S |/
=cos” ——sin” —+isin—=
8 8 4

=c0sﬁ+isin£ cng—sinziﬁfcosiZx%‘fcm;‘l’z“
4 4 ¢ \ / \

a4/

Logo, z2 ¢ um niimero complexo da forma z = cos 6 + i sin 6,

2 =cosf +isiné, com 6 = 2’ pelo que z2 ¢ um nimero complexo unitario.

o T T
19.2. z, =cos—+isin— , logo Arg(z,)=—.
) = cos 7 »logo Arg(z,)=7

Pig. 33

201 [2+ 2431 =4+12 =4

Seja € um argumento de 2 + 243 .

5. Nimeros complexos

tand =——

(2,23)e1Q

2\6:\5
2

=2 ¢um argumento de 2 + 243

Logo, 2+ 2\3i= 4ei5 .
20.2. \-3J§+ 31\ =J27+9=6

Seja & um argumento de 33 +3i.

3 B
343 3 :n—E:SZnéum argumento de —3~/3 + 3i

(—3\/5,3) €2°Q

tan@ =

5%
Logo, 33+3i=6¢ ° .
20.3. [1-i]=~1+1 =+/2 . Seja 6 um argumento 1 —i .

tan(@)sz—l

(1,-1)e4.°Q

= T ¢umargumentode 1 —i.

Logo, 1—i=\/ze_i5.
204. ‘2\/§+21‘ =Vi2+4=4

Seja & um argumento de 2\3+2i.

2 B3

tanf =——==—
23 3 =T ¢um argumento de 2+/3 + 2i

(2x/§,2)el.°Q

Logo, 23 +2i= 4eig
20.5. ‘—\/5+\/5i‘:\/2+2 =2

Seja @ um argumento de —/2 +2i

NG

tanf = —==-1 3
/2 = 7L -2" ¢um argumento de —/2 +~/2i

(—V2.42)e2:Q 4

3n
Logo, 2 +2i=2¢+ .

Vi-1| B+l 2 1 BGicl 143
20.6. = === L CF
4 4 4 2 4 '
Seja & um argumento de —l+?i .
tan@zﬁz—\/g

B

— ﬁn—ﬁfﬁ ¢ um argumento de —l+—i
13 33 gu PR
rire €2.°Q

. H
Logo, V3i 1=l€3 .
4 2

20.7. |2 -6i[=2+6 =8 =212
Seja # um argumento de —~2-6i
tan@ = % =3
(—v2,-V6e3°Q)

2
= -T +§ = _?n é um argumento de —/2 —/6i .

*lﬁ
Logo, —2—\/€i=2x/ze >

=



208, =53 = 5i _ \—5\/3—51\ _75+25 _10
2

=5
12| 2 2
Seja & um argumento de —% —%i
tan@—i5 \/5
-53 N
=SB 5) 300
2 2) 7
T Sn 53 5
= -—n+—=—— ¢ um argumento de ————
6 6 2 2
. E
Logo, ~V3 =51 5%
2
209, Z:4+2'i:(4+2.i)(3+.i):12+4i+6i—2:
3-1 (3-1)(3+1) 9+1
10+10i
= =1+1
10
‘4”.1 —[1+i]=1+1=+2
Seja 6 um argumento de z.
tanc9=1=1 P
1 = — éum argumento de z
(1,1)el.Q
Logo, 43+ 21 \/5 4.
2010 2+(1+i%) =2+ (147) = 43=10x4+3

=2+(1-i)" = 2+1-2i-1=2-2i

2-2i|=4+4=\8=2V2
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As imagens geométricas das solugdes da equacdo definem,

no plano complexo, um triangulo equilatero inscrito numa
. . .3
circunferéncia de raio 3

O triangulo equilatero é composto por trés triangulo

isosceles, cada um com dois lados de medida % que

Z
formam um angulo de grad .
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33 23
2
= /1:§><l @hzg
2 2 4 z
s1n—=—<:>b=ésinf<:>b7§><£ bzﬂ
3 2 4
2
Area do tridngulo [zez122]:
23,3
doie 44 23
2 16

A area do triangulo ¢ igual a % u.a.
Para que os afixos de z1 e z2 sejam vértices de um

hexagono, Arg(z,)-Arg(z)= 2—6n =T |z,|=]z,] -

3
2 =[-1- i3] =153 =25 [z] =[1-iv3| =13 =2
5

tan(Argz,) T 3 = I ¢um argumento de z2
(1 ) —\/E) €4.°Q
Arg(zz):_E

2 2 2
53] 53

Logo, o poligono ¢ um hexagono.
Os argumentos dos afixos que sdo vértices consecutivos

do hexagono diferem entre si grad .

. i( Tf+ﬂ]
T 2% 0
z,=2¢ ¥; z;=2e"’ ¥ =2e"=2

il 0+2 i
z, =Ze( J =2¢"? =2(cos’3‘+isin’3‘)=2(1+*/§i]=

2 2
—1+/3i

44.3.

5. Nimeros complexos

i| 242 ;2T
z :Ze[3 3]:Ze 3 =2 cosﬁﬂsinﬁ =
’ 3 3
=2 —1+£i = —1+:/3i
2 2

(z2)
zg=2e'’ YV =2e"=-2
As coordenadas dos vértices do hexagono sio:

(-1, =¥3). (1 =+3). (2. 0), (1.43), (-1 ¥3) e (-2.0)

Por exemplo, 2° = 64. Logo, a equagio z° = 64, sendo z
um nimero complexo, ¢ um exemplo de equacdo pedida.

45.1.

45.2.

45.3.

45.4.

Pag. 46
f=ret-z=00z(2-1)=0s
Sz=0vzZ-1=0z=0v =1
oz=0vz=loz=0vz=ec ’ ,k=0,1,2<

Sz=0vz=e¢'=lvz=e3 vz=e?

25 dn
S={0,1,e3,e3}

=7 (reig)4 = (re'”’)2 =

13

4 40 _

<rie 220

=
r =
{49=—29+2Im,keZ
rz(r2—1)=0 r=0vr=1
& & 2k &
69=2k7[,keZ 9=7,keZ
) iL 2z
<z=0vz=e"vz=e3vz=e v
A .Sm

vz=eTvz=e3lvz=e?

o drom
§=40,1,e%,e? ,e",e? e’

2 =(1-i) . Seja w=1-i. |w]=+1+1=+2
-1
tan(Arg(w)) 1 _1:> ~Z ¢ um argumento de w .

(1,-1)e4°Q

T FEL]
Logo, w=+2¢ + e w'=+/8 * .

o I
23:(1—i)3<:>23:\/§e s <:>z=3\/§e EPEN
3n
_7+2kn

TTJ,k:o, L,2<

oz=2¢

[ 3n 8kn

oz= \/Ee'[7+7],k —0,1,2
137

3m T .51
—i— —i— i— i—
z, =\2e 2 =¢ ¢ ; 2, =2¢e 1 5 2, =2e "
Ln L BEL3
S=12e 4, \/Ee”, Joe'

2 -z=0. Seja z=re’ .
Foz=0or =z e = e’

{rJ:r/\rZO <3{}’3—}’:0/\}’20
-30=0+2kn, keZ —40 =2kmn, keZ



r(rz—l):O/\rzO r=0vr=1
< = f=—
L ,keZ 0=@,keZ
2’ 2
r=0 r=1
< km km

O=—, ke Z O=—,. kel
2 2

T 3
. i—
in

, i
Logo, z,=0;z =€e"=1z,=€2 ;z,=€";z,=¢ 2

S= {01 2, ‘",eiz}—{o,l,i,—l,—i}
=J1+1=+2

455. 4 +i=1o¢=

tan(Arg(l —i)) :_Tl =-1

(1,-1)e4.°Q

Assim, tem-se:

= _% ¢ um argumento de 1 —i

LT LT

. —i— 4 —i—
Fol-io =2 T o z=V/2e ¢ &

'I’;
4, 2km

J, k=0,1,2,3<

s

o= J—e[16 o) L k=0,1,2,3

n  8kn

23n

i~ Lo 2Bn

Logo: z, = \/—e 15z x/—e 16 ;22:%516 ;23:5/5516
j15m el
S= \/—616 x/—e“’ x8/5<e‘6;§/5e16

1
46.1. Zo=*—*> Zo\‘\jm 16 \/ \f 2
-1
tan(Argz,) = \/5:—7
— T &um argumento de zo
ﬁ ;1 €4OQ 6
47 4 '

1 2
Logo, z\z— e arg(z)= —?n.
,,Lﬂ T 2kn
46.2. iz = 1/ ,k=0,1,2,3
[ﬂ %)

*fe 212 k=0,1,2,3

T 1 & 1 2 1 i

Logo, zO=Ee 6;zl=ge ;22=Ee6 ,z3=Ee3

1 i 1 i isl iﬂ
As raizes quartas de z sdo: Ee 6, —e? —e®e—e?

5. Nimeros complexos

_R++/64 —
47.3. 16zz+82+520®z:w<3
-8+£/-256 —-8+16i 1,1.
S z= Sz= Sz=——%—1
32 32 4 2

so[1 1 1,1
4 27 4 2

474.2+16z=02z(z>+16)=0z=0V 22+ 16 =0
©z=0vz’=-16cz=0vz=1/-16 &
©z=0Vz=+4
S={-4i,0, 4i}

475. 2+ 622+ 13z=0z(z> +6z+13) =0 &

6+ _
®z=0\/zz+6z+l3=0®2:0v2=$
-6++/-16
oz=0vz=—"""&
2
—_6+4i
<z=0vz= 6_41<:>z=0vz=—312i<:>

©z=0Vz=-3-2iVz=-3+2i
§={0, —3-2i, —3+2i}
47.6. 22+ 6iz2 =10z © 22 + 6iz2— 10z=0 &<
©z(22+6iz-10)=0cz=0v " +6iz-10=0
—6i£/-36+40 _
2
—6it2

S z=0vz=

<z=0vz=

©z=0Vz=-1-3ivz=1-3i
S=1{0,—1-3i,1-3i}

2 2 2
Pag. 47
471. 2+d4=0=doz=tJdoz=22/ 1
Sz=+2i
§= {—2i,2i}
~10++/ _
47.2. zz+102+26=0©z=W<:>
~10+/—4 ~10+2v-1 .
=f®z=f© z=-5+1

={-5-i,-5+i}

Pag. 48
48.1. As raizes quadradas de 4 — 3i sdo as solucdes da equagdo
=4 -3i. Sejaz=x + yi.
=4-3ie(x+y)=4-3iex?—y+2xi=4-3i
. (.3 j
2o X 7(77 =4
x -y —4<:> 2x -

9

=4 {4x“—16x2—9:0
4x = =4

A T

{xz _16%\256+144 [ . 16:+/400

N2 | 32 -
2 2 32 )2
<:> y= ’7><‘ 2./ ‘7 o)
R o
7 2 7 2
As raizes quadradas de 4 — 31 sdo —i % %—% .

3 .
48.2. As raizes quadradas de 2 —1 sdo as solugdes da equagio

, 3

zi==—1.

Seja z=x+ yi.




5. Nimeros complexos

2o i (xtyif eimie -y 4 2yis i L _3+4i9-16+24i+4-20i
2
, 13 N T
Poyr= a2 g3 tdiy3+4i | il tiaian
= 4 = 2 e 2
2xy=-1 y:,i =1+4i+(2i) =(1+21i)
2x 3+4it4)(1+2i)
=&
4 —3x% —1=0 xz::)’i\/9+16XE]R 2
8§ < 3+4i+1+2i 3+4i-1-2i
& z= VzZ= =
— 2 2
R x=1 x=-1 ©z=2+3ivz=1+i
Q{ A I oL S={2+31,1+1i}
7T 2 50.1. 24-10i=24-2x5i+25-25 =25-2x5i—-1 =
—352_ S 2o (5 )2
Asraizesquadradasdez—i siol—lie—1+li. 3-2x5i+iP=(5-1)
4 2 (51 —+(5-i
48.3. As raizes quadradas de 5 — 12i sdo as solugdes da equagio £(5-1) =£(5-)
22=5-12i. Sejaz=x+yi. S={5-i,-5+i}
Z=5-1R2ie@x+y)y=5-12ic ' . '
e +2i=5- Rie 50.2. 8—61=8-2x31+9-9 =9-2x3i—-1=
a2 S (a a2
., x2_§:5 =3’ -2x3i+i’ =(3-1)
st :5® * <§
2y=-12 7| _ 6 +J(3-1) =£(3-i)
* S={3-1,-3+i)
5+t+25+144
- x4—5x2—36=0® x2=f N Pag. 49
51.1. 2 +102° +169=0 <
~10+ _
g x2:9<:> =3 ., =3 P 10_\/105) 4><169<:> o |
y==2 |y=2 —5-12i=4-12i-9=
As raizes quadradas de 5 — 12isdo 3 —2ie—3 +2i. P -10++/-576 o =(2-3i)
1+J1= 1+ 2 5+412i=4+12i-9=
490, 2 4z1=0cz= 2V 1_\5@ , (243
2 2 ,_ —10+24i (2+31)
o=
_ LB 1B 2
2 2 2 2 o =-5-Riv:=-5+12ie
S_{_l_\/gi, _1+J§i} o =(2-3i) vzl =(2+3i) &
2 2 2 2

&z=2-3ivz=-2431vz=2+3ivz=-2-3i

49.2. 22 —(1+2i)z+i-1=0&
S={-2-3i; —2+3i; 2-3i; 2+3i}

) 1+2ii\/(—(1+2i))2 —4x1x(i-1)

oz : o 51.2. ' +(3-6i)z’ -8-6i=0<=
1+2ixV1-4+4i-4i+4 1+2it1 ) —3+6ii\/(3—6i)2—4(—8—6i)
z= & z= [=4 &zt = =
2 2 2
©z=ivz=1+i ,  —3+6i£/9-36-36i+32+24i
S={i,1+i} oz = > <
3
2 s 2 _ : 2 __ 2 .
493. 427 +3-4i=0=4z"=-3+41z ——4+1<:> @ZZ_*3+6ii 157121
, 3 (1Y 1,1, 2
Szi=——+1i+ ——&oz=—+i-1 . 2
4 2 4 4 , —3+6it (3—21)
) =z :fb
o= l+i Sz=% l+i =N . .
2 2 ,  —3+6i(3-2i)
! ! =z :fb
Sz=—divz=———i 5-12i=9-12i-4=
2 2 S 2P=2ivZi=-3+4ie :(372”3
S={_l_i 1+i} o2 =(1+i) v =(1+2if & 2i7lr20s
2 ’ 2 = l+i)
, . ) Sz=l+ivz=-1-iv 3+4i=1+4i-4=
494. 22 -(3+4i)z-1+5i=0< +2i)

vz=1+2ivz=—-1-2i =

3+4ii\/(—(3+4))2—4(—1+5i) S={1+i,—1-i, —1-2i, 1+2i}
= 2 R

=z



51.3.

51.4.

51.5.

51.6.

52.1.

52.2.

53.1.

4322 42=0 2" =

-3+49-8
72 <~

or=2vi=-loz=tJ2vz=tJ-1&
S z=4J2ivz=+i

S:{—\Ei, i, i, 21}

32+,(-32)" —4x(-144)
2

=322 144=0 ' =

+
<:>22:32;40<:>22:—4v22:36<:>

<:>z=i\/zvz=i6<:> z=3+2ivz=16
S:{—6, 6, —2i, Zi}

, —10£,/100—4x(-11)

2 4+10z-11=0< 2° = 5 =
, —10++/144 , —-10%12
Sz :fez =T<:>

o2 =llvi=lez=+Jllivz=*1
S:{—l, 1, —J11i, Jﬁi}
, 24416
=

#4272 44=0 2" = 5

=2+ —_ 2+ :
) _ 2_2\/ 12 . 2_22\/§1©

>z

2n 2n

<:>22=—1—\/§iv22=—1+\/§i oP=2 3 vt=2e 3

i | 32
2 2
oz=+2e vz=+2e ’k=0,1
i| ~ Xtk i| Lk
@zzx/ze(3 j\/zzx/ze(3 j,k=0,1
T iﬁ i iﬂ
oz=+2e 3vz=12e3vz=42c3vz=4/2¢

21

i 2 iX _j4
S={\/Ee 3,32e 3,23, \2e 3}

A(z):z3 +iz? +2i
Como A(i):13+ixi2+2i:—i—i+2i:0:

1 i 0 2i
i i -2 =2

[1 21 =2 0
Logo, A(z):(z—i (22 +2iz—2)
A(z)=0e(z-i)(2 +2iz-2)=0
S z-i=0vz’+2iz-2=0&

2i+4J(2i) +8
i (1)+c>

Sz=ivz=
2

. —2it—4+8

Sz=ivze——m—— &
2

. -21-2 —2i+2

Sz=ivz= vz= P
2 2

<z=ivz=-l-1ivz=1-1
S={i, -1-i,1-i}
(—1)" +3i(=i)" = 7x(~i)~5i=0 & i-3i+ 7i-5i=0

Logo, —i ¢ solugdo da equagdo dada.

5. Nimeros complexos

53.2. 22 =2iz-5=0
—2i+4J(2i)" +20

S z=
2
—2i+/16 2i-4 Di+4
= — & z= Vz= p=
2 2 2
Sz=-2—-1vz=2-1
S={-i, —2-i, 2—i}
Pag. 50
54.1. (2-3i)z=8+icz="1
2-31
_ (8+1)(2431)  _ 16+24i+2i-3
=z = >z = =
4+9 13
<:>E=13;r3261<:>2:1+2i<:>z:1—2
§={1-2i)

542. (z+1-i)(Z-1+31)=0 z+1-i=0vZ-1+3i=0&
Sz=-l+ivz=1-3ie z=-1+ivz=1+3i
§={-1+i, 1+3i}

54.3. Seja z=x+ yi.

2427 +1=0 (x+yi) +2(x-yi)+1=0&

Sx’ -y +2xpi+ 2x - 2yitl=0 &

=y +2x+1=0
& & =
2xy-2y=0 2y(x-1)=0

{x2+2x+1:0 {1—y2+2+1=0
\ Ly

y=0 x=1
xeRayeR 2: 2:

P (x+1) 0\/ y 4<:>
y:() x=1

x=-1 =2 =-2
Q{y—O V{;yc_lv{;yc_l <
Sz=—-lvz=14+2ivz=1-2i
S:{—1,1+21,1—21}

55. (z+i)(Z+i)=4+2ic zz+zi+zi-1=4+2i &
X+ Y +(x+yi)i+(x—i)i=5+2i &
S+ Y +xi—y+xity=5+2i &
S+ y +2xi=5+2i
S it
©z=1-2ivz=1+2i ; S={1-2i,1+2i}

_ 2cosat4cos’a—4 o

56. z*-2zcosa+l=0z=

2
2cosa i4/—4(1—cos2 a)
Sz= =
2
2cosa +2iv1—cos’ a
z= =
2
2cosa +2ivsin’ o 2cosa t2isina
Sz= 5 o z= 5

& z=cosa+isina Vv z=cosa—isina <

ia

o z=e“vz=cos(-a)+isin(-a)e z=c“vz=e

S:{eia’ efia}



5. Nimeros complexos

i

iz
57, z=z'xe? Pag. 51 59.4. f(z)‘i+ﬁ© f(z)‘zxﬁ+i <
(2+4i):(—\/5+3x/§i)e‘“ @i:eig =N eig | i(LgJ 3+i=re
2 +3V2i e f(z)=zx Qf(z)zzxge 26 r=V3ri]=2
(2+4i)(—ﬁ—3ﬁi) _ 2e6 oelrQ
PN —ef & - Logo, um valor de 6 ¢
2+9x2 <:>f(Z)=Z><*e3 ()7111'cmn%7%
2-62i-42i+1242 2 P
< 20 =¢ < O afixo de f(z) ¢ a imagem do afixo de z por uma
10\/— — IO\Ei ERUAN £ _ £ =i rotagdo de centro na origem O e amplitude g composta
— 1
tanH - com uma homotetia de centro O e razdo — .
=0=-2142n 2
- |€4°Q 4 59.5. f(z)=-z+2i
O afixo de f'(z) ¢ a imagem do afixo de z por uma
0= + 2fem, ke < Z simetria de eixo real seguida de uma reflexdo central de
Pag. 52 centro O e uma translacao de vetor (0, 2). Trata-se de uma

581. z, =3 +i :z, =2i reflexdo deslizante de eixo imaginario e vetor (0, 2) .
ole 24 = »Zp =

zp=2,x2¢7 =(V34i)x27 = =26 x2e" = ‘ Piig. 54
PR 60.1. [z—-1+2i|<3 e |z-(1-2i)[<3  m@
— 4el(g+§] — 415 =4i C(1,-2) 0
A4(0,4) r=3
. . 60.2. |2/ =1 Alz|<2 -2
Zp =2ZpX 2e3 =3ix2e’ = 3e22e5 = Im(z)]
i 242 isl
=6e[2 3]:6e 6 = 6[cos%+isin5?nj (2°Q) //s
o] /1 [2Re(
FERA NS,
B(-33.3) 60.3. |z—i|<1v|z—1|<1 fm
0'=0,4'(0,4), B'(-33.3) -0+ <ivl-(roif<t
Ci1(0, 1), r=1
' Pig. 53 Cx(1,0), r=1 o 1 J Re@d
58.2. Area de [OAB]: 61 i M
4 . zZ,=r¢
: Im(z) 0
A(\/§ ’ 1) ’ 0(0 ’ 0) ¢ B(O ’ 3) " z B |z| = |zo| define uma circunferéncia de centro na origem e
OB xabcissade A 33 rio |zol. )
A[OAB] = 5 = N Como a medida do seu perimetro ¢ 8, temos:
Como r=2: doo A 27|z, =81 & |z =4
4 = 4 2_3\/_ =63 ua. s Logo, r=4 ¢ z :4eig
0'4'B'] OAB] ! } } R 4 0 \/—
. (@) 1 2 Re(2) 1 3
= /1 _ L. AW B V< I I .
59.1. f(z)=—iz <> f(z)=zxe 2 25 20_4(“’55“31“5)_ 4(2+ 2 IJ_2+2\/§1

O afixo de f(z) éa imagem do afixo de z por uma

p Pag. 55
rotacdo de centro O e dngulo ——+2kn, ke Z . 62. Fronteiras:
2 Circunferéncia de centro na origem e que passa em A(— 2, 2):

59.2. =z+i-l =z+(-1+i _
f()=z i f(e)=z+(H1+) r=CA=y(2) +2* =J4+4=22
O afixo de f(z) éaimagem do afixo de z pela translagéo
de vetor (— 1, 1). |2|=2V2
593. f(z)=2z¢< f(z)=2zx2e™ Circunferéncia de centro A(- 2, 2) e raio 2:
O afixo de f(z) é a imagem do afixo de z por uma | -(=2+ 2i)| =2ez+2-2i|=2
homotetia de centro O e razio 2. Mediatriz do segmento [BC] com B(- 2, 0) e C(0, 3):
|z=(=2+0i) =|z—(0+3i)| |z +2| =]z - 3i

Condigdo: |2| <2v2 A|z4+2-2i[ <2 Alz +2| 2|z -3



63.1. |z-2i|<|z+3| <
& |z-(0+2i) <|z-

A(0,2)
B(-3,0)

(=3+0i)

63.2. |z-3+4i|<3A|z+1+i<[z-3-3]
o |z-(3-4i)<3A
/\|Z—(—1—i)|$|z—(3+3i)|

AB,-4),r=3
B(-1,-1),C(@3,3)

64.1. |z—1+i|<3ARe(z—

|Z—l+i|£3<:>|z—

Pig. 56

cl,-1),r=3 5k
Re(z-3-i)2 2= i

<:>Re(z+yi—3—i)2—2

1)i)>-2

322 x21

S Re(x-3+(y-

<> X—

Im(-z+2-2i)<-3Alz|<2 /2

Im(—z+2—21)<—3<:> . 1

64.2.

Re?)

™\

)

eIm(-x-yi+2-2i)<3e72 9

12 Re(2)

S Im[—x+2+(-y-2)i]<-3 s
S -y-2<-3 < y+2>3
o y>1

64.3. [z+2-3i|>|z—1+2i| ARe(iz+2)=0

|z+2-3i>|z-1+2i| & |z—(-2+3i)|2|z-

A(-2,3), B(1,-2) Im(2)|
Re(iz+2)=0< vl

'
Y

< Re(i(x+yi)+2)=0 —2; .

.
AT

(1-2i)

SRe(xi-y+2)=0 0 )

&S -—y+2=0y=2

.
N
27 Oh 1

_21-%

65.

-2 -1
-1

Por exemplo:

Uz-(_nsi)\ > (3-i) T < Arg(e 1)<

v0 < Arg(z -

(1+2i)) <

o la

Pég. 57

x)v

5. Nimeros complexos

66.1. E uma elipse e o seu interior: Im\(/Z_)‘
F(-2,0), F(2,0) =
c=2 F,
2a=12<a=6 -6\ 20 Re(z)
b*+ct=a’
B 4d=36ob =3 ob=az 42
66.2. F1(0,-3),F(0,3) Im(z)f
c=3 >
2h=10<b=5 ﬁa
c*+a’=b’ - e 7} >
9+a’=25< a’ =16 < / Reta
—3¢F,
<a=4
. -5
67.1.‘2 1‘_ ‘Z+yl 1‘<2<:>
‘z+21‘ ‘x+y1+21‘
Sx+(y-1) <4 +(r+2) |A(r.)=(0,2) =
S22+ Y =2y +1<4x* +4)* +16y+16 A (x,y)=(0,-2)
327 +3)7 +18y 415204 (x,7)=(0,-2)  Im()]
<:>x2+y2+6y+520/\(x,y):(0,—2) _IO_Re(Z)’
<:>x2+y2+6y+9—9+520/\(x,y):(0,—2)
o+ (y+3) 24n(x.y)=(0.-2) B
—b
67.2. zz<|e* /\ESArg(z)Szt ~ Im@] )
4 4 . 1 .
3 Fn
o)f <1nE<Arg(z) <" t v
4 34 -1 O ‘1 Re(z)
b b .
<IA—<Ar <— N ,/
<l /\4 g(z) 2 e
Atividades complementares
Pag. 60
68.1. (2—i)—2x[%—2ij:2—i—l+4i:1+3i
68.2. (3-1)x(2-3i)+10i=6-9i-2i-3+10i=3-1
68.3. %(2—1)&(1—21) :é(4—4i—1)><(1—2i):
:§(3—4i)><(1—2i) :§(3—6i—4i—8)
1 . .
=—(-5-10i)=-1-2
H(-5-100)=-1-2i
272 143 :3)? 23
68.4. (1—1 ) x(l—l ) = (1—1) x(l—l) = 27=6x4+3
14=3x4+2
=(1+i)’ x(1+1)" = (1+2i-1)x8=16i
69. (a—4i)x(2-3i)=10+bie

70.1. z=

< 2a-3ai-8i-12=10+bi <
<2a-12=10A-3a-8=b< a=11Ab=-41
Logo, a=11¢e b=-41.

(l—ai)2 +(a+1)i5 = 1—2ai—ai—a2+(a+1)i=
=1-2ai-d’ +ai+i= (1-a’)+(1-a)i
z & um numero real se Im(z)=0

l-a=0sa=1
Logo, z ¢ um nimero real se a=1.



70.2.

70.3.

71.1.
71.2.
71.3.
71.4.
71.5.

71.6.

72.1.

72.2.

z=(1-a")+(1-a)i

z & um niimero imaginario puro se Re(z)=0 ¢
Im(z)#0.

1-a’=0Al-a#20s a’=lrazls

Sa=Flrazle a=-1
Logo, z ¢ um imaginario puro se a =—1.

z=(1-a")+(1-a)i

z=-3-ie(l-a)+(1-a)i=-3-ie
Sl-a’=-3Al-a=-1 d’=4ra=2&
Sa=R2nra=2a=2

Logo, z=-3—-ise a=2.

z,=3-2i"=-3+2i; 7 =-3+2i=-3-2i

z,=1+2i=1-2i
z+z,=2,+2,=-3-2i+1-2i=-2-4i
7 —z,=-3-2i-(1-2i)= -3-2i-1+2i=—4

7%z, =2, xZ, =(-3-2i)(1-2i) 3+6i-2i-4=-7+4i

iz, %2, =i(-3+2i)x(1-21) = (-3i-2)(1-2i) =

= 3i-6-2+4i=—8+i=—8—i
f(z)zz+ﬁ=z+2+i
O afixo de f'(z) ¢ a imagem do afixo de z pela translagéo
de vetor v(2,1).
g(z)=z-3=72+(-3+0i)
O afixo de g(z) ¢ aimagem do afixo de z pela reflexdo
de eixo real seguida de translagdo de vetor ¥(-3,0), ou
seja, pela reflexdo deslizante de eixo real e vetor
5(-3,0).
h(z)==(z+i)==(F-i)= Z+i=—2+(0+i)
O afixo de /(z) ¢éaimagem do afixo de z pela reflexdo

de eixo real, seguida da reflexdo central de centro O e pela
translagdo de vetor v (0 , 1) , ou seja, pela reflexdo

deslizante de eixo imaginario e vetor 17(0 s 1) .

Seja:

+  A(-1,0) oafixode z
«  B(0,1) oafixode z,
+ 0(0,0) oafixo de z,
S(z)=-1+2+i=1+i
S(z,)=i+2+i=2i
f(zo)=2+i

Considerando 4, o afixo de f(z,), B, o afixo de
f(z,) e O, oafixode f(z,),aimagem porfdo
tridngulo [4BO] ¢ o triangulo [A,»BfO,}, sendo

4,(1.1).8,(2.2) ¢ 0,(2.1).

73.1.

73.2.

73.3.

73.4.

5. Nimeros complexos

Considerando 4, o afixo de g(z), B, oafixode z, e

0, o afixo de z,, a imagem por g do tridngulo [A4BO] ¢
ePs e

0,(-3.0).

h(z)=—(—1+0i)+i=—(-1)+i=1+i

h(z,)=—(0+i)+i=—(-i)+i=i+i=2i

o tridngulo [A B,O }, sendo 4,(-4,0),B,(-3,-1) e

h(zy)=—~(0+0i)+i=i

Considerando 41 o afixo de /(z1), Br o afixo de /(zx) € O
o afixo de zo , a imagem por /4 do tridngulo [ABO] éo
triangulo [4,B,0, ], sendo 4x (1, 1), Bx(0,2) ¢ 04 (0, 1),
ou seja, pela reflexdo deslizante de eixo imaginario e vetor
5(0,1).

Im(z) |

O,= M

1 = 10

Y Kl

_N—S -2 -1 O 1 2 Re(z)
---------- -1

[zl =[3(=3

|2, =|-3+2i =0 +4 =413
|z,| =|1+ 4] =V1+16 =17
|z, =[3+51 =+/9+25 =/34
|2, 2| =[1+4i~(-3+2i) =[4+2i| =16 +4 = V20 = 2/5
|2, — 2| =[3+5i-(1+4i) =[2+] =4 +1=45

|z, — 2, =[3+5i—(-3+2i)| =[6+3i|= 36 +9 = 35

Como BC+CD =BD, pois 25445 =35 , 0s pontos
A, B e C sdo colineares.

Ja vimos que BC =+/20 .
AB=|z, - 5| =|-3+2i-3 =|-6+2i| =36+ 4 = /40
AC =|z,—z| =|1+4i-3 =|-2+4i| = /4516 =20
Como AC = R’, o triangulo [4BC] ¢ isosceles. B
4B =(40) =40 \20

EZ+E2:(\/E)Z+(\/%)Z:20+20:40 C 20 4

Como AB = AC + BC?, o triangulo [ABC] é retangulo
em C, uma vez que o angulo ACB se opde ao lado [4B], o
lado de maior comprimento.

V4o

Tendo em conta o esquema ao lado, C

dado que o triangulo [ABC] ¢ retangulo

em C o lado [4B] ¢ um didmetro da A B
circunferéncia que passa nos pontos A4,

Be C. Logo, a circunferéncia que

contém os pontos 4, B e C tem centro no ponto M, ponto

médio de [4B], e raio r :% .



[\S]

2
Uma equagdo da circunferéncia pedida é:
X (y-1)=10
74, zw=(2+3i)(1+1)=2+2i+3i-3=-1+5i
1 =i 1-i 1 1,

1
wolei (+i)(-i) 141 2 2

A4(3,0) e B(-3,2); M(%,&j:(o,l)

W+ 1-i o (1-i)(2-3i)  2-3i-2i-3
z 243 2430 (2+30)(2-3i)  4+9
_-1-si_ 105
13 13 13
—~15i 10—15i)(1-2i
7., 107151 g4y UOZUSD0=20) o0y
1+2i (1+2i)(1-2i)
_10-20i-15i-30 0y
1+4
:(?-%}(71-4): (—4—Ti)x(-4+7i)=

=16+49=65=65+0i
75, 2o =1 (2oi)(2-)-(0)

1-i 1-i
(4-1-4i)(2—-i)+i (3—4i)(2-i)+i

1-i - 1-i -
_6-3i-8i-4+i 2-10i (2-10i)(1+i)
- 1-i 1= (L)1)
_2+42i-10+10 12 8.

= =_Zi=6-4i
1+1 12 2

-3 S\ i3, c14 . A
_ (1—21 )(3—-1)+1 +i :(1+21)(3-_1)+1_1:
2i 2i
3—i+6i+2+i-1 4460 2+3i
2i o2 i
(2+3i)x(=i) -2i+3
ix(-i) 1
6.1, 3% _sx(1-i) _5(1+i) _ (5+5i)(3+4i) _
Z, 3-4i 3-4i  (3-4i)(3+4i)

15+20i+15i-20  5+35i

3-2i

9+16 25
5 .35,
——+—i=—=+—i
25 25 5
76.2 iz; ix 21 _ 2i’ _
g4z, [3-4il+3-4i J9+16+3-4i
) -2 -1 —(4+Zi)

TS43-4i 8-4i 4-2i (4-2i)(4+2i)
42 4-2i 1 1.

= = i
16+ 4 20 5 10

J z, (‘3—41 ] 1-i _
Tl | X—=||——|t1|X—/— =
i 21 i

”]X(l_ixiz:()_i) Gﬂjx(_i—]):

2]

76.3. [

23

76.4.

76.5.

5. Nimeros complexos

22, -z, [2x2i-(3-4i) |4i-3+4i
(1+i) (i) (1+1) (1+2i=1)(1+2i-1)
|3+8i Jorea V73
S 2ix2i 4 4
(23—1)“+‘23‘_(2i—i)“+2_i”+2_ 11=4x2+3
24z 2+1-i  3-i =i =i
(o2 (2-0)(3+0) 6+2i-3ivl_7-i_7 1.
3-i (3-i)3+i)  9+1

10 10 10

77.1.

77.2. w

78.1.

78.2.

Pig. 61

Seja z=x+yi.
_z=1 z+yi-1 _(x—l+yi)(x—3—yi)
z=3 x+yi-3 (x=3+yi)(x-3-yi)

_xz —3x—xpi-x+3+ yit+ xyi-3yi+ y? _
= s =
(x—3) +y

_x2—4x+y2—2yi+3_

S (-3
:x2—4x+y2+3_ 2y ;
()5—3)2+y2 (x—3)2+y2

w € um numero real se Im (w) = 0.

-2y=0y=0

Logo, w ¢ um nimero real se y = 0.

_x2—4x+y2+3_ 2y

- ()6—3)2-0—y2 (x—3)2+y2

w € um numero imaginario puro se Re(w) =0 A Im(w) # 0.

¥ —dx+y"+3=0A2y#0 &

o (P —4x+4)-4+)y +3=0Ay#0 &

c:>(x—2)2 +y =1Ay=0
Logo, w € um nimero imaginario puro se os afixos de w
pertencerem a circunferéncia de centro no ponto de
coordenadas (2, 0) e raio 1 exceto os pontos de
coordenadas (1, 0) e (3, 0).
Sejaz=x+ yi.
ozl i(x+yi)+1

z+1 X+ yi+i

3 (—y+1+xi)(x—(y+1)i) 3

(x+(y+1)i)(x—=(y+Di)

7xy+(y2+y)i+x7(y+l)i+x2i+xy+x

X +(y+1)2
2x+(x2+y2—l)i 2x ¥ +yr-1
- x2+(y+1)2 _x2+(y+1)2 x2+(y+1)2

w € um numero real se Im (w) = 0.

Z2+y -1=0x>+)?=1

Logo, w ¢ um nimero real se os afixos de w pertencerem a
circunferéncia de centro na origem do referencial e raio 1,
exceto o ponto de coordenadas (0, — 1).

w & um numero imaginario puro se Re(w) =0 AIm(w)#0

2x=0AX+y -120x=0A)" -120
Sx=0AY £l x=0Ay#-1ry=l

Logo, w ¢ um niimero imaginario puro se a abcissa dos

afixos de w for nula e a ordenada diferente de — 1 e 1, ou

seja, & o eixo imaginario exceto os pontos de coordenadas
0, 1) e (0,—1).



5. Nimeros complexos

11n
79.1. z =22 +2\2i; zl‘: (2\/5)2+(2\/5)2 =J/8+8=+16=4 Como [z1]=|z2] =3 e g:—?+2n temos zi-2z2.
Seja § um argumento de z1. { 1) l T
o2 80.2. z,=—2¢ RPN Yz, =2e
242 —=6=" ¢um argumento de zi 51 T
4 —=——+2kn5=-T+6k, keZ <
(2v2,242)e12Q 3003
s S 12=0k,keZ<k=2€Z
_ 4
Logo, z, =4e* . _ Sn n
792, z, = 33 +3i Como |z1|=|z2| =3 ¢ ?:—?+4n temos z1 =z2.
‘Zz‘: (_3\/§)Z+32: /27_}_9:\/%:6 811 z 1+i\/§ (l+i\/§)(1+i) B
Seja @ um argumento de z, . wo 1-i (1-i)(1+1)
NG 1+i+iv3-v3 1-V3 1443,
tanf=——7==—— T 5t . = = + i
ENE) 3 30211_5:? ¢ um argumento 1+1 2 2
(_3\/5,3)62_0(2 de z2 612 7_i‘_‘l+i\/§‘— /1+3_i_2\/§_\/§
L oz Tolwl wo1-i 141 V2 2
080, 2, =0¢ ©- Seja 01 um argumento de z .
3033 NG

79.3. 232_7_71 tanelsz\/g

T,
= 6, =— ¢ um argumento dez

3
2 L,/3)el°Q
)= _7j+ 3J§ /9+2 \/7 B3 ( )
2 Seja 6> um argumento de w.

-1
taru9*73 3 tangz_T_% =6, =—= éum argumento de w
33 3 T 2n °
= -+ = =-2" & um argumento (1L -1)e4°Q
_3 _ﬂ 3°Q 3 3 de z3 P -
2’ 2 91=Arg21=*;92=Arg22=—7
3 4
Logo, z; =3¢ 0-0 =" 2T T a2
’ RT3 e 3 2 W
79.4. z,=2-2i; |z4|—\/4+ =8=212
Logo = =2 ¢ Arg(i]zﬁ.
Sejaﬁumzargumento de za. I w12
tanf=—=—1 _
2 =-I ¢ um argumento de z4 81.3. i:ﬂ+1+\/§i=\/§ cos7—n+1sm7—n =
. w2 2 12 2
(2,-2)e4°Q
T 1-f3 _Tn 1+43
i e V2c0s— =— 2 Af2sin— = =
Logo, z, =2v2¢ *. 2 2 12 12
795, z :_ﬂ_gi <::>cos7—7t 1-V3 Asin— In 1+\/§ =
s 4 4 PN TN
2 7 2-46 .7 6++/2
33 3Y 279 36 6 3 PO SO P [, SR (RN
2= =" |+ 5| =t =S 2 4 2 4
4 4 16 16 16 4 2 1 1 )
: 82.1. w=— = = -
Seja @ um argumento de zs. -z 1-+2¢" 1—x/§(cos¢9+isin9)
3 3
tanH—T — 1 _
- 3—n+%=—5—n ¢ um argumento 1-+2cos 0~ iv/2sin®
6 . .
[—&L{g,—i]e&"Q de zs B 1-2cos @ +i+/2sin@
(l—\/Ecosﬁ—i\/isine)(l—\/Ecos6’+i\/5sin6’)
3 i
Logo, zszae o B 1-/2 cos 0 +i/2sind -~
= . - =
2n {E-n) . (1—\/50050) +(\/§sin9)
79.6. z,=—2¢ 3 =2 —2¢ 3
% ¢ ¢ B 1-~/2 cos @ +i~/2sin6 _
79.7. =, :Ze_% :26% 1-2+/2cos@ + 2cos’ 49:2— 2sin’6
Jin _jln
80.1. zl—3e“; z, =3¢ 6 =3¢ © 1-v2cos0 + V2sing
B 3 2\2cosd  3- Z\ECOSH
n_ lln 2n
—= + 2kt < an:—akzleZ - -
6 6 6 Logo, Re(w)= 1-+2cos6 _ V2 cos0-1

3—2«/5005072\/5c0s6—3 '



82.2.

82.3.

83.1.

83.2.

84.

J2siné

Im(w)= 85.1.
( ) 3-24/2cosé
Re(w):Im(w)<:> 1-2cos® _ V2sin@
3-22cos@ 3-22cos@
<~25inf =1-2cos@ <2sinf@+v2cos0=1 <
V2.2 1
& —sind+—cosf=— <
2 2 2
<:>sin9cosE+sinEc059=l =
4 4 2
c>sin[@-kﬁj:lcsin(ﬁ-rﬁjzsin[ﬁj =
4) 2 4 6
S0+ v 0+ = ke o
4 6 4 6
e 0=-T i 2mv0="" 2 ke Z
12 12
Como 96]—n,n[,9=—£v9=E.
12 12
7 85.2.
Logo, 96{—£,i .
12 12
WS E N LER /L+i_\/z_\ﬁ_i
4 4 4 16 16 16 4 2
85.3.
tan9=;13:—\/§
b3
= —— ¢ um argumento de z
1 —ﬁ €4.°Q :
4’ 4 ’ 86.
‘z‘:f e um argumento de z ¢ ——
T 7 7 Tn T
1 - 1)y -i== 1 -if
27:—e3:—e3: 3 laion=_T
{2 2 128 TS
z, =1+3i% =143i° =1-/3i s _coon __
|z|=V1+3=2
tanaz—\/g
= —— éum argumento de zi
(1,—J§)e4.°Q £
3 0 3
i 1 3ife+Z 1 i(30un
() et
Zl 26*13 8 4
3t ,
Como v ¢ um argumento de z3:
87.1.

39+nz¥+2kn,keZ @30:¥—n+2kn,keZ

PPN
2 3

Se k=l,0=— T 28_T8
2 3 12

Se k=2,0=_T Am_1m 3
12 3 12 4
Como 96:|7t,3£|:, :5—n:n+ﬁ.
2 4
.Sm

i Smo. .
Logo, z, =¢ * = cos X +isin >t
4 4

51r: \/_

o

V2.

2

5. Nimeros complexos

.

—iZ

z=—1+i3 ; z,=¢ ?

|z|=1+3=2

tan 6, :£i=—\/§

T 2n ,
- = n——=— ¢éum argumento de zi

(-1.43)e2:Q 3

L ! i[z—nflj !
z:(zlxzz)":[2e3><e 2] =[2e? Y| =
=(2ei"J =2" eiz

z é um nimero real positivo se:
%zZlm,keZ/\neN@n:12k,keZ/\neN;n:12
z=2"¢®

z é um niimero real negativo se:

%=n+2k7r,keZ/\neN oSn=6+12k,keZArneN

n=6

z ¢ um niimero imaginario puro se:
%:g+kn,keZ/\neN o>n=3+6k,keZrneN
O menor valor de n é n =3 (para k= 0).

Seja 0 = Arg(z),-n<f<m.
z+l=¢+1=cosf+isinf+1=
:coszg—sinzg-#2isingcosg+1
2 2 2 2

2 0 2 o .. 0 o ]—sinlﬁ
=c0s” —+cos"—+2isin—cos— = 2
2 2 2 2

(SRS

]
o
[=}
A

= 2coszg+ 2isingcosg=
2 2 2

0 6 .. 60
=2cos—| cos—+isin— |=
2 2 2

)
= 2cosge 2
2

Como —E<QSE, COSQZO.
2 2 2

0 Arg(z)
Logo, Arg(z+1)=—=—"2.
go, Arg(z+1) ===
{‘/E =3 8\/5 —8\/51 = Calculos auxiliares
of r [ =y(8V2) +(-8v2) =
=Vl6e * = J—
=128 +128 =+/256 =16
1{44+2{4m} 11111:‘):;&\/\/:3:*1 ‘
=2e ,k=0,1,2,3 ('S 3»*3\/?)64"()}

—n+8kn

16 _Z s aro \ s
=2e R k= (),]’2’3 = 1 ¢ um argumento de z

i Im
k=0,z,=2e 6 ; k=12 =2¢%
15T 231

k=2z,=2e ' ; k=3z=2e '

Y S 1. el
As raizes indice 4 de z sd0:2e 16,2e 16,2¢e 16 | 2¢ 1°



1 4
87.2. Os afixos das raizes quartas de z Im(2)
sdo vértices de um quadrado Z
inscrito numa circunferéncia de 2
centro na origem do referencial 2. | 2

e raio 2. 0 NQ\“ZEE(Z)'
As diagonais do quadrado ;

medem 4. Z
Seja / a medida do lado do quadrado

P+l=4# o2’ =161"=8
A medida da area do quadrado ¢ igual a 8 u.a.

Pig. 62

88.1. 22+1:i<:>z:—l+li ; 8= —l+li
2 2 2 2

88.2. z+i=2-iz&z+iz=2-1<
<:>z(1+i):2—ic>z:27_.lc>
1+1
2—1)(1-1 —2i-i-
i)( 1)@222 2i-i-1

(
(1+i)(1-1) 1+1

_10++/100-136

88.3. 222 -10z+17=0=z=

4
10++/-36 10+ 6i
Z=—T" S Z =
4 4
5

s[5.3,5.3
2 2 °2 2

88.4. Z3—222+lOz:0<:>z(zz—22+lO):0<:>

Sz=0vz’-2z+10=0<

2+/4-40
=

<z=0vz=
2

2+6i

<z=0vz=
<z=0vz=1-3ivz=1+3i
S:{O,1—3i,l+3i}

2+4+32
==

88.5. z* -2 -8=0& 27 5

+
@zZ:%QZZ:4VZZ:—2<:>

S z=% 4vz:i\/—_2<:>
@Z:—ZVZZZVZ:—ﬁiVZ:\/Ei
S:{—z,z,—ﬁi,ﬁi}
88.6. 25+iz:z®25+iz—z:0<:>z(z4+i—l)=0<:>

Sz=0vi+i-l=0oz=v'=l-ie

oz=0vz=il-ie

[1-i|=v1+1=+2
4 iz ) B
Sz=0vz=\2e * & tanf=-1 13077
. (1,-1)e4°Q]
| 4 2k
e
oz=0vz=32e ,k=0,1,2,3

n 2kn

@z=0vz=§/5ei(77j,k=0,1,2,3

5. Nimeros complexos

k=0,z,=2¢ 1 ke0,1,2,3

.Tn
k=1z=2¢"

A5z
k=2,z,=%2¢1"

2
k=3,z,=42¢1

i il[ ilsi iﬂ

88.7. Seja z=x+yi

T422-1=0z—yi-1=0<3x—1+yi=0

<:>3x—1=0/\y=0<:>x=é/\y=0<:>z=%

88.8. Sejaz=x+yi.

2:7+2°-3=022 +22-3=0
<:>2(x2+y2)+(x+yi)2—3:0<:>
<20 +2y  + X7 +2xi- 1’ -3=0
S +)y' -3+2ni=0s

S +y -3=0A2xy=0=

x=0 y=0 x=0 y=0
= \4 = \4 =
y2:3 3x2=3 y:i\/g x==1
@z:—\/givz:\/givz:—lvzzl

S={—1,1,—\/§i,x/§i}

89.1. P(z =z 2224622 -2z+5

P(z)=P(z)

~

(z)=z4—223+6zz—22+5:

= 24620 -2245 =

=z'-22"+62°-2z2+5=P(Z)

89.2.a) P(1-2i)=

=(1-2i) =2(1-2i) +6(1-2i) ~2(1-2i)+5 =
=(-3-4i) —2(3-4i)(1-2i)+ (1-2i) =
+6(-3—41)-2+4i+5= R
=9+24i-16+6—-12i+8i+
+16—18-24i+4i+3=0
Logo, 1 —2i é uma solugdo da equagdo P(z) = 0.
b) P (1-2i)=0+0i
Pela propriedade de 89.1.:
P(1-2i) = P(1-2i) < 0= P(1+2i)

Logo, 1 + 2i também ¢ solugéo da equagdo P(z) = 0.

©)
1 2 6 -2 5 ,
1=2i)(=1-2i)=
1-2i 1-2i -5 1-2i -5 11)7(; 7_14) )
=-1-2i+2i-4=-5
— — T
P21 120 [0 (1-2i)(11-241) =
1+2i 1+2i 0 1+2i ) )
—11-24i-22i
T 0 T 10

P il=0e =] Sz=t/-1oz=4i
S={1-2i,1+2i,—1i,i}



90.1.

tanfd =——==1

=2+2=2

Vl_ n
=2 5

5

I

-

b 3n
= -nT+—= 1 ¢ um argumento de zi

(—2.-v2)e3°Q

—i2r

Logo, z, =2e¢ *

S5m 3n
Argz, — Argz ——E—(—jj =
5n 3m_m_2n P
12 4 3 6 )
Logo, n=6.

Os afixo de z1 e z2 sdo vértices de um hexagono regular
inscrito na circunferéncia centrada na origem e de raio 2.

3n 5n

90.2. z, =2¢ * z,=2e 2
(323 n (52 o m
z;=2e 2e 2 z,=2e =2e'? =2e"
oo o onBa
z,=2e\t V=2¢n zo=2e"? ¥ =2e "
Além de z1 e z2, as restantes raizes indice 6 de z sdo:
. 77; 117(
2
2e 12 2e4 2612 2e 2
FEAY _i%r T
90.3. Porexemplo: z=2z{ =|2e 2| =2%¢ 2 =64e 2 =-64i
. ig ig . ' \ ,

91.1. z,=i;z,=e®;z.=3e? .Sejamz,,z, € z, 0S
nimeros complexos cujos afixos sdo 4°, B’ ¢ C’,
respetivamente.

21 2n 3n n 2n In
"3 S yicedxe? '[3 z] i3
zi=e3xz,=e3xi=exel=¢ et =
n Vo,
=cos X tisint=-Y2
6 2 2
2n iﬁ i 1{%"4—%) isl
zy=e3xzy=e3xel=¢ =e® =
51 st 3L
=cos— +isin—=———+—i
6 6 2 2
21[ 21[ 1[ .Tn
: V3 3.
zg —c 3><z —edxel=3e 6 =— "2
2 2
3 1 3J3 3
Logo’ A _£’_7 ’B _£ — e _i’_f
2 2 272 2 2
91.2. Sejam z'j, zj, e z{ os nimeros complexos cujos afixos

sdo A”, B” e C”, respetivamente.
5T [1[ 51[)
_i5 AL
" _ 6 3 —
zi=z,%x2e Ze =

=2xe
—2(cos(—§j+isin[—zn—2{;—\/jij—l—ﬁi

s [,L] _2n
6 6 2 3 _

zy=zyx2e ¢ =2xe €
:Z[COS( anﬂsm( ZRD 2 —i—ﬁi =—1-+/3i
3 3 2 2
5n [57571[] T
zl=z.x2e © =2x3e'? ¢/ =6e° =

—6£—\/— J 3-343i
2

Logo, 4"(1,=+3); B'(-1,-+3) e C(3,-3V3).

LT
i To..T
91.3. z; =e % =cos—+isin—=
6 6

92.1.

92.2.

92.3.

93.1.

5. Nimeros complexos

NCERY

7z =3¢ =3i
C

—+
2

A:bxh

Como os pontos 4 e C tém abcissa 0.

3

b=3-1=2¢ h=—
2

23
Ty B B
A[ABC] —T—Tu.a. 2
O tridngulo [4’B’C’] é a imagem do triangulo [4BC] por
uma rotagdo. Como se trata de uma isometria, t€ém as

3 .
mesmas areas. Logo, A{ apc) = EY u.a. O tridngulo

[4”B”C”] é a imagem do triangulo [4BC] por uma rotagdo
composta com uma homotetia de raio 2, logo os dois
triangulos sdo semelhantes, sendo a razdo das areas da

ampliacdo igual a 4 . Assim, A[A"B,,C"] =4x g =23 ua

.2m
i2n
O ponto B¢ oafixode z,=¢ *xz.

2 2n o1 _ﬁ

e’ :cos?ﬂsm— —_—ti—

= 1+ =
2 2 2 2
VG473 6+y2.

2 2
J6+:2 -@m]
2 .

2

Logo, B[

=2 = (V2 -iV2) =(V2-iV2) (V2 -i2) =
= (2-2+2x2i)(—2-iv2) =
= 4i(—~2-iV2) =42 -4 2i

A equagdio pedida ¢, por exemplo, z° =42 —4y/2i .

OA=|z|=v2+2=2

=c0s£©h=2xl<:>h:1
3 2

NS o>

=sin§<:>b=2§<:>b:\/§

2bxh

=——=+/3x1=+/3
A[AOB] 5 \/_X \/_
A[ABC]::;\/g

1<z<9A0<z+2<4 v

AB

<:>1<‘z‘2<9A0Sx+yi+(x—yi)§4
ol<|z|<3A0<2x<4

o l<|z|<3A0<x<2
Im(_z_)“ .




93.2. ‘z+2‘S2/\‘z—i‘SlA—nSArg(z—Zi)S—g

Ci(-2,0), r=2 Im(z)
C2(0> 1),V=1 ----::---=:-2 S
70, 2) AVANY
\ -2 10 Re(z§

93.3. |z i s\z—l\AgSArg(z—l)snA\zﬂz\szﬁ
|Z+iz| SZ\/E <3|Z(1+i)|£2\/§<:>
o1+ <22 S| xV1+1 <22 ol <2

m@]|

-
.
.
bd
1e \
. \
A

-2, 7|01 :2Re()

-2
4 s
93.4. |- <2n|Arg(z+2)| ==
z 4
4] T T
S <2A| Arg(z+2)=——VArg(z+2)==| &
E 4 4

2‘2‘24/\(Arg(z+2):—gvArg(z+2):§] PEN

‘z‘22A[Arg(z+2):—§vArg(z+2):§]

Ly
Im(z)
JPEr SN
‘\
I' “
II N
- } >
—2\\\‘ 0] /2 Re(z)
s, K
—"2‘\

1+1

zZ———| >
2

93.5. Re(z+iz):1/\ 5

Re(z—iz)=1 @Re[x+yi—i(x+yi)] =1 o

< Re(x+yi-xity)=leox+y=1 & y=-x+1

_m>£@2_[1+1i 2
2 2 2 2 2
(1 1) L2
2°2) 2
Im(z)

N

o

“--"\Re(z)=
Pig. 63

94.1. Se [OABC] ¢ um paralelogramo, entdo w =z + (- z).

w=z+(-Z)=e"-¢"“=
=cosa +isina —(cos(—a) +isin(—a)) =
=cosa +isina —(cosa —isina) =

=cosa +isina —cosa +isina =
-

.
=2isina =2sina x e ?

5. Nimeros complexos

T . . i
Como ae}O,E[, sina >0 e, dado que w=2sinaxe?,
entao ‘w‘:Zsina .
i 3 FLA i| 2430
94.2. i><z3:ez><(e”’) :ez><e‘3":e[2 j
. 3 T n
ixz eRc>5+3a=kn,keZ<§>3a=—E+k7t,Z<:>

ca=-E ez
6 3

Como ae}O,g[,vem a:% (para k=0)

r 31

Assim, z=¢'“ —e6 =cos® +isint =2 4 .
6 6 2 2
95.1. Arg(z) =0 ; Arglw) =a
z=¢' =cosf +isind
1+z=1+cos@+isinf =
:1+coszg—sinzg+2isingcosg =
2 2 2 2
:l—sinzg+coszg+2isingcosg
2 2 2 2

, 0 0 .. 0 0
=c0s” —+cos” —+2isin—cos—
2 2 2

= 2c0s2£ +2isingc0s
2 2

SIS

0
:2c0s€ cosg+ising :2c0sge12
2 2 2 2

95.2. SejaArgw=a,-n<a<mn
w=¢'" =cosa +isina ,—-T<a <

0
1+z:2cos§e2 ,—m<f<m (95.1.)
g i .
l+z+w=01l+z=—-w2c0os—e? =—¢"" <
2cos§:1

=3 P R
E:n+a+2k7t,keZ

N
o 2cos§e 2 = gilme)

g 1
COS— =—
= P 22 =
5:n+a+2k7t,keZ
0 m
N5 Se —n<f<m
< 2 3 < n 0 _n
i ——<—-<—
§=n+a+2/m,keZ 2.2 2
o=
= 3 = “T<a<T
:—E+2kn,keZ
<:>6?:2—7t a:—z—n
3 3
Im(z)
z
1,
/2 Re(z)
w



5. Nimeros complexos

Para além de 2] = [w| = [1], se Arg 1 =0, Argz =% ¢ 98.1. 04=0B=0C
3 Dado que C ¢ o afixo de z + w, vem n(2)
Argw = —2{ , podemos concluir que os afixos de 1,ze w OC=04+0B ¢, como [OACB] ¢
sdo vértices de um tridngulo equilatero inscrito numa ﬂpara_lelogramo, AC=0B ¢
circunferéncia de centro O e raio 1. BC=04.
96. w=4w“__P ; z= 4ei“x§e”’\_/Q AC =0B e BC =04 pelo que os
4 triangulos [OAC] e [OCB] sdo
96.1. equilateros.

- - - 2
Logo, AOCz%zCOB pelo queAOB=§+§=?7t .

P i[0+2—“]
98.2. ‘z‘:‘w‘:r; z=re? ; w=re' °

ol Re(z) 3
i[0+ﬁ) . . S o\3
Ws =| re 3 _ r3 el(35+21’[) _ 63 e1(39) _ (rem) _ 23
00=20P=2x4=3 - - - - )
4 4
hoo. . . (0422
5:51n9©h:351n9 98.3. z:re‘g,wzre[ 3J

i[20+ﬂj i[0+0+ﬂj
3 2 3) _

_07’><h_4xsin0_6sin0 2w+ zw=re®4 e +rle
Aoro) =75 = - g o
. w 3 i(a+0) —rze'(z")[l+e3+e3]_
96.2. w=4e'" ; z:4e“’xze‘9 =3¢
) ) . ) i 4t . . 4 2n . . 2
zw—zw=3e""xd4e %= 36 x4l = =72 (1+cos?n+1s1n?n+cos?n+1sm?n) =

_ 126i(a+0—a)_ lzei(—a—ﬁﬂz) — lzeig_ lzei(—g) =12 eiﬂ_ e—i&
( ) _2600( 1 \/gi 1 \/g — 260 0—0
=12[ cos 0 +ising — (cos(~0) +isin(~0)) | =

=12(cos @ +isin@ — cos@ +isin(6)) =12x2isind =

. i, . Avaliacio
=24isin® =4i(6sind) =4i4 Pag. 64
97. .
1 z=2e®
i%-n [ 5mom J4n 2n
: 2 gy e a
2e¢
Resposta: (A)
T .. 3n . .
97.1. Arg(z)=0 ; Arg(z,)=0+2(a-0); 2. COS[9+EJ+ISIH[—9—7]=—s1n9+1c059 =
Arg(z,)=2a-0; Arg(z,)=2a - Arg(z,) i i i(l+0j
_ 3 n . (m il
97.2. OA=0B < |z =|z| _Cos(zw)ﬂsm(zw)_e
7, =|z|e’; z,= ‘Zz‘ei(za*”) Resposta: (A)
2,x2, =|z|x|z,| ") =z [ €®) 3. fiz+1]= I(ZJFJ =[il|z =i =|z-1]
973. =2 ; f=2¢ Resposta: (C)
4 4.  Seja o um argumento de 1-/3i.
Arg(z,) - Arg(z,) = 2—: porque um hexégono regular de . -3 i
ang=—-—=-— T, )
centro na origem tem, no maximo, dois vértices no primeiro 1 = —— ¢umargumento de 1- V3i
quadrante pelo que 4 e B sdo vértices consecutivos. (1, -3 ) €4.°Q
Arg(z)=0 Um argumento de —z é -0 + 7.
Arg(zz):za—gzzxf_ezf_g Um argumento de 1_:/51 é —E—(—9+n):—4—n+9.
4 2 -z 3 3
4 2
I o —9=2—n<:>£—29:£<:> S o 0=""10
2 6 2 3 3 3
I T - - Re'sposta: (B) .
QZQZE_EQZQZEQQZE 5. Seja f um argumento de 1 + 1.
6 tand =1 P )
iz 6 iZ o — €umargumentode I +1.
z=z20|z]e”? | =z e> (L1)el Q) 4

Logo, z é um imaginario puro.



Um argumento de (1 +1)" é ng, neN.
Como (1 +1)" ¢ um nimero real negativo:
n§:n+2kn,keZ©n:4+8k,keZ

Para k=7, n=60.
Resposta: (A)

6. (zfi)(Efi)=4<:>(z—i)(;):4<:> T4izz-T=7-i
<:>‘z—i‘2:4<:=>‘z—i‘:2 22 =7
Resposta: (C)
A T .. T
7. —cos—+1sin— =—| cos——isin— |=
5 5 ( 5 5)
i[-® il - 4m
=- cos(—ﬁ)ﬁsin[—gj =7e[ 5)ze[ Sj:e 5
5 5
Resposta: (D)
Pag. 65
8.1. z3+%:0©25+1:0/\z¢0<:>z:3/——1/\z¢0<:>
z
.m+2knm
o= rzz0oz=c 5 L k={0,1,23 4o
u 2% ) i 2z
Sz=e’vz=e’dvz=e¢"vz=edvz=e?
L L L .
S—{e5,e5 et e’ ,65}
1+1 1+1
8.2. (I-i)z= oz =
(=07 =3 G-i)(1-i)
g (1+i)z -z 21
zZ = zZ=
(3-i)(1-i)(1+1) (3-i)x2
_ i(3+1) _ —1+3i 1 3
oz = - — <z = -—
(3-1)(3+i) 9+1 10 10
1 3.
=q————1i
10 10
9.1. Sejaz=x+yi.
322 +522-2=03(x+)i) +5(x" +)7)-2=0
S3x*-2y" +6xyi +5x° +5y° -2=0<
S8x*+2y° -2+6xi=0=
8x* +2y°-2=0 2y*=2 [8x*=2
RS p= v &
6xy=0 x=0 y=0
{y—il x=t1
=0 v 2
x= y=0
rr ~ ~
Logo, —5,5,—1 e 1 sdo solugdes da equagao.
oL L]
22
9.2. Sejam A4, B, C e D os afixos dos niimeros complexos

1 1 . . .
-—,—,—1 € 1, respetivamente.
22

A(-é,o],g[l,o],c(o,_l) e D(0.1)

10.

13.

14.

15.

5. Nimeros complexos

BD=li-Y= fislo 205

2 4 N4 2
E:i—(—lJ:i-rl: 1+1:§: >
2 2 4 4 2

Como os lados do quadrilatero [ABCD] tém o mesmo
comprimento, os afixo das solugdes da equacgdo dada sdo
vértices de um losango.

ig
z=¢€

1 i 1 i i
z+—=e"+—=e"+e"=
z e

=(cos 0 +isin ) + (cos(—0) +isin(-0)) =

=cosf+isin@+cosd —isin(—f)=2cosf e R

(z+w)2_zz+w2+2zw_i W72+2_
W a zw - W zw -
=£+K+2=i+w—f+ =——t—+2=
w oz ww  zz M ‘Z‘
:ZW+2WE 7ZW+ZZW+2ER porque u+u eR
7 g
:72Re(zzw)+2€R
2
E:g<33229/\z¢0<3‘z‘2:9<3‘z‘:3
z

Circunferéncia de centro na origem e raio 3.
l+z+22+2+2" =

4\’
1-|e ) 0
1-2° l—e*"  1-¢™ 1-1

=1x 1_Z= s = i“i: iﬂ: iiﬂ:()
I-e’ l-e> 1-e’ 1-e?
2i7=2=0 2i(x—yi)-(x+yi) =0 (-1

<:>2xi+2y—(x2—y2+2xyi)=0<:>
S+ +2y=0A2x-2xy=0
{—x2+y2+2y=0 {y(y+2)=0 {—x2+3—0
&> \% =

2x(1—y)=0 x=0 y=
=0 =- - =
o ]y=0vy 2v X 3vx \/§©
x=0 y::l

<:>z:Ovz:—zivz:x/g+iwz:\/§+ivz:—\/§+i

-t 3 ,igﬁ
(—21)—(26 2] =8¢ 2 =8i

.S5m

(_ﬁ +i)3 = [Zeii’n }3 =8¢ 2 =8i

i 2cos ™+ /4COSZE—4
zz—(Zcos—jz+1=0<:>>z= 5 5
5 2
2c05£i1f—4sinZE 2cos ™+ 2isin "~
5 5 Sz= S S &

2 2

=

=>zZ=

T .. T T .. T
& z=C08—+1sin—V z=Ccos— —isin— <
5 5 5 5



5. Nimeros complexos

S= eig’qu ¢) z,= 1+i£ Xz, =&eizx&eig
3 3 3
16.1. P(z)=z'-22+3z2—2z42=2"—22 432~ 2242 = _23x2V3 (5) _4 5
=z'-27°+4377-2z+2= 9
—F 0734372 — 2542 :P(E) 18.2. Da foérmula de recorréncia: \/_
Y = . \/5 Zn+1 _ : 3
Como P(z)=P(z) e P(1-i)=0: Z0 —[14—13 z,,¥neN @Z—H-IT,VneN
P(1-i)=P(1-i) = 0=P(1+i) T
Logo, 1 +1 ¢ outro zero de P(z). @7_?6
. 4 3 2 . "

16.2. P(l—l):(l—l) —2(1—1) +3(1—1) —(1—1)+2 = . , ) . r_ﬂ o
(20) —2(1-i)(20)+3(-2i)-242i+2 = (1) - 0g0, z» é uma progressio geométrica » = e
= —4+4i+4-6i+2i=0 Sl Entdo, z, =z, xr""

=-2i
Como P(z)=P(Z) e P(1-i)=0, temos: 203 i n-l 23 (o
- — ) z,=1x| —e¢* <z, =—| e ¢
P(1-i)=P(1=i)=P(1+i) 3 3
1 +i é outro zero de P(z) 18.3. Arg(z,)=Arg(z)+n
_ 4 _ 3 2 _
163. P=z"—-2z"+3z"-2z+2 Arg(zl)zo
P(1-i)=P(1+i)=0
L2 3 2 2 (n-1)==0+kn,keZrneN =
1 15 2 1. 2 D= 6
1 -1-i 1 -1-i |0 =-l-iti-1=-2 on-1=6k,keZArneN &
1+i 1+i 0 1+i =
— ; 5 Sn=1+6k,keZArneN

. n é um namero natural da forma n =1 + 6k, com & € No.
Z+l=0zl=-lcz=1tJ-1 o z=4i ¢ um niimero natural da fo » €0 0

S={-i,i,1-i,1+i} Avaliacio global

2 Pag. 66
17.1. zzz(\/Z—\/E +i\/\/5+2) ! a8
1_ . Z:7+3i
22222242222 2= 2

:_2\/§+2i«/4_2: Z—1=%+3i—1=—%+3i;(—%,3)62.°Q
=22 +2:2i L
17.2. || =V8+8 =4 *EERES
tan(Arg(zz)):—l z—l=3+%i—1:2+%i;lm(z—1):%<1
Arg(z*)e 2°Q Il 3 3J3
( ) . 22363:3(COSE+iSinEj:3 1 ﬁ :f+ii
24 i 3 3 2 2 2 2
z? =4e
(3x 24n 3.33. 1 33
l(?+T] Z—1:7+71—1:7+71
z=¢ 2 2 2 2
zp=2e? ; z,=2e°® Im(z—l)=¥>l
3 . .
Como o afixo de z & do 1.° quadrante, z=2¢ ® . O afixo de z - 1 ¢ do 1.° quadrante
18.1. a) wzl-i—iﬁ:rei” Arg(z—l)zarctan(&l/gj:arctan(3\/§)
3
1 NG 2 : 1 i 2 23 Como 33 >+/3, gSArg(z—l)Sg
r= +| — = +—-—=|-—=—=—
3 3 V3 3 3 =
NG o z=3e? =43
tanﬁz? i z—1=—1+-0i
NG y = r ¢ um argumento de w (_1’\/5)62.0(2
I’T =1°Q Resposta: (C)
N 2 z=1+i |=I+1=\2
— 6
3 o s
(1, DEL°Q, Arg(z)=arctan (1) =~
NE] W3 E 232 4
b) z,=|1+—|xz =——exl=——¢ if
3 3 3 Logo, z=+2e*



w:z”—( 2e4J e

w € um numero real se nszn kel on=4k,keZ

Como n é um multiplo de 4, n = 8.

Resposta: (C)

z=(1+i)P=1+2i-1=2i

* z éum numero imaginario puro

. =

. wz=z<:>w2=2i<:>wz=(l+i)2<:>w=v_L (1+i)2
<:>w:i(l+i)c>w:—l—ivw:l+i

A equagdo w? = z tem duas solugdes.
LT

. z=2i=2e:?

LAY i
z"=|22| =2"¢e?

z" € um numero real negativo se
n—;:n+2k7r,keZ<:>n:2+4k,keZ

Logo, n ¢ um numero natural que ¢ termo da sucessdo

u, =2+4k,keN.

Portanto:

2 =21 keN =(2i) x(2i)" = —4><((2i)4)k _
=-4x16',keN

—4x16" — -0 quando k — +o
Resposta: (D)

2++/4-12 2+/-8
& z= =

22 -2z43=0z= z=
2 2

2+2421
=% @zlzl—ﬁivzzzh—ﬁi

P(1,-42);0(1,42),0(0,0)
- 0P=(1,-V2), 00=(1,42)
OP-00=(1,-v2)-(1,42) =1-2=-1
. zl+zz:l—x/5i+l+x/§i:2
1+1 —\/§+\/5]_(1’0)

. M[PQ] [ 2 ) 2

M pertence ao eixo real.
* PQ¢aretadeequagdiox=1.

Logo, a reta PQ ¢ paralela ao eixo imaginario.
Resposta: (A)

oz =(1-i) =—1-2i-1=-2i

7%z, =(1-i3)x (=2 )=—2J§—2i

Como (—2\/—, - )e 3.°Q, — ndo ¢ um argumento de

ZIXZ3'
i:4+z.ti:(4+é'li)x'2i _ 88
Zy =21 —2ix2i1 4

2l o2 +2i =4+4=8=2V2
Z,

Seja 6 um argumento de — 2 + 2i.

5. Nimeros complexos

tanH:lz—l

n_ 3n .
-2 = T ——=-— ¢éum argumento de —2 + 2i

(-2,2)€2°Q

3
Logo, 2 _9f2e¢

Z3

o zxz,= (—1\/—)(4+4l)
=4+ 4i-a\Bi+ 4B =4+ 43+ (4-4V3)i
2| = (4+443) +(4-443) =

— 1643243 +48+16-3243 +48 =
=82 242
2 2i(1+iV3) 232 V31
z, 1-i3 (1-iv3)(1+iv3) 143 22

Como (\/5’ _IJ €4.°Q, o argumento de 5
2 2

Z

diferente de g

Resposta: (B)

sin® o .sina
—+2i
cos” o cosa

z=1-tan’ o + 2itana =1—

B cos’a—sin’a i .2sinacosa
cos’ & cos’ &
__ 1 (cos(Za) + isin(Za)) - el

cos’ o cos’ o

Resposta: (C)

Pig. 67

4\/5"'\/48 64

2 d32416=0 2

43 +-16 4\/5—4i 443 + 4i
= 2 & z= 2 VZ=

2

o z=203-2ivz=2J3+2i
\2\/5—21\=\/12+4=\/E=4

Seja § um argumento de 23 -2i

2 B

tanf =——==——-
23 31 =-Zeum argumento de 23 -2i

(243, -2)e4.°Q

Logo, 243 —2i=4¢ © ¢ 2J3+2i=23 -2i=4de®

S= {4e 6 466}

i St .. 5m N R

z,=¢ L =cos—+1smz —74—51

1
L



Logo, os vetores OA4 e OB sio colineares e, portanto, os
pontos O, 4 e B sdo colineares.

n

i—
9 \/Ex14”"’+2e4 _ i =i =

T 0+3x4

\/Eeig =1xi7 =P =
V2 (—i)+2(cosg+ising) —ﬁi+¥+¥i

26t V26
V22i-V2i V21

J2e's 25 s
10.1. AC=2[z|=2{9+4=2J13 &
Seja h a medida do lado do quadrado /* +* = AC.
2 52
27 =(2V13) & IP===
(2413) >

A 4rea do quadrado [ABCD] é P2, ou seja, é igual a 26 u.a.
10.2. z3 é o simétrico de z1.

zy=—z=—(3+2i)=-3-2i

11. Fi(-2,0)¢éoafixodezi =—2.
F>(2,0) é o afixo de z2 = 2.
Por definicéo de elipse , |z — z1| + |z — z3| = 2a , sendo z
um numero complexo cujo afixo é P, um ponto qualquer
da elipse, e 2a a medida do comprimento do eixo maior.

2a=PF> +PF, =[2—(2+3i)| +|-2-(2+3i) =
=|-3i| +|-4-3]| =3+416+9 =3+5=8

Logo, a condigdo que define a regido sombreada da figura
¢ |z-2|+|z+2|<8AIm(z)20ARe(z)22

12.1. Od=|z|=|2-5i|=\/4+25 =29
OB =|z,| =[7-3i|=49+9 =/58
AB=|z, - | =[7-3i—(2-51)| =[5 +2i[ =25+ 4 =29
Como OA=AB , o triangulo [OA4B] é isésceles.
Por outro lado (@)2 = (\/E)z + (\/5)2 , pelo que o

tridngulo ¢ retangulo.
Logo, a proposigdo ¢ verdadeira.

122, |z—i]=|z+2i| < |z = (0+i)| =[]z - (0-2i)|

& 1P =26

A condigdo define a mediatriz do segmento de reta cujos
extremos sdo os pontos de coordenadas (0, 1) e (0, — 2), ou
seja, a reta de equagdo y =— 1, a qual ¢ paralela ao eixo real.
Logo, a proposicéo ¢ verdadeira.

5. Nimeros complexos

123. z, =3+-3i
Por exemplo z| = (3 + \/Ei)1 =3++/3i ndo é imaginario
puro. Logo, a proposigdo ¢ falsa.

12.4. Se Arg(z) =§ ,entdoz=yi comy>0.

itz =[i+yi =1+ = [l +y[=[T+y=1+y
porque y >0
=1+ porque |yi|=y

A proposigéo ¢é verdadeira
125. |z|=1;z=¢"

1 i 1 ) :
22 +— — @0 7 20, -i20 _
z e

=cos(26)+isin(20) + cos(-20) + isin(-20) =
=cos(20)+isin(26) + cos(20) —isin(26) =
=2cos(20)eR

A proposicdo ¢ verdadeira.

13. z:1+£i, z\=‘/l+§=\ﬁ=l
2 4 4
Seja § um argumento de z

2
tané’:ﬁ:\/g




