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L1 @ =5Ga=+5
b =15b=1
czzaz—b2<:>c2=5—1<:>c2=4gc=2
Vértices: (—\/g, 0); (\/g, 0); (0, =1) e (0, 1)
Focos: (—2,0) e (2,0)
1.2. 5% +6)° _304:53—’;2 %2 %@x—;+%=1
a2=62>3a=\/g
b =55b=15
czzaz—b2<:>czz6—5<:>czzlgc=l
Vértices: (—\/E, 0) ; (JE, 0) ; (0, —\/g) ; (0, \/g)

Focos: (-1, 0); (1, 0)
2. Ci(-2,0)Cx(2,0);4(2,3);¢c=2

AC,+AC, =2a (2 +2)’

+(3-0) +y/(2-2)

+(3-0)’

SV16+9+9=2a4 = 8=2aa=4

VP=d"-ctob=16-4=b=12

2 2

y

A equacdo reduzida da elipse pedida é f—6 + T} =1

3.1. a)
b)

d)

e)

3.2. a)

b)

©)

d)

k+JE=F
B-DF=B+FD=1

AE=KL e KL+ LC=KC
Assim, AE —CL=KC (por exemplo).

HﬁH =%HﬁH ¢ os vetores IH ¢ BE tém sentidos

contrarios. Assim, IH = —%FE .

HR‘H = ZHF—GH e os vetores EC ¢ FG tém 0 mesmo

sentido. Assim, EC =2FG .
el =315
|42|=31p7]

togo, [D7] =[] = =548 = 4]

i =|ar «|
7=l
[ =1 =5l = 1A

RE R

o A = Jsl B o ] =< as

Logo. [477] = Y22 3] - 2012 7
|5 - [as] +| 0]

J0]= [ 42

=2a

Assim, tem-se:

2 16‘

oot =3 +( 2J#l) < 1ot = +1245] =

=Bl =78
97—
o, |55 13|
4. AB=AE+ EB=AE + 3 AE =2 AE =25
4.2. BC=BE+EC= —fAE+ AD=a —713
5.  Para provar que o quadrllatero [ABED] ¢ um trapézio é
necessario mostrar que os segmentos [4B8] e [DE] sdo
paralelos, ou seja, que os vetores AB ¢ DE sio colineares.
— 1=
|PA]=3en|
— 3—
Logo, |DC| ==[4c].
4
DE =DC +CE=> AC +° CB=>(4C +CB)=> 4B
4 4 4 4
Como DE = %E , 08 vetores DE e AB sio colineares,
pelo que os segmentos [DE] e [AB] sdo paralelos e, portanto,
o quadrilatero [ABED] é um trapézio.
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1
6.1. Vpirémide = g Abase xh
A medida da aresta da base € 3: 4p=32=9
V vimide :12<:>éx9xh:12<:>h:?c>h:4

6.2.

7.1.

7.2.

7.3.

A cotade Vé4.

A projegdo de V' no plano xOy ¢ o centro do quadrado [OPQOR)].

. . 3
Logo, V tem abcissa e ordenada iguais a 5

3 3
Portanto, o ponto ¥ tem coordenadas (E, > 4}

O plano z = 2 interseta os tridngulos das faces laterais nos
segmentos de reta que contém os pontos médios das
respetivas arestas. Logo, a medida do comprimento de cada
um destes segmentos de reta ¢ igual a metade das medidas

.. 3 ~
das arestas da base, ou seja, ¢ igual a 5 Portanto, a seccéo

produzida ¢ um quadrado com % de lado.

3 9 9
A= [Ej =7 logo a area da sec¢do ¢ igual a 2 u.a. .

a) 4@3,-3,0); BG,0,0); C(-3,0,
E(3,-3,4); F(3,0,4); G(-3,0,

b) D’(-3,3,0)

¢) D’(3,3,0)

a) y=3

b) z=4

a) x=-3Ay=-3

b) x=3Az=0

¢) x=-3Az=4A-3<y<0

d) y=0Az=0A-3<x<3

e) 3<x<3A0Zz<4Ay=0

) x=-3A-3<y<0A0<z<4

0); D(-3, - 3, 0);
4y, H(- 3, -3, 4)



8.1.

8.2.

8.3.

Representa o plano perpendicular ao eixo Oy que contém,
por exemplo, o ponto de coordenadas (0, — 3, 0).
Representa a reta paralela ao eixo Oz que contém, por
exemplo, o ponto de coordenadas (— 1, 2, 0).

Representa o segmento de reta paralelo ao eixo Ox cujos
extremos sdo os pontos de coordenadas (0, 0, 4) e (4, 0, 4).

9.1.

9.2.

10.1.

10.2.

10.3.
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27 +(0-1) =Va+1+1=+/6
1

AB=\[(3-1) +(1-
BC=(1-3) +(1-1) +(
AC=\(1-1) +(1-2) +(2-1) =O+1+1=2

Como os lados do tridngulo [4BC] tém diferentes
comprimentos, o tridngulo [4BC] ¢ escaleno.

BC :(Jg)z -3

4B +4C :(x/g)2+(x/§)2:6+2:8

) +(2-0) =V4+0+4=18

Como BC2 4B + AC2 , pelo reciproco do Teorema de
Pitagoras o triangulo [4BC] é retangulo.

D(x1, y1, 0)

AD=BD=CD

{AD—CD

. =
BD=CD

2

N G =1+ (1 =2) +(0-1)" =yJ(x, ~1) +(3 -1)’ +(0-2)
6 =3) (=1 +(0-0) =/(x ~1) +(3,-1) +(0-2)’
yr—dy, +d+1=y] -2y +1+4

=
X —6x,+9=x7 —2x, +1+4
-2y, =0 »=0

= =
—4x, =-4 x =1

Logo, D(1, 0, 0).

P(x, y, z) representa os pontos do plano mediador.

PA=PB < (x+1) +y7+2" =\ (x-2) +(y—2)* +(z+3)’

S F2x+1+y + 20 =
=x"—4x+4+y —dy+4+27+6z+9

S 2x+4x+4y-6z+1-4-4-9=0&

& 6x+4y—-6z-16=0< 3x+2y-3z-8=0
Logo, o plano mediador ¢ definido pela condigéo
3x+2y-3z-8=0.

O ponto P pertence ao plano mediador de [4B].
3(k+1)+2><(—k)—3(2k)—8:0<:>
<3k+3-2k-6k-8=0 Sk=5<k=-1
Logo, k=-1.
a) 3x+2y-3z-8=0Ax=-1lry=1&
S 3x(-1)+2x1-3z-8=0<
& -3+2-3z-8=0«< -3z=92z=-3
O plano mediador e a reta intersetam-se no ponto de
coordenadas (— 1, 1, — 3).
b) Eixo Ox: y=0Az=0

3x+2y-3z-8=0Ay=0Az=0<
<:>3x+2><0—3><0—8:0<:>3x:8<:>x:§
O plano mediador e o eixo Ox intersetam-se no ponto de

coordenadas (g, 0, Oj.

11.1.

11.2.

11.3.
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¢) eixoOy:x=0Az=0
3x+2y-3z-8=0Ax=0Az=0
S3x0+2y-3x0-8=0<=2y=8cy=4
O plano mediador e o eixo Oy intersetam-se no ponto de
coordenadas (0, 4, 0).
d) eixoOzzx=0Ay=0
3x+2y-3z-8=0Ax=0Ay=0

<:>3><0+2><O—3z—8:O<:>—3z:8<:>z:—§
O plano mediador e o eixo Oz intersetam-se no ponto de
coordenadas (0, 0, —g) .
Raio da esfera:
r=4B=(2-0) +(-1-1) +(0-1) =40 =3

A condigdo que define a esfera ¢ (x—2)" +(y+1)’ +22 <9.

(1-2) +(1+1) +2° =9 1+4+4=99=9
Logo, o ponto P pertence a superficie esférica S.
a) C(4, -3, —1); B(0, 1, 1); P(x, y, z)
PB=PC & x*+(y-1) +(z-1) =
:(x—4)2+(y+3)2+(z+1)2<:>
Sxt+y - 2y+l+z’ —2z41=
=x"—8x+16+y°+6y+9+2° +2z+1
S8x—8y—4z-24=02x-2y—-2z-6=0
Uma equagdo do plano mediador € 2x -2y —z—6=0
(ou equivalente)
b) A seccdo produzida na esfera £ pelo plano a é um circulo

de raio 3 de centro no ponto 4e contido no plano a.
Esta seccdo ¢ definida pela condigdo:

2x-2y-z-6=0A(x-2)" +(y-1) +2 <9

A=’ =1x9=971 uw.a.

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.
13.1.

13.2.

13.3.
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a) [K, G] (por exemplo)
b) [B, Gl [I, L] ¢ [4, H]
a) [4, K] e[l, L] ndo sdo segmentos da reta equipolentes,
porque ndo t€m a mesma direcdo.
b) [D,J] e [E, F] ndo sdo segmentos de reta equipolentes,
porque ndo t€ém o mesmo comprimento.
¢) [H, E]e[F, G] ndo sdo segmentos de reta equipolentes,
porque ndo tém o mesmo sentido.
a) Al +CG = AK (por exemplo)
b) EF — HD=EF + DH = AB + BF = AF (por exemplo)
¢) K+ED=J
d) B-HF=B+FH=D
l— — - —

e) EDC—KD:DJ+DK:DF
GA=GC+CB+BA=—w—v-2ii ,logo GA=-2ii —v —.
Como OA=OB , aordenada de B ¢ 3. Logo, B(0, 3, 0).
VzlAbxh; h=0C

3

2
L3 he12en=1222
302

©h=8,logo C(0,0,8).
A(3,0,0); BO, 3, 0)

[ 48] = (03" +(3-0) +(0-0)" =\0+9 = Vig§ =312
B(0, 3, 0); C(0, 0, 8)

B8] =\(0-0) +(0-3)" +(8-0) =Vo+64 =73
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Pag. 132 Logo, B(2,8,1), C(-2,8,1),D(-2,4, 1), E2,4,5),
14.1. B(2, 5, 3), C(0, 5, 3), D(0, 3, 3), E2, 3, 5), F(2, 5, 5), FQ.8.5). G(_2.8.5) e H(—2.4.5)
G(0,5,5) e H(0, 3, 5) 16.2. a) B(2,8,1)e H(-2,4,5)
14.2.2) B(2,5,3), H(,3,5) Bl = H-B=(=2, 4, 5)~(2, 8 1)=(=4, 4, 4)
2+0 5+3 345
M(72 e j M(l, 4, 4) (x, v, z):(Z, 8, 1)+k(—4, -4, 4), keR

b) Plano xOy:z=0
(x, 9, 2)=(2, 8 1)+k(—4, -4, Hhrz=0c
Sx=2-4krny=8-4kn0=1+4krnz=0

b) AB=B-A4=(2,5,3)-(2, 3,3)=(0, 2, 0)
HA=A-H=(2,3,3)-(0,3,5)=(2, 0, -2)

E+m:(0’ 2.0)+(2,0. -2)=(2 2, -2) <:>x=2—4k/\y=8—4k/\z=0/\k=—l:>
4

¢) D(0,3,3)
FG=G-F=(0,5,5)~(2 5 5)=(-2, 0, 0) :>x=2—4(—ley=8—4(—lez=0@
AH =(-2, 0, 2) N 4
Sx=3Ay=9Az=0
D- (%ﬁ? + ZEJ = A reta r e o plano xOy intersetam-se no ponto (3, 9, 0).
16.3. O centro da superficie esférica ¢ o ponto médio de [4G].
=(0, 3, 3)—[1(—2, 0, 0)+2(-2, 0, 2)}: 42,4, 1)eG(-2,8,5)
2 v (272 48 1eSy oo
=(0, 3, 3)~((~1, 0, 0)+(~4, 0, 4))=(5,3, 1) wa 7o 3 2 )T Muua (0 6.3)
14.3. 2) TG—G—A—(O 5,5)-(2.3,3)=(-2. 2, 2) Oraiodasuperﬁcieesféricaé'
badd - - ) ) > b - ) ) 71 . N
[4G]=(-2) +22+2* =Vara+4=\12 =23 F_EHAGH yvd [oxlowlo m
b) EC=C-E=(0,5,3)-(2,3, 5)=(-2, 2, -2) rz:[%\/ﬁj:ix%:lZ
ﬁ:H—B:(O’ 3,5)-(2,53)=(-2, -2, 2) A equagdo da superficie esférica é x> + (y — 6)> + (z - 3)> =12
AB=(0, 2, 0) Pag. 133
FC_BH 42 A5 = 17. y=mx+b ou y—y1=m(x—x1)
=(-2, 2, ~2)—(-2, -2, 2)+2(0, 2, 0)= m=tan60° =3 ; ponto: (3,3)
=(-2, 2, =2)+(2, 2, =2)+(0, 4, 0)=(0,8, —4) y=V3=3(x-3) e y=3x-3B+B o y=Vx-23
HR‘—@+2EH= 0 4+ 8 +(_4)2 _ ‘ A equagdo pedida é y:\/gx—Z\/g.
3
—J64+16 =/80 =445 ‘ 18.1. r:3x+2y:4<:>2y:—3x+4<:>y:—5x+2
15.1./&, 2,3),B(3,0,1),C(-1,0,1) ‘ 3 oo 3 | ) 180° 3 12370
AB=B-4=(3,0,1)-(1 2,3)=(2, -2, -2) m=syZEne==, logo O=1807~arctan| o J= 123,
ﬁ:C—B:(—l, 0, 1)_(3’ 0, 1):(_4’ 0, 0) A inclinacdo da reta r é aproximadamente igual a 123,7°.
— 1
Por exemplo, a ordenada de 4B ¢ ndo nula e a ordenada de 18.2. r: 3x+2y=4; ponto: (a, EJ
BC énula. Logo, os vetores AB ¢ BC nio sdo colineares e, 1
portanto, os pontos 4, B e C ndo estdo alinhados. 3a+2><5=4<:>3a:3©a:1
Logo, a afirmagao ¢ falsa. .
15.2. D2, 1,-1),E(-1,-2,3) O ponto de intersecdo das duas retas é (l, EJ
2-1 1-2 -1+43 1 1
M| ===, ==, = M| 5 == 1
[DE]( 2 2 2 j [DE](z 2 j s:x+my=3 - 1+m><%=3<:>%m=2<:>m=4

Logo, a afirmacdo ¢ verdadeira.

15.3. 4(1,2,3) e D(2, 1, - 1) A equagdo dareta s € x+4y=3<:>y=—lx+E

AD=D-A=(2,1, -1)—(1, 2, 3)=(1, -1, —4) 4 4
2 1 m:=—l<:>tana=—l; a=180°—arctan(lle66,0°
1::_—1 4 4 4

s . A inclinagdo da reta s é imad: te igual a 166,0°.
Como o vetor (2, 1,— 1) e o vetor 4D ndo sdo colineares, a lflc 1—nag:f10 are a—v e—apioquma amen—e zlguaj zi
equacdo dada ndo define a reta AD. Logo, a afirmagdo ¢ falsa. 19.1. (ki =7)-ii =0 & ki -ii =i -5 = 0 = ki —ii- =0

16.1. A2, 4,1) Skx2’+4=04k=-d=k=-1
EmD, C,Ge Haabcissaé—2eemB, C,G e F aordenada 19.2. 2v-(3i —kv) =261 -V -2k - V="2 &
¢ — 8. Logo, as faces do cubo estdo contidas nos planos de < 6ii -V — 2kH‘7H2 - D 6x (_4) kX3P =D

equagdesx=—2,x=2,y=8,y=4,z=1ez=5. 1
A medida da aresta do cubo ¢ igual a ordenada de 4, ou seja, ©24-18k=2-18k=22<k= ary
é4.
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23.3. G(0,0, 1) e B(1, 1, 0)

20. TB-E:E-(TB+E‘):E~E+E-% [4B] L[BC] G(0
GB=B-G=(1,1,0)-(0, 0, 1)=(1, 1, -1

- —|2 — 2
=4B-AB+0= HAB H =4B Um sistema de equagdes paramétricas da reta GB é
21. ﬁ ﬁj ﬁ (ﬁ+@+D )Z FB 1 BC x=k
I ﬁL(iD y:k ,kGR
=FB-BC+FB-CD+FB-DH = "
_ —_— —_— —_ —2
=0+0+FB-DH =FB(~FB) = —FB - FB =-|FB| 3
~ . . 234, a: x+y+z—-—=0
22.1. As retas r e s sdo paralelas se tiverem o mesmo declive 2
rike+(k=1)y=2k+4<(k-1)y=-kx+2k+4 < x=k
ke 2k+4 —k Reta GB: {y=k ,keR
Sy=—-+ ANk#l > m =——
k-1 k-1 -1 z=1-k

st 3kx—(3k+1)y=5k+4 <

k+k+1—k——:0<:>k:i logo T(l 1 lj.
—(3k+1)y=-3kx+5k +4 < 2

27272

N | W

S y= 3hx —5k+4/\k¢—1 - m, = 3k O plano a e a reta GB intersetam-se no ponto T(l, l, l)
3k+1 3k+1 3 S 3k+1 22 2
-k 3k —k 3k 24.1. Centro da superficie esférica: M{prg)
K1 3+l k-1 3k+l P(1,1,-2)e O(1, 1,4)
S B3k —k=3K>+3k=0nk-1£0A3k+1%0< o (Ll 1+l 244
1 el 27 27 2
<:>—6k2+2k:0/\k¢1/\k¢—§<:> M[PQ]:(I,I,I)

. T
c>2k(—3k+1):0/\k¢lAki—%Qk:ka:% Raio da superficie esférica: EPQ

PO=\(1-1) +(1-1) +(4+2)’ =6’ =6

As retas e s sdo paralelas para k € {O, %}

22.2. As retas r e s sdo perpendiculares se o produto dos declives EPQ =3
for—1. . . —
ork 3k 3% 3% —2k-1=0 O ponto F pertence a superficie esférica se FM =3
7 ——le — =—1 /sz F(0,2,2)
k=1 3k+1 3k* +k -3k -1 T e — ; 5 5
e 24 244 FM =J(0-1) +(2-1)" +(2-1)’ =43 #3
= 2k 1 l< l" 0 Logo, o ponto F ndo pertence a superficie esférica.
k=—vk=1
<:>3k2:3k2_2k_1/\k¢_§/\k¢1<:> ) 24.2. 4(2,0,0), D(2,0,2), 0(1, 1,4)
AD=D-4=(0,0, 2); DO=0-D=(-1,1, 2)
1 1
<:>2k:_1/\k¢_§/\k¢1<:>k:_5 ﬁ a b, c eumvetornormal ao plano ADQ .
As retas r e s sdo perpendiculares se kz—l. (a. b, ¢)(0. 0, 2)=0 PN 2c=0 PN c=0
2 (a, b, ¢)-(-1,1,2)=0  |-a+b+2c=0 " |b=a
. Pag. 134 ﬁa a, O) a#0
23.1. O vetor OE ¢é normal ao plano BDF se for perpendicular a P L AL Lo
dois vetores ndo colineares paralelos ao plano BDF. ara a=4, n( >0 )
B(1,1,0),D(1,0,1), F(0, 1, 1) Assim, a equacdo do plano ADQ é:
BD=D-B=(1,0,1)—(1, 1, 0)=(0, —1, 1) 1(x=2)+1xy+0xz=0<x+y—-2=0
DF=F-D=(0, 1, 1)=(1, 0, 1)=(~1, 1, 0) E(2,2,2),G(0,0,2), logo EG=G-E=(-2, =2, 0).
0(0,0,0), E(1, 1, 1) Um vetor diretor da reta EG é EG (-2, —2, 0).
OE=E-0=(1 1, 1)=(0,0,0)=(1. 1. 1) i1, 1, 0) e EG(-2, —2, 0)
OF-BD=(1, 1, 1)-(0, -1, 1)=0-1+1=0 Como EG =-2ii , os vetores diretor da reta e normal ao
O—E~ﬁ:(l, L1)-(-L 1 0)=-1+1+0=0 plano sdo colineares.
— Logo, a reta ¢ perpendicular ao plano.
Logo, o vetor OF ¢ normal ao plano BDF.. 243. A(2,0,0), B2,2,0), P(1, 1,-2)
23.2. Vetor normal: OE(1, 1, 1) ; ponto: 1(%, 1, OJ AB=B-A4=(0, 2, 0)
Equacdo do plano: ax + by + cz+d=0 BP:P—B:(_L -1, _2)
| 1 Ix141x04d =0 d— 3 Uma equag@o vetorial do plano ABP ¢
rierardsied=Ty (x,,2)=(2, 0, 0)+4(0, 2, 0)+u(~1, —1, =2), A, ueR

3
Uma equagdo do plano o ¢ x+y+z—5:0.



