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A funcio f¢é continua no intervalo ]2, +00[ por ser
definida pela composta de duas funcdes continuas (fun¢ao
polinomial e fun¢do exponencial) e no intervalo ]—00, 2[
por ser definida pela soma de duas fun¢des continuas
(funcdo logaritmica e fungdes polinomiais).
No ponto x = 2:
li =1i +In(3-x))=2+In(3-2)=
lim f (x) = lim (x+1n(3-x)) =2 +1n(3-2)
=2+In1=2+0=2
lim f(x) = lime*™ =¢*7 =¢’ =1
x-2" x-2"
Como lim f(x) Z lim f(x) , do existe lirrzlf(x) pelo
x-27 x-2" X
que podemos concluir que a fun¢o fndo é continua no
ponto x = 2.
Portanto, a funco f ¢ continua em R \ {2}.

- _ _ 22
f'(2_)=limf(x) f(2):hmx+ln(3 x) e _
x=2 x—2 x=2 x=2
x+In(3-x)-1_2+In1-1_ 1
= Iim = =—=-0
x-2 x=2 0 0
()L WI0) el
f x=2 s X=2  y=o-«
2-x Y ex »2",y >
= —lim = —tim & ey s
=2t D —x y-0" y

Assim, f'(27)=-0 e f'(27)=-1

A restri¢do de fung@o fao intervalo [2, 3] é continua
Para x>2, f'(x)= (ez_")’ =(2- x)' e =—¥"
Logo, f¢ diferencidvel no intervalo ]2, 3[.

Portanto, o Teorema de Lagrange ¢ aplicavel a fno
intervalo [2, 3] .

Assim, k02, 3[: %:f'(c)
2-3 _ 22 -1 _
€ € :_62—(' - € l=_62—(' - e—] _1 =_62—(‘ -
3-2 1

et zl-e! o 2—c:1H(1‘e_]) <

e c¢=2-In 1—1j - c=lne2—ln(e—_lJ -
c c

e’ e’
= chn[ j
e-1 e—1

e
Assintotas verticais

= c=In

A funcdo g é continua em R\ {0} (soma de duas func¢des
continuas).

lim g(x) = lim (=2x +cosx) =-2x0+cos0= 0+1=1
x=0 x-0
tharglg(x) 2}{%1(2x—lnx) =—2><0—1n(0 )=+°0

A reta da equag@o x =0 ¢ assintota ao grafico de g.

Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b) :

Em +o0:

m= tim S0 2 gy 227X 20 Inx
X = +oo X X too X X = +00 X X too X

b= liIP (g(x)—mx): lirp (2x—1nx—2x):

= lim (~Inx)=—(+o)=-c

Xt

2.2.

2.3.
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O gréfico de g ndo tem assintota em +oo .

Em —oo:
. 8lx . —2x-—cosx
m= lim ( )= lim =
X =00 X X - —00 X
. —2x .. cosx . Cosx
= lim — + lim =-2+ lim =2+0=-2
Xo—o oy X =00 X X =00 X

dado que [xOR, -1<cosx<1e lim l=0 podemos
Xy

COos x

concluir que lim =0 por ser o produto de uma
framper

fung¢do limitada por uma fungdo de limite nulo.
b= lim (g (x)—mx)= lim (=2x +cosx+2x) =

= lim cosx, que ndo existe.

X - =00
Portanto, o grafico de g ndo tem assintota em —oo .
Conclusio: A reta de equacdo x =0 ¢ a unica assintota ao
grafico de g.

Pretende-se mostrar que [k[] }— —g[ 1 g (x) =e' +2,

T

n
3
. Tt
ou seja, que DxD}——, ——{: g(x)—e"—2:0.

2 4
Seja h(x) =g (x) —-e' =2 ,isto é:
h(x) =—2x+cosx—e" -2
A funcdo & é continua em R pois € definida pela soma de

fungdes continuas (funcéo cosseno, fungio exponencial e
fun¢des polinomiais).

) P . m T
Logo, & € continua no intervalo [—7, f} . Por outro lado:

h(—EJ = —2[—Ej + cos(—EJ —e2-2=T1-e 2-2=0,9
2 2 2

h(—EJ = —2[—Ej +cos(—I[Je_Z -2 :E+Q—e_Z -2=
4 4 4 2 2

£ . . Tt Tt
Como & é continua no intervalo {—5 —Z} e

-0,2

h(—gj X h(—;} <0 , pelo corolario do Teorema de
Bolzano-Cauchy, podemos concluir que:
DCD:I—E, —E[: h(x)=0
2 4
Ou seja, a equacdo g(x) =e¢" +2 tem, pelo menos, uma

~ 1 T
sucessdoem |——, ——| .
2 4

Para x(OR", tem-se que:

' 1_2x-1
"(x)=(2x-1 =2-—=
¢()=(x-ma) =2-1 =20
2x-1 1
"(x)=0 = =0 2x-1=00x#0 = x=—
g(x) B X X X >
x |0 i +oo
2
g - 0 +
g N 7
Min.



o~ 1 .,
A funcio g é estritamente decrescente em }0, E} eé

. 1
estritamente crescente em l:E, +0°|: .

1
31. D, Z{xDR: 3-—>0
: X
x — o0 0 l +oo [ Cilculos auxiliares
J 3-lsp.n 2
3x-1 - - - 0 + T
x - 0 + + +
~ 3x-1=0 =
=l + - 0 +
X
T
D/ :]—oo, O[D —, +oo
3
32. Em x - +o0:

xln(3 —1)
X

m= lim f(x) = lim = lim ln[3—lJ=
x—+o oy X +o0 X X+ X
=In(3-0)=1n3
b= lim (f(x)=mx)= lim {xln(3—l)—(ln3)x}=
Xt X +oo X
1 3
= lim {x(ln(S—)—lnﬂ} = lim | xIn Xl=
X +00 X X o +oo 3

. 1] P

)llIPm Xln(l_aJ = _\':ln“ 1—%1
eel=]-——

! —3xln(l—iJ = 3x
3xoto 3x T,

—— lim

——llim X = -3x 1
B Jx-to| gV — Y= 7(._1
Sex - +co, y
1 1 1.1 1
=——X ———X—= ==
3 .. e'-1 31 3
lim
X400 y

Portanto, a reta de equagido y = (ln 3) X =

W | =

grafico de fem +o00 .Em x - —o0:

xln(3 —1)
X

= tim 2 2 i = lim ln[3‘lj:
X - -0 X X——0 X X ——00 X
=In(3-0)=In3

De modo analogo ao célculo quando x — +o0:

p=lim (£(x)=mx) = im [ £ (x) - (1n3) ] =

. 1] PN
X{lg}m xIn l_aJ = _\':ln“ 1—%;

1

—3x=

= —l lim {—len(l—l H = e'-1
Jao-w 3x Sex - +oo,
1 1 1.1 1
= X — == X—=——
3 .. e-1 31 3
lim
X -0 y

Logo, areta de equagdo y = (ln 3) x —— ¢ assintota ao

[SSRIE

grafico de fem —oo .

3x—

X=

1

X

[SSEE

¢é assintota ao

>0
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4.1.
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4.3.
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de equag@o é y = (ln3)x —% .

x+ sin(2x) - (O + sinO)

¢'(0) i 20) _5(0) =lim

x-0 x—- x-0 X
+sin (2 in(2 =
_ 1mx s1n( x)=1im£+21imsm( x)= y=2
x-0 X x-0 x x-0 Zx
=1+2xlim2Y =1 +2x1=3
y-0y
p=[3m T
& 2 2

g'(x) = (x +sin(2x)) =+ (sin(2x)) =
=1+ (Zx)’ cos(2x) =1+2cos(2x)

g"(x)= (1 + 2COS(2)C))' =1+ (ZCOS(Zx))’ =
:O+2(cos(2x))' =2(—(2x)' sin(2x))
=—4sin(2x)

g"(x) =0 < —4sin(2x) =0 < sin(2x) =0 <

= 2x=km kOZ - x:%—[, kOZ

Como xl][—%[, g} , tem-se que:

O gréfico de f'tem apenas uma assintota obliqua cuja reta

X

Sex -0,y -0

g"(x)=0 - x=—3—T[|:|x=—TI|:|x=—EDx=ODx=E
2 2 2

Recorrendo a uma tabela:

3m b s
12 " 2 0 2
g'| o + 0 - 0 + 0 - 0
g O n ] n
P.L P.L P.L

O gréfico de g tem a concavidade voltada para cima em

[—3?“, —r[[ eem }—g O[ e voltada para baixo em

}Tr, —g{ eem }0, g} . Tem trés pontos de inflexdo,

. . _ T
cujas abcissas sdo: —T{ _5 e0.

D, =R\{0}

JEX X" R
e’ x? px"’1 e’ 9 l—ﬁ
x X x? x” X
D, =R\{0}
f'(x):()@ e;}x[l—ﬁj:o @%:ODI—EZO@
X X X X
e x0002 2 =0 x-p=00x20

x
= x=p (como pUN, p#0 peloque pUD,)




Por outro lado:

!

DxDDf,f"(x):(f'(x))' :{ex x(l_iﬂ =

x’

1

(e (1_£j+g(1_£j = v

x x) AL x )= )=
{2yl
x” X X x" \ x

B 2 N
4-2] 54

x” X X\ x*

<(1-2)

Investiguemos qual o sinal de f" ( p) .

2
" e’ p e’ p e’ 1
f (p): I)(I_J + /J[ZJ:O-'- pxj: ptl
p p P \p p P P

Como pON,e”>0e p”' >0. Assim, f"(p)>0,para

todoo pON. Portanto, como f' (p)=0-e f"(p)>0,a

fungdo ftem um minimo relativo para x = p .
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51. D, =R~
o (-3err2et+1)
B (x)=]In(-3e™+2e"+1 :7( =
(x) |:n( € € ):| _362A+261+1
— —3(2x)’ e +2e"+0 _  —6e¥+2e"
—3e™+2e"+1 -3 +2e"+1
_ 2x+2 x
W(x)=0 o 0 *2¢ g
—3e " +2e"+1
o —6e™+2e* =00x0OR™ =
= e*'(—6e"+ 2) =00xOR™ =
=~ (e"=00-6e"+2=0)0xOR™ =
= e =1 OxOR™ < x=ln(lJ
3 3
Recorrendo a uma tabela:
X —00 ln% 0
I3 + 0 -
h / N
Maix.
1 21nl ]nl ]nl 1
h lng =In| -3e 3+2e *+1|=1In| 3¢ 9+2><§+l
=1n(—3><1 +§j = lnﬂ
9 3 3
A funcgdo & € estritamente crescente em }—oo ,In %} eé
estritamente decrescente em {ln% , 0[ . Tem um maximo
.. 4 1
relativo igual a lng para x = lng .
5.2. No ponto x =—In3 areta tangente ao grafico de / tem

declive nulo dado que h'(—ln 3) = h'(lnéj =0.

Como h (—ln 3) = h(ln %) = ln% , uma equagdo da reta

. 4
tangente é y = lng .
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6.1.

6.2.
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Para x <0, tem-se que:
7 (%) =(xe*)’ =xe'+ x(e*)’ = e'+xe' =e"(1+x)
£r(x)=(e (1+x)) =(e") (1+x) e (1+x)
=e"(l+x)+e"=e"(2+x)
f"(x)=00x<0 = e"(2+x)=00x<0 <
< (e"=002+x=0)0x<0 =
o (x000x=-2)0x<0 = x=-2

Para x>0, tem-se que:

) :(lnxJ’ ) (lnx)'x—lnx(x') _ %x—lnx )

X )CZ )CZ

_1-Inx
vy (1-Inx '_(l—lnx)'xz—(l—lnx)(xz)’ ~
() =18 = ) -

X
_—x—2x+2xlnx _

IR
xx (l 1nx)2x

xt xt
B x(—3 + 21nx) _—3+2Inx
x* x°
-3+2Inx

f"(x)=00x>0 = =00x>0 o

3

= 3+2Inx=00x>0 = lnx=%Dx>O =

3
= x=e? o x:«IeS

X |- -2 0 Je +00
fn _ 0 + — 0 +
f n g n g
P.IL P.L

O grafico ftem a concavidade voltada para baixo em

]—oo ,—2[ eem }0 s \/E[ e voltada para cima em ]—2 s 0[

eem }\/6_3,+00[.

Como:

 lip s ()=t 0=
Inx_ e
0+

a funcdo f¢é descontinua no ponto x =0 . Embora no ponto

= —00

« lim f(x)= lim

x-0" x-0" x

de abcissa 0 mude o sentido da concavidade do gréfico da
fung¢do, esse ponto nao é ponto de inflexio.
Portanto, o grafico de f'tem dois pontos de inflexdo cujas

abcissas sdo: —2 e Ve’ .

A fungéo f'¢é continua em R\ {0}.

. lirnf(x)ZIimxe*ZOXeO:O
x-0" x-0"
. Inx In0" _ -

. hmi: = = —00

0* 0

A reta de equacdio x =0 ¢é uma assintota ao grafico de f.

x-0" x



Assintotas néo verticais:

Em +o0: lim f(x)= lim 2% =

X0y

Assim, a reta de equacdio y =0 ¢é assintota ao grafico de f

em +oo .
Em —o (y =mx+b):
f(x) xe”

=lim—=1lime" =0

Xo-o  x X - =00

m = lim
X - =00 X

(e=x0) y=—x e x=-y

b= lim (f (x)-mx) = lim xe* =

X =00 X =00 Se x - =00, y +00
. 1 1
=i - Y)==1im = = - = =
lim (—ye™)==lim == ———=-—-=0
lim —
yoto y
A reta de equacdo y =0 ¢, também, assintota ao grafico
de fem —oo .
7.1. Dg ={xDR:sin(3x)¢O} Z{xeR:?)x;tkn,kDZ}:
={xeR:x¢E,kDZ} =R\{E,kDZ}
3 3
1-e** (g) 1—e* 3x 2
7.2. limg(x)=lim——— = lim| ——— x— x=|=
x=0 1~051n(3x) -0 2x s1n(3x) 3
2. -1, 3x
=—-—lim X lim— = u=2x
3x-0 2x A‘a0s1n(3)c) )
Sex - 0,u -0
= -Zlim—— xlim—— = V=3
3u-0 y v-0siny Sex - 0,v -0
S 2,120 2
iy SV 3 1 3
v-0 p

7.3. O declive, m, éigual a g’ [g) .
vy [ 1-e* ’ _
& (x) _(sin(Sx)J -
(1 - e“)’ sin (3x) = (1 - e“)(sin (3x))'
sin’ (3x)
_ —2¢*"sin (3x) - (l - ez")(3cos(3x))
sin’ (3x)

e’ sin(Ej— 1-¢? 3c0s[£)
[nj 2 2
m: —_ = =
816 [n)
s —
2
—2e3><l—(1—e3]x0 .

= e =-D¢3

8. logl(3x)<3—logl[
3 3

ﬂ) OxOD, sendo:
X

D:{xDR:3x>ODﬂ>o}:]o,3[
X

log, (3x) <3-log, (QJ O0x0D -
3

3 X

- log,(3x)+log,(3_x)<3DxDD -

3 3 x
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- 3(3—x)>liDD = 3-x>-0x0D =
27 81

= —x>i—3Dx|:|D = x<&DxDD =
81 81

@x<&|]0<x<3@0<x<&
81 81
A=}O,&[
81
se n é impar
w3 33
-1)"x2 = ,peloque B=<——,—"¢.
( ) 2 pelod { 2 2}

—E se n € par
> p

Logo, AnB= 0,& n —E,E = é e
81 22 2
anp= o282 pl-2 3l 2 22
81 22 2 81
A proposicdo p é verdadeira, ja que uma das proposi¢des
elementares que a compdem ¢ verdadeira e a disjun¢do de

duas proposicdes ¢ verdadeira se e somente pelo menos
uma das proposi¢des for verdadeira.

9.1.

9.2.

Pag. 198
A funcdo fé continuaem x =1 se e somente se existir

lii‘lllf(x) , OU seja, se linl} f(x) = lim f(x) = f(l)

f£(1)=1im f(x) = 8005[27[;1) = 8C0$[%ﬂ:j =

(x—l)(3x+l):

AI«I? sin (l - x)

. - =1-x
=—lim (3x+1)lim———= ' |
xol1” Aﬂ1’51n(1—x) Sex-1,y-0
= —axlim 2= dx— = 4xl=y
y=-0"siny lim sin y 1
y-0" y

Portanto, lim f (x)= lim f(x)= lim f (x)=r(1)=4.0
que significa que existe hrrll f (x) pelo que f¢é continua em
x=1.

Pretende-se mostrar que [t [ ]11: 1+ n[ : f(c) =c

Seja g a funcio definida em R por g (x) = SCossz -x

A funcdo g € continua em R, pois € definida pela composta,
produto e diferenca de fun¢des continuas em R (fungdes
polinomiais e fungdo cosseno)

Em particular, g é continua no intervalo [n 1+ n] OR.

2
g(n) 28005[2;t ]‘1‘5:4,5



10.

g(1+m)= gcos(zn(l;n)] -n-1=-10,0

Como g é continua no intervalo [n 1+ n] e

g (n) xXg (1 + n) <0, pelo corolario do Teorema de
Bolzano-Cauchy podemos garantir que:
Dcl]]n,l+n[:g(c) =0
No intervalo ]n 1+ n[ :
g(c)=0 - f(c)—cZO - f(c)=c
Portanto, fica provado que [k D]n ,1+ n[ o f (c) =c.

x(t) =sint—+/3cost ZZ(ESint—\/jcostJ =

LT s
=2| sin—sint —cos—cos?t | =
6 6

s LT
=2| —| cos—cost —sin—sint | |=
=2 —cos(E+tJ =2cos n+[£+t} =
6 6
:2005[7—“+t)
6

Como x(t) = 2cos[t + 7—:) ¢ uma expressdo da forma

C(’):ACOS(WIJFV),Onde A>0,w>0e yD[O,Zn[,

podemos concluir que se trata de um oscilador harménico,
como queriamos provar. Por outro lado, tem-se que:
e A=2 ¢éaamplitude;

2 2
. T:—n,istoé, T:Tnzzn ¢ o periodo;
w

1 . 1, . .
e f= ;, ouseja, f = 2— ¢ a frequéncia do movimento;
b

7
e Y= ?n é o angulo de fase.

1.1, f(x)=00x0]-n,q] =

o (sinx+cosx:0 DxD]—n,O[)D
O(cos (2x) =sinx =0 0x0[0, af)
. sinx+cosx=0DxD]—n,0[<:»
= SinX =—CoSx IZIxIZI]—n,O[ = x:—g
. cos(2x)—sinx=0|]xD[0,n[w
= cos(2x)=sinx DxD[O,n[ =

T

o COS(Z)C):COS[E xJDxD[O,n[ =

- [2x=g—x+2knD2x=—g+x+2kn,kDZ)D

0[0, 7 =
n | 2kn T
e | x==+==0x=-—+2knk0Z |0 x0[0,
6 3 2
@x:EDx:SJ
6 6
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Logo, f(x)ZOI]xD]—n,n[ - )c:—ng:%Dx:%t

Para x[ [0 s n[ , tem-se que:

1 (x) = (cos(Zx) —sinx)' = (cos(Zx))' —(sinx)' =
= —25in(2x) —Ccosx =— (ZSin xcosx) —Ccosx =
=—4sin xcosx —cos x

1 (x) =0 « —4sincosx—cosx =0 <

< cosx(—4sinx—1) =0 =

= cosx=ODsinx:—l =
4

T . 1

= cosx =cos— sinx=——

2 4

Como xD[O , n[, sinx = —— ¢é impossivel, pois

&=

DxD[O,n[,sianO,portanto, f'(x) =0 = ng'

Recorrendo a uma tabela, tem-se que:

m
0 5 n
f! - - 0 +
f 1 N -2 /!
Max. Min.

. - . . T,
Assim, a fungdo f ¢ estritamente decrescente em [0 s 5} é
. s
estritamente crescente em {E R n{ .

f (O) =1 é um maximo relativoe f [gj =-2 éum

minimo relativo.

113. f(x)=-10x<0 =

= sinx+cosx=—-10x<0 =

L.\ A

= —sinx+—cosx=——[0x<0 =
2 2

= Sin xcos r + sin r cosx=—£|]x<0 =
4 4 2

= sin(x+£) =sin(—ﬁj Ox<0 =
4 4

- x+ﬁ:_E+2kan+E:n+E+2kn,kDZ a
4 4 4 4
k<0

- [x=—§+2kan=n+2kn,kDZij<O -

- x=—g+2kn,kDZ5Dx=n+2kn,kDZ'
2O42K) 4 3ise +(2n-1)+(1+2n)

n’+7n+6 n’+7n+6
1, 3,5,..,2n-1,1+2n sdo n+1 primeiros termos de

uma progressdo aritmética cujo primeiro termo é 1 e o
dltimo 1+2n .

1+(1+2n)

1+3+5+..+(2n+1)+(1+2n) = x(n+1)=

_2+2n

x(n+1) = (1 n)(n+1) = (1)



(n+1)

“(n+1)(n+6)

l =3n
n(l + f\J
n

(n+1)

n’+7n+6

_n+l
n+6

Assim, u, =

=3n
=n . + .
122, lim(u,)™" = hm[ ~ 1) =lim| —2<| =
)
n
n -3
lim(l + 1) 1N\ .
= 7’1 - :[eﬁJ :(e_s)‘:e]S
. 6 e
hm(l +f)
n
13.1. OnON,0<cos’n<1, portanto:
OnON,2n<2n+cos’n<l+2n =
2
« OnON, 2n < 2n+cos n < 1+2n
1+3n 1+3n 1+3n
.2n_.2n2 .1+2n.2n2
lim =lim — e Ilim =lim —
1+3n 3n 1+3n 3n 3
Assim, pelo teorema das sucessdes enquadradas podemos
. . 2n+cos’n _2
concluir que lim————=—.
1+3n 3
2
Portanto, limu, = g
5 2n+5Y\"
13.2. limv, =lim (l ——J ( ) =
4 2n-3
+
:1im[1—ij (2” 5]
4
kn
) Zn(l +23J
—th J(l+j:| X lim 7_’; =
Zn(l +—)
2n
B n K
Rl
2
n n 1 l+
5 BY T
=lim| 1+—2- | xlim| 1+-2-| x | =
n n _é
lim| 1+—2
n
5 \F ] _
R 5.2\ ‘
—e 2Xe?X — :eox[e2 Zj =e°><(e4) =¥
e_E
Sabe-se que limv, = et , portanto:
1
3
= < 4k=Y4 - —£ ck=2
4 4
I -2
= k=43 o k=473
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14.1. A funcio g é continua no intervalo ]—n s O[ , pois é

definida pela diferenca e quociente de funcdes continuas
(funcdo exponencial, funcdo cosseno e fungdo seno).

A funcido g é continua no intervalo ]0 , 11:[ pois é definida

pela composta de duas fun¢des continuas (fung¢do cosseno
e uma fungdo polinomial).
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14.3. sin[E +aj = —ﬁ = cosq =———
2 3 3

Questoes-tipo exame

Emx=0:
lim g(x) = lim cos(2x)=1 e g(0)=1

0
e*'—cosx[0 . e'=1+1-cosx
= lim =

x-0"  sinx x-07

. (e"—l l—cost
=lim| —+———|=
sinx

x-0"{ sinx
. [e*-1_ «x .
= lim X — + lim
=0 x  sinx) x-0

e'-1 lim L +lim (1 —.COS)C)(l +cos x) _
x=0"8inx x-0 smx(l +cosx)

li =1
){rg;g(x) e sin x

1-cosx _

sin x

_ 2
—1x 1 +lim 1-cos™x _

lim sinx  x-0"sin x(l +cosx)

x-0" X

1. sin’ x sinx
=1x—+lim—— =1+ 1lim

1 x~0’sm(1+cosx) X0 l+cosx
=1+0=1

Como }1}5‘ g (x) = Al{rg g (x) =g (O) , existe l)i{r(}g (x) pelo
que a fungdo g é continuaem x=0.
A funcdo g é, portanto, continua em ]—n s n[ .

14.2. A funcio g é continua em ]—n R n[ (por 14.1.)

Como [—2 , —1] u ]—n , n[ , podemos garantir que g é

continua no intervalo [- 2, — 1].

e?-cos(-2)
Por outro lado, g (—2) =—F———+=-0,6 ¢
s1n(—2)
e_'—cos(—l)
-1)=——"=0,2.
g( ) sin(—l) 6

Assim, a fungdo g é continua no intervalo [-2,— 1] e
g (—2) X g (—1) <0, portanto, pelo corolario do Teorema

de Bolzano-Cauchy, podemos concluir que a funcdo g tem,
pelo menos, um zero no intervalo |- 2, — 1.

NG
Por outro lado, sabe-se que a [ [0 s 11:[ e como cosa <0,
entdo a D}E R 11:[ .
2

g(a)=cos(2a)=cos’~sin’*a .

Pela féormula fundamental da trigonometria:

NG

2
2 .2 — .2 —
cos“a+sin“a=1es (—3] +sin“a =1 =

= sin2a21—§ = sin2a:f
9 9




T cos| Z+n -1
3 3 2 . T
+limcos| —+h |=
h-0 3

Questoes-tipo exame

X 0 1 +00
e
g + 0 -
1
8 /l g \4
Maix.

(l) 1 1
gl —|=—Ilne=—
e) e e

£ ot 1 .
g € estritamente crescente em :I—OO, — | e estritamente

lim e
h-0 h
T LWL decrescente em l,+oo .
. cos—cos h—sin—sin h—— e
=" xlim—3 3 24 =
3 h-0 h 2 1 | -
g| —|=— € o maximo absoluto de g.
1 Y| e) e
—cosh———sin h—— 1 .
=5 xlim o= Como lim f(x)= lim (xlnf)=+oo><ln0+=—oo egé
3 0 h 2 fim f(x)= lim | xln— &
_ L m —eosht3sinh+l 1 . ' |
273 i h 5 continua podemos concluir que D, :}—w,g}
:—Ex(liml_COSh+\/§limﬂj+l: 15.4. f(x) =xsin(2x) = xcosx=xsin(2x) -
6 \n-0 h h=0 p 2
- (1-cos ) (1+cos &) - xcosx—xsin(2x)20 - x(cosx—sin(Zx)):O
=-—x hm— +/3x1 [+ . _
6 |0  h(l+cosh) < x(cosx—2sinxcosx) =0 «
r = x=00cosx(1-2sinx)=0 =
LV T S 1-cos’ h +3x1 +7 ( )
6 | -0 h(l+cos k) = x=00cosx=001-2sinx=0 =
=_gx'hm si" b ol e x=00x=2+kn kOZOsinx =+ =
6 |- 0h(1+c0sh 2 2
T m 5t
. : e x=00x=—+kn0Ox=—+2kn Ox=—+2kn, kOZ
e (ngﬂzhﬁ,h%nimhh*@} o ‘
o8 16.1. D, =]-o 1
£ 1 3n 1
=—Zx(1%0+/3)+==—-4—= =g(x) = y==2+In(1-x) = y+2=In(l-x) =
- )T T v=g(x) =y (1-x) = ¥ (1-x)
1 e =l-x e x=1-e"
15.2. g(x)= xn—: D, =R’ Logo. g7 (x)=1-¢*.
Assintotas verticais: D, =
8
A funcfo g é continua em R"* B
& L (0% g R - ], [
Alirong(x)zziron[xln;j = - xl-e?
X y
! ny Sex 0,y - 400 162. f(x)=0=1-e"=0= e =1 " =c’ =
=lim|—Iny |=lim—=0 _ _
vl y yotw oy = 2-x=0 x=2
O grafico de g ndo tem assintotas verticais. Portanto, A(2 ) 0) .
Assintotas ndo verticais (y =mx+b): g(x):() - —2+1n(1—x)=0 OxdD, -
( ) xlnl - ln(l—x)ZZDxEng - l—xZGZDxDDg -
X
m=lim S = Jim —% = lim In— =In0* =~ o
Xotw oy L x-tw oy = x=1l-e
O grafico de g ndo tem assintotas néo verticais. Portanto, C (1 -e’, 0) .
, ' ' _1_ .20 _ 2
153. ¢ (x)=(xlnlJ =x'lnl+x(lnl) = f(0)=1-¢""=1-¢,logo B(O’l € )
g 1 g g 2(0)=-2+In(1-0)==2+In1=-2+0=~2, logo
2 D(0,-2).
:lnl+x>< —lnl xxiZInl—l ( )
X 1 X X X Assim:
x AD=D-A=(0,-2)-(2,0)=(-2,-2)
(1)=0 = lnt-120 e ni=1 e Lzew =l BC=C-B=(1-¢",0)-(0,1-¢*) =(1-¢*, -1 +¢?)
X e
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As retas AD e BC sdo perpendiculares se e somente se 0s
vetores AD e BC forem perpendiculares.
ADOBC = AD[BC =0
Eﬁ‘:(_2, —Z)EQI—E:Z s —1+ez):
2(1-¢?)-2(-1+¢?) =
=-2+2e’+2-2¢> =0

Portanto, as retas AD e BC sdo perpendiculares.

163.a) f(x)<1-2¢" = 1-e’"<1-2¢" =

- _62—,\‘ < _zex - e2—,\‘ > zex -
2-x

>2 o 27 >2 o

e,\f
2-2x>In2 = 2x<2-In2 =

i

1
x<1—%1n2 = x<1-1n2? =

x<1-Inv2 = xm]—w,l—lnﬁ[

b) g(x)<In(2+’ +10x+16)-2

]

xOR:2x* +10x+16 >0} =
A=100-4%2x16=-28<(
2x* +10x +16>0,0x OR

D=]-e0,1[ n{
:]—00,1[ NR= ]—00, —1[

g(x)<mn (24 +10x+16) -2

~2+In(1-x)<In(2x* +10x+16) -2 0x 0D

=

]

In(1-x)<In(2x* +10x+16) Ox 0D -

1-x< 2x2 +10x+16 Ox0 D « Cilculo auxiliar

20 +11x+15200x0D TR0

=

= B \:—lli\ﬁ
- [xS—SDxZ—EijDDw SJL
2 s x=ToUx=E"
5 + +
- xm]—oo,—a[m -Z1
2 -3\—_75
2
S:]—oo,—3[|:||:—§,l{

17.1. Tem-se que N =1010gli e I, =107", portanto:

0
N =1010g10i_]2 = N :]()|:10gm 1 _1Og(10—12):| -

< N=10[log/ =(-12)] = N=10(log, I +12) =
= N=120+10log/
17.2. N =120+10log!/ e N =115, logo:

115=120+10log! = -5=10log! = log,,I=-

=

N | =

1
= 1=102=1=0,3
A intensidade desse som é, aproximadamente, 0,3 watt por
metro quadrado.
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18.1. Considerando [OQ] como base do tridngulo [OPQ] ,a

altura correspondente € o valor absoluto da ordenada do
—2x

ponto P, ou seja, a altura é ‘—e

Questoes-tipo exame

=e™ ,adreado

Como OQ = x e aaltura é ‘—e'z"

X e—Z,\‘

tridngulo [OPQ] é , ou seja:

—2x

(xOR?)

’
xe—Zx)

A(x)z

s

2

1

2

1

;

18.2.

0= (L] ey -

'y
A

)

A area do triangulo [OPQ] é méaxima quando a abcissa do
. 1
ponto P € igual a 5

19.1. Seja E o ponto do eixo Oy que pertence ao segmento de

reta [AB].

« OE =-2cosa@

sin(n—a)=£ = sina'=ﬁ o AE =2sing
AO 2

Portanto:
AB=2xAE+0C = 2(2sina)+2=4sina +2

p AB+0C —
Area do trapézio [ABCO] = LZOC xOF
_ (4sina’+2)+2
2
4sina +4
:7x(
2

=-2Xx2sinacosa —4cosa

X (—ZCosa) =

—ZCosa) = (25ina + 2) X (—ZCosa) =

= —2sin(2a) —4cosa

Portanto, A ( a )

-4cosa —2sin(2a’), aD}g R n{ .

19.2. Para a I }g R 11:[ :

A' (@) =(~4cosa - 2sin(2a))
:—4(—sina’)—2(200s(2a)) =4sina'—4cos(2a)

A'(a)=4sina —4cos(2a)=0 -
~ 4(sina —cos(2a)) =0 = sina —cos(2a)=0 -

= sina—(cosza’—sinza) =0 =
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19.3.

)

sina—(l—sinza’—sinza)=0 -
= 2sin’@ +sing—-1=0 <

. —1£ J1-4x2x(-1)
= sin@ = -
2x2

_+ -] —
! 3Dsina: 1-3

= sina =

<

Jj

sina:%DSina:—l

Como aD}E,n{ ,entdo a :5£ .
2 6
2 6
A + 0 _
A / N
Max.

A(S—n) = —4cos(s—nJ - 25in(2><5—n) =
6 6 6
= —4cos(n —Ej - 2sin(5—nj =
6 3
= —4(—COSEJ - 25in(2n —E} =
6 3

= —4(—?] —2(—5in§} =$ —2[—?] =

=23+3=33
A é4rea maxima do trapézio [ABCO] é igual a 3\/§ uv.a.e

Sm
ocorre quando a = i

2 2

1
tan @

tan(e—sij =22 - tan(H—EJ =22 -

=22 - tanf=-

<

i = tan@= _y2
22 4
Por outro lado, A(H) =—4cosf - 2sin(29) , isto é,
A(B) =—4cosf - 2(25in 90059) , ou seja,

A(H) =—4cos@—4sinBcosl .

2
1+ _Q = 12 - 1+L: lz
4 cos” @ 8 cos @

- 0052672§
9

Como 60 }g R n[ , tem-se que cos@<0 , portanto,
8_ 22

cosf=—,[—=——"—.
9 3

cos’ @+sin’ =1

§+sin29:1 - sin29=1—§ - sin2¢9=l

Como 60 }g R n[ , tem-se que sind >0 . Logo,

sind = \/I = 1 . Portanto:
9 3

{2y 252

_242 82 302
9 9 9
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20.1.

20.2.

Questoes-tipo exame

f'(0)=3e"+0"-3=0

f"(x)=3e"+3x* >0,0xOR

Como f "(x) >0,0x0OR, f’ é estritamente crescente.

Se f' é estritamente crescente em Re f' (O) =0, entdo

f'(x)<0,0x0]-e0,0[ e f'(x)>0,0x0]0, +of .

Logo, temos a seguinte variacdo de f:

X 0

f - 0 +

f N /
Min.

f € estritamente decrescente em ]—oo, O] e estritamente

crescente em [0, + 00[ . f(0) é o minimo absoluto de f.

21.1.

21.2.

21.3.

21.4.

22.1.
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Ao fim de 1 ano:

4000 + 0,038 %4000 = 4000(1 + 0,038) =4000%1,038

Ao fim de 2 anos, tem-se:

4000x1,038 +0,038x4000%1,038 =
=4000x1,038(1+0,038) = 4000x 1,038

Ao fim de 3 anos, tem-se:

4000%1,038% +0,038 x4000x1,038> =
=4000x1,038* (1+0,038) = 4000 x1,038"

Assim, percebe-se, imediatamente, que o capital

acumulado ao fim de x anos ¢ dado por:

f(x)=4000x1,038", com xOR;

Dado que % =0,4 , tem-se que 4 anos e 146 dias é igual

a 4,4 anos.
Portanto, ao fim deste tempo, o capital acumulado, em

euros, é de f(4,4) =4000x1,038** =4713,34
S(x+2) _4000x1,038"* _1,038""
f(x)  4000x1,038" 1,038
=1,038" =1,077444

O capital acumulado cresce, aproximadamente, 7,7% em
cada 2 anos.

- 1,038X+2_X =

4000%1,038" =400 x |:e]"(1'038) J =4000x " =

= 4000 x>
Portanto, f (x)=4000xe"""*, com xOR}
Por outro lado, para que o capital acumulado seja superior

a 6700 €, tem-se que f (x) >6700. Assim:

4000 er,037x > 6700 - e0,037,{ >% -

%)
In| —
40
0,037
Tal situagdo acontece ao fim de 13,941 anos, ou seja, ao

fim de, aproximadamente 13 anos e 343 dias.
8h - =0 13h - t=5 13h30min - t=5,5

Pretende-se mostrar que [ D]S; 5,5[ : C(t) =4

- 0,037x>1n(gj = x> =13,941
40

A funcdo C é continua em R pois é definida pela

composta, diferenca e produto de duas fungdes continuas
(funcdo exponencial e funcdes polinomiais).



22.2,

22.3.

Como [5; 5,5] O ]RE , em particular, a fungdo C é continua
no intervalo [5; 5,5].

Por outro lado, C(5) = 30(6_0'4)(5 - e'm) =4,059 e
C(5.5)=30(e ™ —e %) =3,324.

Como C é continua em [5; 5,5] e C(S,S) <4< C(S) R
pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir que
D‘EI]S; 5,5[: C(t) =4, ou seja, que houve um instante

entre as 13 h e as 13 h 30 min, desse dia, em que a
concentracio do medicamento foi de 4 mg/ml.

Para, tOR} , tem-se:
C'(1)=[30(c™ e )] =30(c* ™) =
= 30[(—0,4;)' e —(-21) e'z’} =
=30[-0,4e* +2¢7 |
C'(1)=0 = 30(-0,4e ™ +2¢™) =0 =
e 0,46 +2e™ =0 « 0,4e™Y =2e7 o

0,41
e 2 ~0.41—(—
- - 80,41(21):5@81,61:5@

="
e ,4

= 1,6t=In5 = t:m—s
L6

s

1,6t — ,InS

< ¢ =¢

In5
1,6
C + 0 —

+o0

Min Mix

In5 |,

Portanto, — € o valor de ¢ para o qual C toma o seu valor
maximo.

In5

—h=1h

1,6
Como o medicamento foi administrado as 8 horas da
manha, a sua concentragdo no organismo atinge o valor
méximo cerca de uma hora depois, isto é, cerca das 9 horas
da manha desse dia.

lim C(z) [30(e™ ~e™)]
t—+00 t—+o

= lim =30 lim (e - ™) =

=30(e™ -e™)=30(0-0)=0

Significa que com o decorrer do tempo a concentracio
desse medicamento no organismo tende a estabilizar em
zero, isto é, tende a desaparecer.

23.1.

Pag. 202
Para xD}—Tr, g{ , tem-se:
f'(x)=(x-2sinx) =1-(2sinx) =1-2(sinx) =
=1-2cosx

<

f'(x)=0 = 1=2cosx=0 < cosx =

_ Tt
= cosx=cos| — | =
3

- x:§+2krr, kDZDx:—g+2kTr, kOZ

N | =
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23.2.

Questoes-tipo exame

. , T . , U
Entdo, a abcissa do ponto A é —§ e a abcissade B é 3

Assim:

_2(_J5J __m,
2 3

Por outro lado:
f(ﬂjzﬂ_zsin(ﬂjzﬂ_z Bln_ s
3 3 3 3 2 3

Assim, as coordenadas pedidas sdo A(—
T T
Bl=, —-3|.
5 5-5)
a)

—§+J§j e

wlis

As coordenadas de B sdo simétricas das coordenadas
de A. Logo, B é aimagem de A pela reflexdo central de
centro O pelo que podemos concluir que a reta AB
passa em O (O é o ponto médio de [AB]).

b) Como f¢é continua em [—g, 0} e diferenciavel em

}—g, O[ , 0 Teorema de Lagrange garante que

f(O)—f[—§

()=
O

, ou seja,

3
. T
existe um ponto ¢ D}—E , O[ em que a reta tangente

no ponto de abcissa c é paralela a reta AO. Logo, essa
reta tangente ¢ paralela a AB pois, como AB passa em
O, AB e AO sdo a mesma reta.

¢) Deigual modo e dado que f ¢ continua em [O s g}

e diferencidvel em }O , %{ , 0 Teorema de Lagrange

também garante que:
7(5)-10)
'’} D}O,g[: f(d)=—24—

-0

w3

, OU seja, existe

w3

T
um ponto d UJ }O , 7[ em que a reta tangente no

ponto de abcissa d ¢ paralela a reta OB. Logo, a reta
tangente também € paralela a AB dado que AB e OB
sd0 a mesma reta.

O declive, m, da reta AB é dado por:

5]

3 =1
E_(_Ej 2 n
3 0 3 3

Dado que as retas tangentes ao grafico de fnos pontos
de abcissas ¢ e d, respetivamente, sdo paralelas a reta

d)

33




AB, uma equacdo que traduz o problema é

33

Tt

Com recurso a calculadora grafica, obtivemos as
abcissas dos pontos de interse¢do reta de equagéo

f'(x)=1—ﬂ ,isto 6,1—2cosx=1-
T

y=1 _W3 com o gréfico da funcdo f:
]

A

y

Os valores de ¢ e d, arredondadas as milésimas, séo,
—0,597 e 0,597, respetivamente.

24.1. Se g ¢ continua, entdo é continua no ponto 0. Logo,
iste 1i 1 li =1i =g(0
existe lim g(x) pelo que lim g(x) lim g(x) g( )

g(0)= lim g(x)= lirg(k+xzex+z):k+oz K" =k e

sin (3 sin (3
lim g(x):ﬁmi( x)=3li 7( x) =
X0 x-0" 2x 2x-0"  3x
— 31 siny :éxl — 3 ) :sin(}\')
2 y-0 y 2 Sex -0,y -0

Portanto, k = g .
2

24.2. Para x<0:

e e
=0+ (x2 ) e+ X’ (e*+2 ) =
=2xe™? 427 (x+2) e = 20" + X% =
:e”*2(2x+x2)
g'(x)=0 = e (2x+2%)=0 = 2 =002x+2’ =0 =
- x000x(2+x)=0 = x=00x=-2

x |T% 2 0
g + 0 -
g 2 N

Maix.

3 2 54 3 0o _3 11
2)==—+(2) e =—+d4xe =—+4=—
g(-2)=3+(-2) > 4=
g € estritamente crescente em ]—oo .= 2] e estritamente
decrescente em [—2 .+ 00[ .

Portanto, g admite um tinico maximo no intervalo
. 11
]—00, O[ que é g(—2) :5 .
Como g é continua em R, o seu grafico ndo tem assintotas
verticais.

24.3.

Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b) :

Em —oo:
3 3
g(x) =+ P = 2 w2
m= lim = lim 2 = lim 2 + lim =
X =0 X X =0 X Xo =0 X =00 X

141

Questoes-tipo exame

=0+ lim ()ceHZ ) (_D;XO)

= lim (—ye_”z) = lim (—ye‘y Xez) =
2 Y 2 1 — _.2 —_.2 —
=-e” lim = =-e" x —=—e" Xx— =-e" x0=0
yotwe? . e’
lim —
yote y
b= lim (g(x)—mx)= lim g(x)= lim (f+xze“2j=
(o)
==+ lim Xt =
' y=—X o X=—y
==+ lim (_)’)2 e = Sex — -,y - 4o
2
== +¢? limLZ
V—»-H»e)
:§+e2x .3 2xi—7+ezx0—
.et 2 00
lim =5
y- wy

A reta de equagdio y =— ¢ assintota horizontal ao grafico

3
2

de gem —oo . Em +o00, como UxUR, —1Ssin(3x)sl

.1 . sin (3x)
e lim — =0 tem-se que lim ———= =0 por ser o
X +oo 2 X X—+oo 2 X
produto de uma fung¢@o limitada por uma funcio de limite

nulo.

A reta de equacdo y =0 ¢é assintota ao grafico de g em
+o00 |

25. Se (un) ¢ uma progressdo geométrica de razdo a , entdo

u

n

Uiy _ a

OnON,

Por outro lado, (vn) ¢ uma progressao aritmética se e
somente se OnN, v,,, —v, =r ,sendo rOR (razdo).

4o v, =log, (1) ~log, (1,) = log, [J -
u

n

=log,a=1 ”‘

Portanto, (v”) ¢ uma progressao aritmética de razdo 1.

. il a3 o 5 -
26.1. lim f(x)—hm(4 ln(2—x)] 4-lim

X2 X2 ln(2—X)
=4- 5+=4—i:4_0:4
In0 —©
| - 5_10g5(23+x)
Jim  (x) = lim 2 )7
5-1i 10g;(23+x)_
xo2 2
_5_1og5(23+2):5_log552=5_E:5_1=4
2 2 2
f(2)=4

Como lim f(x) = lim f(x) = f(2) , podemos concluir
x-2 x-2
que existe lirrzl f (x) pelo que a fun¢do a funcdo f é

continua no ponto x =2 .

OnON, 2 =



26.2. lim f (u, )—hmf[26+—j— lim f(x)=

x-26"
o |:5_10g5(23+x):| :5_log5(23+26) -
x-26" 2 2
1
_5_10g;49 :5—%10g5 49=5-log, (49)2 =

=5-1og,\/49 =5-log,7 =log, 5" —log, 7 =

_ 5 3125
=log; 7 =log; T

27.1.

27.2.
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11|
Para xD}O, 5{ , tem-se:

X x

h'(x) = (eg cosx) = (eg) cosx+e? (cosx)' =
= [%J e% cosx+ e% (—sin x) =
Lo > > i
Ee cosx—e?sinx=e (fcosx smx}
Seja g a funcdo de dominio R definida por:
g (x) = e% [%cosx —sinx}

g é continua em R por ser definida pela diferenca, produto
e composta de fungdes continuas em R (fungdo seno,

fun¢do cosseno, funcéo exponencial e funcdes polinomiais).

Logo, g é continua no intervalo [O, g} .
of 1 .
g(0)=e EcosO—smO =—

2
(nj_ f[l T th_ h
gl - |—=¢€"| COS——Sm— [=—¢€
2 2 2 2

s s
Como g é continua em [O, 5} e g(0)x g(EJ <0,0
corolério do Teorema de Bolzano-Cauchy garante que g

. TT
tem pelo menos um zero no intervalo }0, E{ .
TT .
Como em }O, 5[, h'(x) = g(x) , podemos concluir que

, T
i’ tem pelo menos um zero em |0, —| , passando nesse

zero de positiva para negativa.
Logo, a funcédo / admite pelo menos um extremo (neste

. 11|
caso um maximo) em |0, 5 .

O grafico de / ndo tem assintotas néio verticais pois o
dominio é um conjunto limitado.

A fungio & é continua dado que em }0, g{ ¢ definida pela

~ . m 3 |
composta e produto de funcdes continuas e em |—, > é

definida pelo produto, quociente e composta de funcdes
continuas.

lim 72(x) = lim (e’z cosxj =e’cos0=1
x-0 x-0

Questoes-tipo exame

lim h(x) = lim [ez cosx} et cosg =0

2 2
1

1 4(,05[2 ) %
lirqh(x)=lirqe4°“>*=e =e’ =e¢ " =0

b b
X Xo—

2 2
1

1 Aw{ 7) %
lim h(x) = lim e*»* =¢ =e’ =¢ " =0
el el

Logo, o grifico de /& ndo tem assintotas.

. h(x)> = 0x D}" 3"[¢>

N

2 2
1

T 3T
©e400i/\> D |:| P
|

1
- eALost >Se 2 DXD:|T[ 3T[|:
22

g >—1DxDF, %T[[ -

4cosx 2 2
~ 1 + 1 >OIZI alL T 31
4cosx 2 27 2
- 1+200sx>0|:| L T 3T[
4cosx 2’ 2

Oe0 |2, 3T dcosx<0
2" 2

Logo:
1+2cosx >00x0 1T L 3T[
4cosx 2’

= l+2005x<0DxD}E, 3—“[ =
2 2

wcosx<—fI:I O |— n ST[ = x0 2—“, 4—“
2 27 2 33

210 411 6TT
:?:2]'[

atb=—+—
3 3

28.1. Para xOR":

f'(x) :()c3 lnx)' :(xs)' Inx+x’ (lnx)' =

=3y’ lnx+x31=3lenx+x2 =x’ (3lnx+1)
X

£r(x)=[¢ (Bmx+1)] =

:2x(31nx+1)+x2(31+0J: 6xlnx+2x+3x =
X

() (3tnx+1)+ 2 (3nx+1)

=6xlnx+5x=x(6lnx+5)
f"(x)=0 < x(6lnx+5)=0 = x

006lnx+5=0 =

!
o lw

= xZODlnx:—% = x=00x=e

3
Como x[OR" , tem-se que f"(x)=0 = x=ef.

5
X 0 e‘g +o00
I - (o[~
f n O

P.L
O grafico de ftem a concavidade voltada para baixo em

5
}0, e 6[ e a concavidade voltada para cima em



28.2.

29.

30.

31.

_5
e,

s
6
X=¢ 1 1

+00[ . Tem um tnico ponto de inflexdo, de abcissa

Assmtotas verticais Y=L oS
A fungido f¢é continua em R*. Sex 50"y 400
(0x=) 1Y 1 |
lim (x*Inx) = lim (J xIn— | = lim [3><ln y!
x-0" yotoo y y Yot y
. 1 -1 . 1 1
=hrn[2>< ny}z—hm thmﬂ_o
Yo+ y y )»a+my Yot y

O grafico de fndo tem assintotas verticais.
Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b) :

3
M: limﬂz lim x*Inx=

X o400

m= lim
X -+ X

=(+oo
Como mOR e D, =R’

de fndo tem assintotas ndo verticais.
O grafico de fndo tem assintotas.

_ 40

X —+o0 X
)2 1n(+oo) =+oox(+oo) =400

, podemos concluir que o grafico

=2e*

Portanto, k=0,2 .
g (x) =e' —e " —x—2, pelo que, paratodoo xR :
g'(x) =e' - (—l)e'
g”(x) =e' + (—l)e'*' =" —e™”
Portanto:
g(x)+g'(x)+g"(x) =-x+1 -

= (e* —e —x—2)+(e* +e ™" —1)+(e" —e"‘):—x+1 =
-2=0 =

=30« S=142e” -
3

|

-9

A= W=

= e_()k =

-9k :1nl o k=
6

=

T-lze"+e -1

=3e"—-e"—x-3=-x+1 = 3e*' —e™

e 3 =L 220 < 3(e") ~2e" 120, OxOR, ¢ 20
€

- e"ZIDe"Z—g = x=00x00 = x=0

Para xOR , tem-se:

h'(x) :(2—cos(6x))' =0—(cos (6x))' =
=—(~6sin(6x)) = 6sin (6x)

Logo:

h'(x)+6h(x)-6=0 =
= 6sin(6x) +6(2-cos(6x)) =12=0 =
- 6sin(6x) +12—6cos(6x) -12=0 -
< 6sin(6x)—6cos(6x)=0 <

= sin (6x):cos(6x) - Sin(6x):sm(g_6xj

LS s
it 6x=5—6x+2kn|]6x=n—(5—6xj+2kn, k07
= 12x=§+2kn|]0x:g+2krr, k0Z -

T A 4 020x00 = x=+5 0z
2% 6 2% 6

- x=
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Questoes-tipo exame

32.1.

32.2.
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D, =R

Assintotas nfo verticais ( y=mx+ b) :

Quando x — +oo:

m= lim f(x) = lim
xoto oy

xln(x+1)—xlnx—2x _

X400 X

= hm [ln (x + 1) —Inx-— 2] (m:o

= lerm[ln(x+l) 1nx]— 11111002—
= lim {ln[ﬁﬂ— = lim {ln(1+1ﬂ—2=
X = +oo X X +0o X
—ln[ P n(1+07)-2=In(1)-2=
+00
=0-2=-2
= lim [f ]2 lim [xln x+1)—xln(x)—2x+2x]

X too

= hm [xln x+1 xln

] =
w2

) 1 (ooxO) y R
= lim | xIn| 1+— = _\=lll‘l+7‘
X too x \ X )
) ezt
. . y X
= lim xy|= lim = |
"**“’(e-"—l yJ xotoa¥—] o e —IZT
1 1 =)
1! N
lim Sex — +o0,y - 0
X+ y

A reta de equagdo y =—2x+1 é uma assintota ao grafico
de fquando x — +oo .
y=—x o

Quando x - —oo: x=-y

. Sex - —00, y — +0o
W)y e e
m= lim = lim & = lim — = lim 5
xomo oy xo-w oy xo—o x4y }vﬂ-o-w(_y) -y
y y
, — lim — N
J p— +00 00
= lim > = lim ylz ’ yl = =400
Yy L o gy 170
y yorey

Como mUR , ndo existe assintota ao grafico de fem —oo .

Assim, y=-2x+1 € a equagdo da unica assintota ndo

vertical f.
Se x<0
(e ) () (1) () (x-0)
f(x)_(x—lj - (x-l)z -
) e (o) =() e (amn)e
(1) (+-1)
_me ()] ey
1 ()
N el ) Bl ) IO
SR EE R E
Ponto de tangéncia: (—1,—%) /(_1):%:_%



32.3.

33.1.

33.2.

33.3.

Equagido da reta tangente:

OO - R O o
2) 4 4 4 2 4 4

Logo, a equagido reduzida da reta tangente ao grafico da
fun¢@o fno ponto de abcissa x =-1 é: y=§x—§.
Para x<0 , f'(x)= —c x2 .

(x-1)
Determinemos os zeros de f':
F(x)=00x<0 (_eixz=0|:|x<0 -

x-1

= = x=00x<0 = (—e_":ODxZO)Dx<O = x=0

¥ T 0
f' +
f 7

f'(x)>0, DxD]—O0,0[ e

lim £ (x) = lim— =-1=£(0)

Logo, a funcdo f¢é estritamente crescente em ]—00, O] .

0

=-1 é maximo relativo (e absoluto) da

F(0)==

funcéo fem ]—00, 0] .

_8(2¢)=g(e) _ (in(2€) ~2¢) ~(ine=c) _

LVm, o e = . =
+Ine—2e—Ine+ -
=ln2 Ine—-2e—Ine e_ In2 e=lln2—l
e e e
1 1-x
"(x)=(Inx-x) =—-1=—+
g (x)=(nx-x) =Lo1= 1

¢(x)=0 = 17520 = 1-x=00x>0 = x=1

X
x 0 1 FED
g' + 0 -
g 7 N

Max.
A funcdo g tem, portanto, um tnico maximo que é
g(1)=In(1)-1=0-1=-1.

Pretende-se provar que [k [ }%, %[ i g ( x) =—¢" ,isto é,

11
ue (kO |—, —| : g(x)+e* =0
awe 01 5. 3+ 2 (4
Seja h(x):g(x)+e* - h(x)ZInx—x+e*
A funcdo h é continua em R* pois é definida pela soma de

fun¢des continuas (funcdo logaritmica, funcéo exponencial
e funcéo polinomial).

Como E, %} OR" , em particular, a fungdo & € continua
. [1 1}
no intervalo | —, —|.
32

Por outro lado, tem-se:

1 1
h[lj:g[lJM# :ln[lj—l+e3 =-0,036
3 3 3) 3
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34.1.

34.2.

34.3.

Questoes-tipo exame

1 1
h 1 =g 1 +e2 =In 1 —l+ez=0,456
2 2 2) 2
. . . 1 1
Como / é continua no intervalo g, 5 e

h(%} X h[%} <0, podemos entdo concluir pelo corolario

do Teorema de Bolzano-Cauchy que:

DxD}%, %{ h(x) =0, ou seja,

EbCDi|%, %{ g(x)=—e".
EItI:I[O, 6[, n<T¢+T< 77, pelo que
—IScos(TIt+TI)S1 - —252005(Trt+T[S2) -
= 4-2<4+2cos(TU+TM)<4+2 =
= 2<4+2cos(Tr + M) <6

Logo, a distdncia maxima do corpo C ao solo foi de 6 m.
Os instantes em que tal ocorreu sdo os valores de # que

verificaram a condicdo D(t) =60rd [O, 6[ .

Assim:
4+2cos(Tv+m)=60:0[0, 6] =
= cos(m +m)=10:0[0, 6] =
- Tw+m=2km kOZ0:0[0, 6] -
o T =-T+ 2kt k07 0:0[0, 6] =
e 1==1+2k, kOZOr0O[0, 6] =
t=10¢=30t=5

A distancia maxima do corpo C ao solo foi de 6 metros e

i

tal aconteceu nos instantes 7 =1 segundo, r =3 segundos
e t =35 segundos.

D(r)=30:0[0, 6] =

< 4+2cos(Tv+m=30:0]0, 6] =

- cos(TD‘+T[):—%DtD[O, o =

- cos(m+n):cos(%"j 0:0[o, 6 =

- (m+n:%’1+2knmm+nz—%”+2kn kDZ)DtD[O, o
- (m:—guknmmz—%"ukn, kDZJ O 0fo, 6

- (t=—§+2kl]t=—§+2k, kDZthD[O, o

= t:lthéﬂt:th:EDt:Ethll
3 3 3 3 3 3
Portanto, o corpo C esta a distancia de 3 m do solo nos
. . 1 5 7
seguintes instantes, em segundos, t=—, t=—, t =—,
3 3 3
11 13 17
t=—, t=— ou t=— segundos.
3 3

Pretende-se mostra que [¥ D]2, 3[ : D(t) =2,4.

A func¢io D é continua em [0, 6[ pois € definida pela
composta, produto e soma de funcdes continuas (fun¢io
cosseno, e fungdes polinomiais)

Como [2, 3] O [0, 6[ , em particular, a fungio D é

continua no intervalo [2, 3].



35.

D(2) =4+2cos(2m+T) =4 +2cos (3m) =4 +2x(~1) =2

D(3)=4+2cos(3m+ 1) =4 +2cos(4m) =4 +2x1=6
Como D é continua no intervalo [2, 3] e

D(2) <2,4< D(6) , podemos concluir, pelo Teorema de
Bolzano-Cauchy, que [¥ D]Z, 3[: D(t) =2,4 ,ou seja,

que houve, pelo menos, um instante, entre os dois
segundos e os trés segundos apds o inicio da contagem do
tempo, em que a distancia do corpo C ao solo foi igual a
2,4 m.

f(“)xf(b)‘;{g(ﬁ—g(ab)}W -
- 2 f(apxr(0)=5[ ) (an)

2% f(a) % f(b) =2sin(loga) xsin (logb)

g(%) - g(ab) = cos(log%) —cos[ log(ab) | =
= cos(loga —logb) —cos (loga +log b) =
=cos(x—y)—cos(x+y)= x=loga
=cosxcosy +sinxsiny— (cosxcos y —sinxsin y) =
=sinxsiny +sinxsiny = 2sinxsiny =
= ZSin(loga) Xsin(logb) =2x f(a) X f(b)

Logo, f(a)Xf(b)—;{g(a)—g(ab)}=0.

b

36.1. Como f'(1)= i x> =In(1) =

Pag. 205

-0=—,vemquearetar

L
4 4
tem uma equacdo da forma y = ix +b.
Como f (1) =2, vem que o ponto de tangéncia tem
coordenadas (1, 2).

2=l><1+b = 2—l=b = b=z.

4 4 4
~ . , 1 7

A equacdo reduzidadaretaré y= 2 x+—.

1

2 _
36.2. f"(x):(lxz—lnx) =Ll lox L x o2
4 2 x 2 x 2x
" XZ_Z 2
f(x):().:. 5 =00x>0 = x"-2=00x>0 <«
x

= (xz—x/EElx:x/E)Dx>0c» x=2

x 0 ﬁ +00
f" - 0 +
f n O
P.IL

O gréfico de ftem a concavidade voltada para baixo em

JO, \/E[ e tem a concavidade voltada para cima em

J\E, +00[ . Tem um ponto de inflexdo de abcissa V2.

37.1. O reservatério estd inicialmente vazio, pelo que h(O) =0

h(0)=0 = a-log,(243-9%0)=0 = a-log,243=0

= a=log,3’ = a=5

y=logh

x=loga Oy =logh

145

Questoes-tipo exame

Por outro lado, o reservatério fica cheio ao fim de 24 h,
portanto, h(24) ¢ igual a altura do reservatério. Como

a=5:

h(24) =5-log, (243-9%24) =5~-log, (243 -216) =
=5-log,27=5-1og,3* =5-3=2

A altura do reservatério é, portanto, igual a 2 m.

h(21)=n(9)
37.2. t.v.m(hy(m) =721_9 =
_ 5-log, (243-9x21)~[5-log,(243-9x9)] _
= o =
_ —log,(54) +log, (162) _log,(162) ~log,(54) _
12 12
lo 162
% 0sa ) g3 _ 1
12 12 12
A altura da agua no reservatério aumenta, em média, —
metro por hora, entre os instantes correspondentes a9 e a
21 horas apds a abertura da torneira.
38.1.

Se a funcdo f¢é continua em R, entdo é continua no ponto
x =4 . Logo, existe lim f(x) .
x-47

lim f(x) = £ (4) = 4e* = 4e’ =4

i) )2

x-4"

lim f(x)= lim[

. | 1 I —12
= lim M_{_k - ;‘_ 41
w4 (x=4)(x+3) b 3L 0
. . sin(4-x) y=4-2
=-lim x lim +k= .
x4t x+3  xo4t 4—x Sex -4 ,y-0
:—lx]im51ny+k: —lx1+k:—l+k
7 v-0 oy 7 7
1 1 29

——+k=4 = k=4+— = k="
7 7 7

38.2. Para x<4 , tem-se:

f(x)= (xe*"4 )' = (x)' e+ x(e*"“)' =
e+ x(x-4) e = He T = (142)

f'(x)=0= e (1+x)=0 = e =001+x=0 =
- xOO0Ox=-1«< x=-1

w7 -1 4
S - 0 +
f \ 7

Min.

A funcgio f¢é estritamente decrescente em ]—00, - 1] eé

estritamente crescente em [— 1, 4[. Tem um minimo
relativo igual a f(=1)=-e™.

39.1.
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Assintota ndo verticais:

A func@o A € continua em R\ {— 3}

= —00

L L
lim h(x)= lim [xe"”} =-3e" =-3xe'”
x-=3" x--3"

—3xe™ =-3x0=0

x =37

L L
lim 7(x) = lim[xe"”] =-3xe" =
x—-3



39.2.

A reta de equacdo x =-3 & uma assintota ao gréfico de A.

Assintota ndo verticais ( y=mx+ b) :

Em +oo :
1
h 3 4L
m:limﬂ:limLZIime*”:em:eO:l
Xty Xty X +oo
(1 ) = i [ el 1))
b= lim [ h(x)=mx]= lim \xe* =x) = lim | x\e* -1
! (5]
= lim | xx X(x+3)>< e -1/ (=
Xt x+3
1
= lim x lim [(x+3)><(e"+3 —1)}2
)&—o+00x+3 X = +00
o
= limxxlim{lx(e-"—l)}: YT
wato x  y-0| y
o x+3==
y y
= ixlimS—L = 1x1=1 Sex ~ —m.y -0
y-0 y

Em —oo : de modo anélogo se verifica que

h(x) .

——=leb=1 h(x)- =1.P ,
. e Alr_nm[ (x) mx] ortanto, a

reta de equagdo y =x+1 € assintota ao grafico de h
quando x —» +0 e x —» —00 .

Para xD]R\{—S}:
Y, Y 1Y L
h'(x) :[xen}] :x'ex+3 +x(ex+3] = ex+3 +X( j C"‘+3
x+3
1 1 1
=e*3 + x| — 1 5 e =g |- d >
(x+3) (x+3)

] __(x#3) o2 (x+3)x1

(x+3)’
__(x+3)(x+3—2x): x-3
(x+3) (x+3)

ex+3 (1_ X }+exl+3 x-3 _

(x+3) (0 (x+3) (x+3)

_ et (_1+ X +x—3]=

()c+3)2 ()c+3)2 x+3

x—(x+3)2+x+(x+3)(x—3)
(x+3)

e)ﬁ»}

(x+3)

_ ex*3 x—x2—6x—9+x+x2—9:
(x+3) (x+3)

1

(-5x-18)xe*
(x+3)'

40.1.

40.2.

41.

Questoes-tipo exame

5y — 3
h"(x)=0 - mzo -

(x+3)’

L
= [e*” =0|:|—5x—18=0] Ox#-3 =

- x=—§Dx¢—3 - x=—§
5 5
18
X [oe] —? _3 + 00
h" + 0 - -
h 0 n n
P.I

O grafico de h tem a concavidade voltada para cima em

}—00, - %[ e tem a concavidade voltada para baixo em
}—%, —3[ eem ]—3, +oo[ .

Tem um ponto de inflexdo de abcissa —% .

* A base menor do trapézio é OP=1.

* Como R é uma ponto do terceiro quadrante, entdo temos
que cosa <0 , pelo que a base maior do trapézio
[OPQR] é: R7Q =1+(—cosa) =1-cosa.

* Como R é um ponto do terceiro quadrante, entdo temos
que sina <0, pelo que a altura do trapézio [OPQR] é:
FQ =-sing

Desta forma, a area do trapézio é:

RQ +OP

2

Area [OPQR] = x PQ =

_1l-cosa+1 . _2-cosa . _
—#X(—sma) —7x(—sma) =
_sinacos@ —2sing _sinacos@ _2sing _

2 2 2
_2sinacosa . _sin(2a) 3
= - = -sina, al Tt —

2%x2 2

Trata-se de encontrar graficamente as solugdes da
inequacdo A(a) >1,01.

St

Na figura, estdo representados:
. 3m
+ o gréafico da funcdo A, no seu dominio }Tr, ?[ ;

» parte dareta de equagdo y =1,01;
« as abcissas dos pontos de intersecio dos dois graficos
(arredondadas as centésimas)

A(a)>1,01 = aO]a,b] com a=4,01 e b=4,69.

Seja p(n) a condicdo sin (ZnT[) =0.

. p(l) ¢ uma proposic¢ao verdadeira pois
sin(2mM)=0 = 0=0 (verdade)

+ A propriedade ¢é hereditaria.



Admitamos, por hipdtese, que, para um dado niimero

natural n, se tem sin (2nT[) =0. Provemos que:
sin[2(n + l)nJ =0
sin[Z(n + 1) T[] = sin (2nT[+ 2T[) =sin (2n1t) =0

Por indugido matematica, sin(2nﬂ:) =0,0n0N .
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42.1. Para x0]0, 217 :

f'(x):[xz—(lzcosx)z]' E( z_(1+cosx)2)'}:

:%[2x—2(1+cosx)(l+cosx)'}:

:%[2)5 -2(1 +cosx)(-Sinx)] =

:x+(l+cosx)sinx= x +sin x +sin xcos x

r

f"(x)=(x+sinx+sinxcosx) =
T T
=1+cosx+(s1nx) cosx+s1nx(cosx) =
=1+cosx+cosxcosx+sinx(—sinx)=
=1+cosx+cos’x—sin’*x =
=1+cosx+coszx—(1—cos2x)=

=1+cosx+cos’x—1+cos’x= 2cos’ x+cosx
f"(x)=0 = 2cos’ x +cosx =0 =

= cosx(Zcosx+1) =0 =

= cosx=002cosx+1=0 =

= cosx=00cosx = —%

Como xD]O, 2T[[ entdo:

f"(x)=0wx=E|:|x=2—an=4—an=3n
2 3 3 2
I + Jo| - o] « o] = Jof +
f O n O n O
P.I P.I P.L P.I

O gréfico de f'tem a concavidade voltada para cima em

}3?“ , 27‘[[ e voltada para

11| 21 4
0, —| ,em |—, —| eem
} 2{ }3 3“[

. T 27 41 31
baixoem |-, —| eem |—, —| . Tem quatro pontos
23 32
de inflexdo cujas abcissas sao I R 2—“ R 4—“ e 3—"
2 3 3 2
42.2. m= f'(n) =n+sinn+sinTcosnT =7
2 2 _ o8 2

Ponto de tangéncia: [n , ﬂ;] f(x) :M =

2 2 2
l:n)(n+bc>b:n——n2@b:—l
2 2 2
ew

2

M—lZO@ X =
2

2
T
— e X =
2

r
2

o],
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43.

44.1.

44.2.

44.3.

45.

Questoes-tipo exame

Assintotas verticais: A fungdo g € continua em ]—00, 0[ R

em ]0, 1[ eem ]1, +oo[

. - X _ 0 _ —

}{Iglg(x)‘}%!(xe +2)—O><e +2=0+2=2
x 0" 0"

lim g(x)=lim——= = =0
xao‘g() 0" Inx In0" =-oo

x _ 1 _ . _1
im—=-—=+400 ¢ lim—=—=-»
-1 Inx I Inx O

A reta de equagdo x =1 ¢ assintota ao grafico de g.
Assintotas ndo verticais: Em —oo :

lim g(x) = lim (xe" +2) =

X -0 X =0

=1 T)+2= lim (—-ye™ |+2
Jim (xe*) +2= lim (-ye”)
SRS S P SR S S
ya-o-we) . e’ +o00
lim —
yﬂ+oc y
y =2 ¢ assintota ao grafico de g em —oo .
Em +oo (y=mx+b):
X
= tim 20 < i Inx - = lim —— =0
Xty Xty X**lenx ,\‘a+oclnx
X 1 1
b= lim x)-mx)=lim —=————=—=+40
M*“’(g() ) x-+o]n x lnix 0"
Xty

Como bUR , o grifico de g ndo tem assintotas ndo
verticais em +oo . As retas de equagdes x=1¢e y=2 sdo
as assintotas do gréfico de g.

_OPXPQ o oo _
Aorg == 3 OP=x: PO =|f (%)== (x)

()= (W)

o(x __x  sin(2x)=2 _2-sin(2x)

2 2 x 2

Se xD}O,g}, ZxD]O,ﬂ:] .

0<sin(2x)<1 = ~1<-sin(2x)<0 =
2 —sin(2x)

= 1<2-sin(2x)<2 = >

15 <1
2
Logo, a area minima é 5 u.a. € a drea maxima é 1 u.a.
2—sin(2a) T
a)=—=, a0 |0,—
g( ) 2 } 4

an(2a) =43 DZaD}O,g} - 2a:§ DZaD}O,%} -

@Zgzﬁﬁazﬁ
3 6
. T J3
2-sin| 2x— —sin— -2
™) _ ( 6)=2 sin =2 2=4_\/§
8 6 2 2 2 4
10g2x24—10g4x~:»10g2x24—10g72xw

log, 4

log,

= log2x24—¥ = 2log,x=8—log, x =

8
= 3log, x=8 = logzng e x22° &

o x232° < x23256 - xu[i/256,+oo[



