2

Limites e derivadas
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1 2
T TR ) Mt SR P ) M B O
1 2
3+1 2 3+2 5
(-1)-3 2
u3 R e e
3+3 3
U, >u, © uy>u, - Logo, a sucessao (un) ¢ ndo mondtona.
1o se n é impar
T ) Ml (R
! 3+n " |1-n ,
se n € par
3+n
= Sen éimpar:
—1-n | 2 -n—1|n+3
u = =-1+
" 3+n n+3 % I
0< SL<:>
n+3 1+3
S-l<-1+ §—1+lc>
n+3 2
2 1
oS-1<-1+ <—
n+3 2
. Se n é par:
1-n 4
un:3+n:_1+n+3 -n+1|n+3
n+3 -1
4 4
0< <—& 4
n+3 243
4
oS -1<-1+ <-l+—-<
n+3 5
1
S-1<-1+ <—
n+3 5
1
VneN,-1<u, S—g,pelo que a sucessdo (u, ) ¢ limitada.
Por exemplo, —1 é um minorante e 3 ¢ um majorante.
_1)”
" -1
-1) - ) 0-1
L.3. hmunzllm( ) =lim—2 = =-1
3+n S 0+1
n
(-1) .1 <
= (71) x — — 0 por ser o produto de uma sucessao
n n
limitada por uma sucessdo que tende para 0.

2.1. Para neN, tem-se:
sinn<l< —sinn>-1<4n—sinn>4n-1
Como, vy eN> n—2sinn>4n—1 ¢ lim(4n—1)=+o,
entdo, lim(4n —sin n) =+ .

2.2. ParaneN:
cosn<l<2cosn<2 < —2cosn=>-2<<n—-2cosn=>n—2
Como, VneN,n—2cosn=n—-2 ¢ lim(n—2)=+x,¢
entdo, lim(n—2cosn) = +oo .

2.3. Para neN:

cos’n=0< n’ +cos’n=n’

2.4.

Como, Ve N, n* +cos’n>n € limn? = +oo » N3O,
. 2 2
llm(n +cos n):+oo
VneN, sin(mt) =0, portanto, n — sin(mt) =n , para todo

O neN-

Assim, lim[n - sin(nn)] =limn =+

2.5. Para ne N, tem-se:

cosn<le 3cosn<3 < 3cosn—n><3—n’
. 2
Como, VneN, 3cosn—n*<3—-n’e hm(3—n ):—00,

ento, 1im(3 cosn — nz) =—w

2.6. Para ne N, tem-se:

n+sinn _n’—1

sinn>-lon’ +sinn>n’ -1l ——-< dado
1-2n 1-2n
que1—2n<0,vn€N
e 3 .on
llmn =11mn—=11mn—:—oo
—2n —2n -2
RN 3 1 . 3 1
Como VneN,n s1nn£n ehmn =—o0 , entdo
1-2n 1-2n 1-2n
. n +sinn
Iim————=—
1-2n

3.1. Tem-se que limu, =+

lim(3—u,)=3—(+0)=3-0=-x
Como V, <3—u, para n>50 e lim(3—u,) ==, entfo,

limvy, =—o0,

3.2. Tem-se que limu, =400 |

. ni+ntu, . (n n'u, . (1
lim———==lim| — +—* [=lim| —+u, |=
n n' n n

=0+ (+0) =+

2 +ntu

Como v, 2’174” ,para n 21000 e
n

4

. (n*+n'u T
lim| ———= |=+00 , entlo, limv, =400
n

3.3. Tem-se que limu, =—o .

. 2-n'u . 2 ru . 2 u
lim —r=lim| ——— |=lim| — - |=
3n 3n 3n 3n 3

—0

3

Como v, > 7

43
Xy ,para n>200 e 1im(2 3” u"j:.mo,
n

entdo, limvn =400 |

4.1. Para ne N, tem-se:

1>O<:>1+3>3<:>(l+3] >3"
n n n

Como lim3" =+w0 ¢ (l + 3} > 3", paratodo n e N, entfo,

n
. (1 "
hm(—+3j =400 .
n



4.2.

5.1.

l>0<:>1+4>4<:>1+4n 4<:>[w] >4"
n n n n
dn+1Y

Como lim4”=+00e( ] > 4", paratodo neN:

. (4n+1)
lim| —— | =400,
n

VneN,-1<sin(2n) <1 portanto, para n €N, tem-se

in(2 !
—lSMSL.Poroutro lado, lim—=0 ¢
n n n n

n

. 1 .
lim (—7) =0. Assim, pelo teorema das sucessdes
n

__sin(2n)
enquadradas, tem-se que: im————==0
n

5.1.

5.3.

54.

5.5.

5.6.
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VneN,-1< cos(nz) <1

2
1 < cos(n ) Sl . Por outro lado, lim(—l) =0 ¢
n n n n

L1 . ~
lim — = 0 . Assim, pelo teorema das sucessdes enquadradas:
n

1imM =0
n

Vn eN,OSsinz(na)Sl
<sin2(noz)S 1
2n+1 2n+1

. Por outro lado, im0 =0 €

lim = (). Assim, pelo teorema das sucessdes
2n+1
sin’ (n a)

2n+1
VneN,-1<cos(-2n)<1

enquadradas: [jy

1 <cos(—2n)< 1

P+l oA+

e+l
lim(— 21 ):O e lim( 21
n +1 n +1
cos(—2n)

das sucessdes enquadradas: limzi1 =
n+

5 . Por outro lado,

) =0. Assim, pelo teorema

vneN,0 S(cosn)2 <1

2
2S2+(cosn) <3<:>g M
n n

<

S |w

Por outro lado, 1img =0 ¢ lim 3 =() . Assim, pelo teorema
n n
~ . 2+(cosn )2
das sucessdes enquadradas, |;;, -0 -
n

VneN,0<sin’n<1

1 1 2
0<sin’n<1<1<1+sin’ n<24:>4 %S?

Por outro lado, limi =0 ¢ liml = () - Assim, pelo teorema
47[ n

2
das sucessdes enquadradas, tem-se que limm -
n

5.8.

2. Limites e derivadas

3
n o1 5 1 3 o
2m+3 2 2n+3 2 4n+6 " ]‘L‘*’
Para neN, *”*E )
3 3 3
< <— _2
4n+6 4+6 2
—is— 3 <0
10 4n+6

1 3 1 3 1
S——-—<— <-—&
2 10 2 4n+6 2
1 n 1

< <—
5 2n+3 2

OREDRE)

lim[l] =0 € hm[lj — () - Assim, pelo teorema das
5 2

sucessoOes enquadradas, lim( n ) =0 -
2n+3

Numero de parcelas: 2n—(n+1)+1=n

1
A maior parcela ¢ ——— e a menor parcela ¢ —— , logo
(n + 1) n
1 1
sXn<u, < TXN &
(Zn) (n + 1)
n
(=4 T Su, < 3
(2n) (n + 1)
1
Como lim—"— llmi2 =lim—=0¢
. n ..on .1 5
lim——— =lim— =lim—=0, pelo teorema das sucessdes
(n+1) n x

enquadradas, limu, =0-

VneN, —1<sm( 5 )<1

—1<sm(5 )<1©n—1<n+sm(5]<n+1©

. (nm . (nm

n+sin| — n+sin| —

n—1 ( 5 ) n+l  n-1 ( 5 )

oS—<—— I s <—— = 2]
n+l n+l n+l  n+l n+l

. n—1 .
Como, hmf+1 =1 ¢ lim1=1 pelo teorema das sucessdes
n

n+sin| —
enquadradas, tem-se _. ( 5 j .
lim———~=1
n+1
Por outro lado, Ve N, —1<cosn<1
n—1 _n+cosn il n+l

—1<cosn<l<n—1<n+cosn<n+lc—=<
2n 2n 2n

Como [im L_l = l € lim L"Ll = 1 , pelo teorema das
2n 2 2n 2
sucessOes enquadradas, tem-se: |im ntcosn 1 . Assim,
2n

limu, =2limv, .



7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

1 4n+1
. 1 Z l_ 1 n l 1 n
4n+1 4 4dn+l 4 l6n+4 Ty 5
VneNN, 0< L < L 1
l6n+4 16+4 4
RSP SRS S B8 SN S |
20 16n+4 4 20 4 l6n+4 4
lel_ 1 <1,portanto,
5 4 16n+4 4
VneN, 7< l,donde,
5 4n+1 4

ey (4,1’11]*@"'

Como lim(%) =0 € lim(%j — () > pelo teorema das

sucessoes enquadradas, lim( n j =0 -
4n+1

ﬂ 2n 3n+2
2n :g_ 3 :g_ 4 PR
3n+2 3 3n+2 3 9n+6 -3 3
VneN,0< 4 Si _4

In+6 9+6 3

4 4 2 4 2 4 2
S—-——>— <0eo——-——<—-— <=
15 In+6 3 15 3 9n+6 3
@g z_ 4 2 , portanto,
5 3 9n+6 3
VneN, g 2n 7,donde

5 3n+2 3

wen(§)<(5) <)

Como llm(é) =0 € hm(gj — () > pelo teorema das

sucessoes enquadradas, lim(zinj =0-
3n+2

VneN,-1<sinn<l

—-1<sinn<1<3n—-1<3n+sinn<3n+1
3n—1£n+s1nn£3n+1
4n+3  4n+3  4n+3

3n—-1 .. 3n 3 . 3n+l . 3n 3

=lim—== ¢ lim =lim—==".
4n+3 4n 4 4n+3 4n 4

Assim , por aplicagdo do teorema das sucessoes enquadradas,

lim

. 3n+sinn 3
lim————==.
4dn+3 4

VneN,—lScos(nz)Sl
—IScos(n2)£1<:>4£5+cos(n2)£6

@4/2§1"[5+cos(n2) S{‘/E

lim4/4 =1 © 1im4/6 = 1 > pelo teorema das sucessoes

enquadradas, tem-se que 1im #/5 + cos( ) =1-

1 1 1
= + ot
3/n3+4 %/n3+5 %/n3+2n

2. Limites e derivadas

8.1. Numero de parcelas: 25, —44+1=2n-3-

A maior parcela é
3

lim

¢ a menor parcela é

n +4
1 1
———x(2n-3)<u, < x(2n-3) =
In® +2n In® +4
2n-3 2n-3
= <u,<
i/n3+2n 3/n3+4
Por outro lado:
2n-3 . 2n-3 . 2n-3
{/ - =lim 5 =lim > =
n +2n i/ns(l_}_zJ n{/l+f2
n n
n[Z—é) 2_3 9_0
=lim =lim n__ =2
1+0

Assim, pelo teorema das sucessoes enquadradas:

lim (

1

1

1
+ +
3/n3+4 3/n3+5

+ =2
\3/n3+2nJ

1
In® +2n .

8.2. Seja 4 22n+l 2n+l 2n+1 N 2n+1
TStk 3nd +3 3n? +4 3n* +4n
Numero de parcelas: 4n—3+1=4n-2
VneN, ZZH-I ><(4n—2)£unS 2Z+1 ><(4n—2)<:>
3n" +4n 3n”+3
2n+1)(4n-2 2n+1)(4n-2
ovnen Z)n=2) - Qnal)(n=2)
3n® +4n 3n”+3

8n’ -2 <8n2—2

o VneN,— <u, <—;
3n" +4n 3n”+3

2 2
Como limM:§ e imSn -2_8
3n° +4n 3 3’ +3 3
sucessdes enquadradas, hmz 2n+1 §
3n+k 3

, pelo teorema das

n+l

—u,=

|

4

3

5N GFGF B

(n+1)! n! (n+1)><n! n!

o]

) _Gj “(n+1) (

4

3

(n+1)! -

(n+1)!
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VneN, (ﬂj >0> (n+1)!>OeVeN,(%—nJ<O-
3

5 ()
3) 37"
Portanto, Vn e N, (7

<0, logo (Vn) € mondtona

n+ 1)!
decrescente.
9.2. Seja v :Z”: bn = on + 6n +...+ 6n , lOgO,
"SsSpt i SnP 41 Snt+2 5n*+n
VneN,?inanvn S%xn@
Sn”+n Sn”+1
6n’ 6n’
S VnelN, + < Zn
Sn"+n 5Sn”+1
2 2
Como 1|im on = 6 lim bn = 6 , pelo teorema das
S’ +n 5 s +1 5
sucessoes enquadradas, limv, = § .
. 11 .,1
10.1. 11m[—2 +—sin’ J =
x>0\ x X X
= lim[lz(l +sin? lﬂ
x=0( x X
VxeR\{O},sinz(lJZOQ
X
@VxeR\{O},l+sin2(lj21
X
< VxeR\{0} L 1+sin2(lj > 1
"X x)| x°
1 1
im— =—=+00-
x>0 xz 0+
Entdo pelo teorema de comparacdo de funcdes, tem-se
liml{l +sin’ (lﬂ =00,
x>0 x X
10.2. VxeR,—1<cosx<l e vxeR, L <X 1
X X X
. 1 .1 1 1
Como fim——=0¢ lim—=0 € VxeR*, —— < BX 2
X—>+0 X X—>+00 X X X X

entdo, pelo teorema das fungdes enquadradas, tem-se

lim 2% — 0.
X—>+00 x
103. —1<ginx<l<> 1 L smx 1 (x*+1>0,VxeR)
¥+l K+ X+l
Como [im | — =0 ¢ lim =0, pelo teorema das
X——0 xz +1 x—>—o x4 ]

~ . in x
fungdes enquadradas, tem-se que |im S

oo x° +1

=0.

10.4. Para x e R\ {0} , tem-se:

cosz(lj20<:> 2+cos? (ljZZQ%(2+COSZ (ljjzizxz
X X X X X

2+ cos’ (lj
o\

2
X

=

R,\,‘N

2. Limites e derivadas

o1
Como ]im£:£:+ooe 2+cos (; 2 ,para
0" x2 O+ - N7 2 PR
2 2
x X

xeR\ {0} , pelo teorema da comparacdo de fungdes:

2 + cos’ (lj
lim ——*2

x—>0" X

10.5. Para x e R\ {0} , tem-se:

= +o0

¥}

2

~1< sin(ﬂj <1, assim, vem que:
X

e Se x>0 entdo x* >0 . Entdo

LT
-I<sin— <l&
x
3 3. T 3
©-x' <x’sin—<x’,Vxe]0,+oof
X
lim (—x*) = lim x* =0 3
Como lim {—x" J=lim x* =0 entdo, pelo teorema das
x—0 x—0

. . .m
funcdes enquadradas, lim (x3 s1n—2j =0.
x—0" X

+ Se x<0,entdo x°<0.

. T
-lI<sin— <l
X
. T
e x <x'sin—<—x, Vxe]-o,0]
X

lim (—xS) =0, pelo teorema das fungdes

Como lim x3 =
x—0 x—0

s

. 5 .

enquadradas, lim (x s1n—2j =0.
x>0 X

Logo, lim(x3 sinlzj =0.
x—0 X
10.6. Para x e R\ {0} , tem-se:

1
2

b . 1 T
X X

X X

Como lim(—l +i2) =-1 +0i+ =—1+00 =400 €para
X

x>0

1 >-1+ 1 , entdo, pelo teorema da
x’ X’

xeR\{0}, cos(§j+

X

comparagdo de fungdes, lg(}[xlz +cos (zﬂ =400 -
10.7. Para x e R\ {0} , tem-se:
cos(x) <1, assim, vem que cos(x)-n<l-7n <
< x*(cosx—m)<x*(1-m), dado que
x2 >0,Vxe]R\{0}
Como Xlij&[xz(l—n)] =— epara ycR,

x*(1-m) > x*(cosx — ), entdo, pelo teorema de comparagéo

de fungdes, lim [xz (cosx— n)} =—o0 .

x>+

10.8. sint <1
2



—sinf >-le —2x—sinf >-2x-1
2 2

Como lim (—2x—1)=+0 epara yc R,

X—=0

Dx—sint > -2x—1, entdo, pelo teorema de comparagio das
2

fungdes, lim (—2x —sin gj =400 -

xX——0

X—>-0
. =X +3x . X
lim — = — = lim (—x)=—0
x40 xT 4D x40y X—>+0

Portanto, lim f(x)=+e0 e lim f(x)=-o .

11.2. wvxeR*» f(x)>h(x) e lim f(x)=—o0, entdo, pelo

X—>+0

teorema de comparagdo de fungdes, lim h(x) =—0,
X—>+00

4 4
12.1. Iim x)=lim * :a— = 400
xaa*g( ) xoat x—a 0

4 4
X a
lim g(x)= lim =—=—w
x—a” g( ) —a x—a 0

Portanto, lim g(x) =+ e lim g(x)=—c.

x—a-
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12.2.Separatodo o x e R\{a}, g(x)<h(x) e lim g(x)=+wo,
entdo, pelo teorema de comparagé@o de fungdes, tem-se:

lim h(x) =400,

12.3. Separatodo o x e R\ {a}, g(x)> f(x) e lim g(x)=—o0,
entdo, pelo teorema de comparagé@o de fungdes, tem-se:

lim f(x) =—00,

13.1. 4, —u, =2*(cos(2m) —10) - 3*(cos(3m) —10) =
=16(1-10)-81(~1-10)
=16(-9)-81(~11)
=747
13.2. cos(nm)<1
cos(nm)-10<1-10 <
& cos(nm)—10 <=9 & n'(cos(nm) —10) < —9n* -
Como lim(—9n4):—oo e para
neN,n* (cos( mt) _1()) <-9p*, entdo, pelo teorema de

comparagdo de sucessdes, limu, =—o0 .

14. Teorema das sucessdes enquadradas
Se (u,) € (w,) sdo sucessdes convergentes com 0 mesmo

limite 4 e se a partir de certa ordem, a sucessdo (vﬂ) ¢ tal que

u, <v, <w, ,entdo, limv, =a.

n

. , ., 1
A maior parcela é 1 ¢amenor parcela ¢ —— , logo:

n! (2n)1”

2. Limites e derivadas

1 1
(n+1)><(2n)!Sv” S(n+1)x(7)!,VxeN<3
= ntl Svnsn+ ,VxeN
(2n)! n!

im L giml L im +lim—— =
(2n)! (2n)! (2n)!]| 2m(2n-1)  (2n)!
1 li 0+0=0
B TET I A O T TR
1 n+l1 n+l1 1
1 =1 =lim| —- =
m n n(n—l)' ml: n (n—l)!}
=lim 1><1im ! =1x0=0
n (n 71)
Pelo teorema das sucessdes enquadradas, limv, =0 .
-1 1 .
15.1. Por exemplo, =_ e/ = , pois:
g(¥) xt+2 (*) xt+2

1 sin(2x) 1
< <
X427 X2 T xr+2

VxeR,-1<sin(2x)<l< - e

llm g(x): hm -1 :_71:;1:
X400 X—>+00 x4 +2 (+OO)4 +2 +o0

1 1
lim /(x) = i - =
A k)= i = e s

15.2. Pelo teorema das fung¢des enquadradas:
Se lim g(x)=lim h(x)=0 ese

VxeR, g(x)< f(x)<h(x),entdo lij&f(x):o'
16. Para xeR , sinx<1 .
—2sinx>-2< x* —2sinx>x’ -2 -

Como lim (xz —2):+00 e vxeR, x> —2sinx>x" -2,
X—>—0
entdo pelo teorema de comparagéo de fungdes
lim (x2 - Zsinx) =+0.
X—>—0
Por outro lado:

N9x*+2 B

lim g(x)=lim

X0 3x
X2 (94‘%] ‘x‘ 9+—2
=lim =lim
x> 3x x>0 3x
—X,[9+— =9+ %
= lim X~ lim X -
X—>—00 x X—>—00
= 9+0 _ =3 1
3
Logo, lim [ f'(x)g(x)]=+0x(~1)=—.

Ficha para praticar 8
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1. A proposicédo p ¢ verdadeira. Por aplicagdo do corolario do
Teorema de Bolzano-Cauchy e atendendo a que



4.1.

4.2.

F(=1)x f(6)<0 e f €continuaem [-1, 6], entdo
306]—1,6[:f(c)=0.

Quanto a proposi¢do ¢ nada podemos garantir acerca do seu

valor l6gico, pois tanto pode ser verdadeira, como pode ser
falsa. Por exemplo, considere-se as duas representagdes
graficas seguintes, ambas compativeis com as condig¢des do
enunciado.
Grifico 1

Grifico 2

A

4.3.

2. Limites e derivadas

Portanto, f nao tem zeros.

lim f(x) = lim (Vx-3) =4 -3=2-3=-1 ¢

x—4"

lim f(x) = lim x =4, como ndo existe hf{}f(x) , a funcéo
x—>4" x—4" =

f ndo ¢ continua em x = 4, pelo que a fungdo f ndo €

continua em [1 , 2} . Logo, néo se pode aplicar o Teorema
2

de Bolzano a fungdo ;s no intervalo }1 , 2[ .
2

No gréfico 1, a funcdo representada, faz com que a
proposicdo ¢ seja falsa, ja no grafico 2, a funcéo

representada, faz com que a proposicdo ¢ seja verdadeira.
Finalmente, a proposicdo » ¢ verdadeira, pois por aplicagdo do
Teorema de Bolzano-Cauchy, temos que 7 ¢ continua em

[-1,6] e f(-1)<2< f(6), entdo
Elce]—l,6[;f(c):2 . Portanto, p e r.

A fungdo f € continuaem [ por se tratar de uma fungéo

polinomial. Logo f ¢ continua em [l , 2} .
2

Oy 4
f@<5<f(2)-

Assim, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir
que a equagdo f(x)=15 tem, pelo menos, uma solugdo no

f(2)=2"-2+2=16

intervalo 1 ,2| -
2
A fungdo g ¢ continua emR , por se tratar de uma funcao
polinomial, e como [1 R 2] c R,afungdo g ¢é,em
particular, continua em|[1,2] . 7.
Por outro lado, g(1)=1"-3x1-6=-8 ¢
g(2)=2"-3%x2-6=20 e, portanto, g(1)x g(2)<0-

Assim, pelo corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy,
podemos garantir que a fungdo g tem, pelo menos, um zero no

intervalo 1, 2[ .

f()=Ai-3=1-3=2¢ f(%):%

9 9 9
if(l)xif(5]=—2x5:—9 » pelo que f(l)xf(i)<0.
f(x)=0<:>(\/;—3=0A0§x§4)v(x=0A4<xS5)<:> 8.

<:>(\/;=3/\O£x§4)v(xe®)<:>

@(x=9/\OSxS4)v(xe®)©

@(xe@)v(xe@)@ xed
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A fungdo f ¢é continuaem R por se tratar da composta de

fungdes continuas em R . Logo, a fungdo s ¢ continua no
intervalo [10,15].

{2l

£(15)= sin(%lsj = sin(%“) - sin[g] =1

Como f(10)x f(15)< 0, podemos garantir pelo corolario do
Teorema de Bolzano-Cauchy, que a fungdo s tem, pelo
menos, um zero no intervalo ]10 , 15[ .

Pretende-se provar que: 3c e Ja,b[: f(c)=c, ouseja, que
Elce]a,b[:g(c):O-

A fungdo g ¢ continua no intervalo [4 , 5] por ser definida
pela diferenca entre duas fungdes continuas em [a , b] (a
fungdo y , uma fungdo polinomial). Logo & ¢ continua em
[a.b]-

g(a)=f(a)—a<0,dadoque fla)<a
g(b)=f(b)-b>0,dadoque f(b)>b

Como g ¢ continuaem [a,b] e g(a)xg(b)<0,pelo
Corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir
que existe pelo menos um niimero real ¢ no intervalo Ja , b[
talque g(c)=0,ouseja, talque f(c)-c=0< f(c)=c-
A fungdo g ¢ continua em [ por se tratar de poténcias €
soma de fungdes continuas em [ ( fungdo seno de e fungdo
cosseno). Portantoa fungdo g ¢ continua em [r, 2x].

Por outro lado, tem-se que:

g(m)=sin’(m)+cos’ (1) =0+ (—1)5 =-1
g(2n)=sin’(2m)+cos’(2n)=0+1° =1

Como g ¢ continuaem [r,2n] ¢ g(n)x g(2mn)<0, pelo
Corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir
que a fun¢do g tem, pelo menos, um zero no intervalo

]n N 27t[ .

A fungdo g ¢ continua em R por se tratar da soma de duas
fungdes continuas em [ (a fun¢do j e uma fungdo
polinomial) . Logo fungdo g ¢ continua no intervalo
[a,b]. Assim, os valores de k para os quais o teorema de

Bolzano-Cauchy garante a existéncia de um zero para a



10.

11.

fungdo g nointervalo Jq, p[ sdo aquelas que satisfazem a
condi¢do g(a)x g(b)<0-
k

g(a)xg(b) <0 (h(a)+§j(h(b)+5j <0

Como h(a)=3 ¢ h(b)=-1:

et

Calculo auxiliar:

\( ) k k
\)-/i [1+5)c0e 3450y 14E
{ 2 )\ 2) 2 2

=0

Sk=-6vk=2
k k
Portanto, 3+E _1+E <O<:>ke]—6,2[-
Pretende-se provar que
3ce]3,4[:f(c)=g(c)<3 Elce]3,4[:f(c)—g(c)=0
Seja A a fungdo definida por h(x)=f(x)-g(x)-
A fungdo h ¢ continua em R\ {-3} pois ¢ definida pela

diferenca entre duas fungdes continuas, (uma funcdo polinomial
e uma fungdo racional) .
Logo, a fungdo /2 ¢ continua em |3, 4].

h(3):f(3)—g(3):(32—3x3)—%:0_%:_é
h(4)=f(4)—g(4):(42—3x4)—%:4_%:§

Como j, ¢ continuaem [3,4] ¢ h(3)x4(4)<0,pelo
Corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir
que 3ce]3,4[:h(c)=0=3ce]3,4: f(c)-g(c)=0&
< 3ce3,4[: f(c)=g(c),ouseja, que os graficos de
f € g seintersetam num ponto de abcissa pertencente ao
intervalo |3, 4
Seja & a fungao definida por h(x)=f(x)-g(x)-
A fungdo A ¢ continua em [a , b] , por se tratar da diferenga
entre duas fungdes continuas em [4 , b] .
h(a)=f(a)-g(a)=f(a)=f(b)-Jdque 1 (b)=g(a)
h(b)= 1 (b)-g(b)=(b)-f(a) Jaque f(a)=g(b)-
Se f(a)# g(a) entio f(a)# f(b) pelo que
Fla)=1(b) 0.
Como f(a)-f(b) ¢ f(b)- f(a) sdo simétricos nao nulos,
vemaue [ f(a)- £ (6) X[ (8)- £ a)] <0 ousei
h(a)xh(b)<0.
Como h écontinuaem [a,b] € h(a)xh(b)<0,pelo
corolério do Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir
que 3cela,b[:h(c)=0<3cela,b[: f(c)-g(c)=0<
< 3cela,b: f(c)=g(c).isto & que os graficos das
fungbes s e g se intersetam num ponto cuja abcissa pertence
ao intervalo Ja , p[ -

O intervalo [_6 ) 6] ¢ limitado, fechado e ndo vazio, mas a

2. Limites e derivadas

funcdo f nlo € continua nesse intervalo, por ndo existir
limf(x) ,ja que limf(x) =1lim0=0
x>0 x>0 x>0
., .11
lim f(x)=lim—=—=+c0"
x—0" =0t x 0"

Logo, néo estdo verificadas as condi¢des para a aplicagdo do
teorema de Weierstrass a fungdo 1 .

12.

13.
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A fungdo f ¢ continuaem x=-1 se e somente se existe

lim 7 (x).
lim f (x) existe quando e apenas quando
lim f(x)= lim £ (x) = f(-1).
lim f(x)=f(~1)= K (-1) =&
Va3 4@ (V2x+3-1)(V2x+3+1)
m———=1
: (x+1)(V2x+3+1)

lim f(x)= i _

-1 X1 x+1 -1

; (Vax+3) -1 ; 2x+3-1
= um = l1m
ST (x+1)(V2x+341) o (1) (V2x+3+1)
— lim 2x+2 _

ST (x+1)(V2x+3+1)

. 2(x+1)

= lim =

w1t (x+1)(\/m4rl)
= lim 2 2 1

o 2x 4341 A1+
Portanto, k* =1 ,ouseja,k=—-1vk=1.
A fun¢do g tem dominio R e écontinuaemR , ji que é
definida pela soma, diferenca e quociente de fungdes
continuas em R (fungdo seno, fungdo cosseno e funcéo
polinomial).
Logo, g ¢ continua em [0,100] -
Pelo Teorema de Weierstrass, a fungdo g admite um méximo

¢ um minimo absolutos em [0 , 100] .

14.1. A fungdo f ¢ continuaemR , por se tratar de uma fungdo

polinomial.
Portanto s ¢ continua no intervalo [-2, 6] .

Logo, por aplicagdo do Teorema de Weierstrass pode-se
garantir que a fungdo s admite, neste intervalo, um maximo e

um minimo absolutos.

14.2. Recorrendo a primeira derivada de f:

Sf(x)= (—x3 + 3x2)': -3x* + 6x
f(x)=0 -3x"+6x=03x(-x+2)=0<

&3 x=0v—x+2=0<x=0vx=2

x | -1 0 2 6

- - 0 + 0 - -

S|4 N 0 / 4 N [-108
Max Min Max Max



15.1.

15.2.

16.

F(2)=-2"+3(2)" =4 : f(6)=—6"+3(6)" =—108

O maximo absoluto de f'¢ 4 e o minimo absoluto de /¢ —108.
A fungio g ¢ continuaem |- ,1[ poisé¢ definida, neste
intervalo, por uma fung@o polinomial , continua em e .
Por outro lado, a fungéo é continua em ]1 )+ 00[ por ser
definida, neste intervalo, por uma fun¢ao racional.

Noponto x=1:

lim g(x) = lim (x-2) = ~1=g(1)

1-3x =2

li =1i =—=-1
lim g (x) = lim ——=-=—

limg(x) =-1 pelo que f ¢ continua no ponto x=1.

x—l1

A fungdo g é continuaem R .

A fungdo ¢ continuaem R pelo que ¢ continua em
qualquer intervalo [a ) b] contido em R . Assim tendo em
conta o Teorema de Weierstrass, admite, neste intervalo, um
maximo absoluto e um minimo absoluto, pelo que a
afirmacéo ¢ verdadeira.

A fungdo g ¢ continua em R por ser definida pelo produto e
diferencga de funcdes continuas em R (funcdo cosseno e
fungdes polinomiais).

s

Portanto, g ¢ continua em [_E E} , pelo que, tendo em conta
2°2

o Teorema de Weirestrass, g admite um maximo ¢ um minimo
absolutos. Por outro lado, temos que:

Vxe[—g,g},OScos(x)sl<:>OS2cos(x)S2<:>

< —1<2cos(x)-1<1

O méximo absoluto de g ¢ 1 e 0 minimo absoluto de g ¢ —1.

17.1.

17.2.

Pig. 41
P LA e L L
6 6 3

:2—4sin(—gj:2—4x(—l)=6

T (T oTy)
f(g]:2—4sln[g+§)—

:2—4sin[g):2—4x1=—2

Portanto, f(_%j =6 ¢ f(gj =-2.

A fungdo f € continuaem R por ser definida pela
composta, produto e diferenga de fungdes continuas (funcéo
seno e fungdes polinomiais), pelo que a fungdo 1 €,

continua em [_Si , E} . Como s € continua em [_Si E}
6 6

6

e f(_%j xf(gj =-12<0, pelo corolario do Teorema

de Bolzano-Cauchy, podemos garantir que existe, pelo

menos, um zero de ' no intervalo [_Si , E} ,logo a
6 6

afirmagéo ¢ verdadeira.

18.

19.

20.1.

20.2.

2. Limites e derivadas

Sejaf a fungo definida em R por f(x)=x"+5x+8.

A fungo f'é continua em R por se tratar de uma fungéo
polinomial.
Como [—2 ,— 1] c R, a fungdo f¢, em particular continua em

[_2 ,— 1] . Por outro lado, tem-se:

F(-2)=(-2)" +5(-2)+8=-10

F(=1)=(-1) +5(-1)+8=2

Como ¢ continuaem [-2,-1] e f(-2)x f(~1)<0,pelo

Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir que a fungéo f
tem pelo menos um zero no intervalo ]—2 ,— 1[ ,ousecja, a

equagdo x’ +5x+8=0 tem uma solugdo no intervalo

]_2 ,— 1[ . Vamos determinar a solugéo, a menos de 0,1:

3
f(_éj = (_éj + 5(_3) +8= .3 <( > logo a solugdo
2 2 2 8

pertence a _é ,—1
2

697 ~
-1,3)=(-1L3 ’y5 -1,3)+8=———<0, logo a solucdo
F(3)=(-13) +5(-13) +8 = <

pertencea |-1,3; —1[

f(—1,2) _ (_1,2)3 +5(_152) 48 :% >0, logo a solucdo

pertencea ]-1,3; - 1,2[

Assim, um valor aproximado da solug@o, a menos de 0,1, é
—1,3 (por defeito) e —1,2 (por excesso).

A fungdo g ¢ uma funcio composta de f com a fungio
afim /& definida por #(x)=x+c.

Sef¢ continuaem [q,b], g ¢ continua em:
{xeR:xeDh/\h(x)e[a,b]}:{xeR:x+ce[a,b]}:

={xeR:aSx+c£b}={xeR:a—chSb—c}

:[a—c,b—c]
g(a—c):f(a—c+c):f(a):—2
g(b—c)=f(b—c+c)=f(b)=4

Como g ¢ continua em [a —c,b- c] e
g(a-c)xg(b-c)<0,pelo corolario do Teorema de
Bolzano-Cauchy, podemos garantir que a fun¢do g , tem, pelo
menos, um zero em ]a —c,b— c[ .
VxeR, cos(Zx) <le

& -x+ cos(Zx) <-x+1

< 1-x+cos(2x)<—x+2
Como lim (—x+2)=—(+0)+2=—0 ¢ yyecR

X—>+0

1—x+cos(2x) < —x + 2, entdo pelo teorema de comparagéo
de fungdes, tem-se que lim [1 —x+ cos(Zx)J =—o.

A fungdo f € continuaem R por se tratar da composta e

da soma de fungdes continuas em R (fungdes polinomiais e



21.

fungdo cosseno). Logo, f/ ¢é continua em [1 , 1} .
2

1

1 1 1
—|=1——+cos| 2x— |=—+cos(1)~1,040 ¢
f( ) 2 ( 2) 2 (1)

2
S(1)=1-1+cos(2x1)=cos(2)~-0,416

Como s € continua em [l , 1} f( ] f( )< 0, pelo
2
corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir

que a fungdo # tem pelo menos um zero no intervalo }1 , 1[ .
2
A fungédo f'¢ continua no intervalo [_2 ) 2] .

aeR™ ,logo %ER* e a<£,portanto, f(—2)>a.

2aeR™ ,logo2a<a ,peloque f(2)<a

Assim, como f(z) <a< f(—z) e f ¢ continua no intervalo
[-2,2], pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir
que 3ce]-2,2[: f(c)=a , isto & que o grifico da fungdo s

interseta a reta de equagdo y=a .

Ficha de teste 4
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1.  Atendendo defini¢do de limite, ndo interessa o que se passa
com os 499 primeiros termos da sucessdo (w, ).
limw, =lim(av,)=alimv, = ax(+»).

ComoaeR™ : limw, =—0.
Resposta: (B)
. . 4-2 4 2 . (4
2. limy, = llm# = llm(2 - zu j = hm(—2 - Zunj =
n n n n
=0-2limu, :0—2(—00):+oo .
Resposta: (D)
3. Tem-se que limg(x) = limh(x) =b*> eseparatodooxeR,
xX—a xX—a
g(x)< f(x)< h(x) . entdo, pelo teorema das fungdes
enquadradas, tem-se que lim /(x)=5". Assim,
xX—a
fim 7 (x) =" = b
lim /() =b" = limf(x) 5 =
Resposta: (D)

4. A proposigdo p ¢ falsa, pois a fungdo g pode, ou ndo, ter
Zeros em ]a , b[ . A proposi¢do ¢ ¢ verdadeira, pois se f ¢
continua em [a,b] e f(a)x f(b)<0, entdof tem pelo
menos um zero em ]a , b[ que ndo pode pertencer ao
dominio da fungdo g .

Resposta: (D)
Pag. 43

5.1.

VneN,OSsinz(na+%jS1<:>

sinz(na+§J |
<VneN, 0L <
3+n 3+n

5.2.

6.1.

6.2.

2. Limites e derivadas

Como lim0=0 e |im =0, pelo teorema das sucessoes

+n

sin’ (na + %j
0

enquadradas tem-se que lim———— =~ =
3+n

15

Seja u - 3n 3 4 3n
" S5+4n 4 4n+S5
15 15
<—X -
16n+20 ~ 16+20 15
15 15 <0
36 16n+20
3 5 3 15 3
7_7< —_—— L —
4 12 4 16n+20 4
Assim:

VneNl 3n <§<:>
3 5+4n 4

S VVnelN, 1 < 3n < 3
3 S5+4n 4

Como lim(%j —0¢ hm(%j — () » pelo teorema das

sucessoes enquadradas, tem-se que lim( 3n j =0
+4n
L1101
W=y —=—=-=1
=il 11
1 1 1 1 1 1 5
V=) —=—+—+—=14+—+—==
=il 120 3! 2 6 3

Portanto, v=ley ==

Seja p(n) acondigdo y <10—i<:>z <10—i
n! 1! n!

*  p(n) verifica-se para n=1:

L1

Zj<10—7@1<9 (verdade)

i=1 L2
. p(n) ¢ hereditaria, isto é:

1 k+1 1 1
VkeN,z <10-—=>—<10-
; k! o il (k+1)!

k k k+1 k+1
Zl<10—i@ l+zl -1+ 1lg

il k! gl Ly 1 k'S
- k+ll _i_,’_ 1 N k+ll - B 1 pois‘
il kU (k+1)0 S (k+1)r"
VkeN,10——+ <10- !
kU (k+1)! (k+1)!
10— 1 1 1

E+(k+1)k!sm_(k+1)k! <

o —k—141<-1< k>1,condicdo universal em | .
Logo, como p (1) é verdadeirae p(n) & hereditaria podemos
concluir, pelo principio de indugdo matemética, que p (n) ¢

universal em N .



n 1 n+11
6.3 =) _-e =YY=
Vn Zl| Vn+1 l'
i=1 b i=1
n+l 1 n 1
Vn+l Vn = o e

1 1 1
"2 e &

i=1 1

1
=W>O,VneN

Portanto, Vn e N. v

> Tn+l

—v, >0 pelo que (v,) ¢ monotona
crescente.

7.1. ParaneN, sin(nz)Sl<:>sin(nz)—n3 <1-n

Como sin(nz) -n*<l-n’e lim(l - n3) =~ , ento, pelo

teorema de comparagio de sucessdes, lim(sin( n? ) - n3) =—0.

1 COS(\/;)

7.2. ParaneN ,—IScos(\/Z)Sla——S Sl .
n n n
. 1 . (1
Por outro lado, [im| —— |=0 € lim| — |=0-
n n
. 1 . (1 cos(v/n
Como hm(—*j:hm(*}o e —isysl,wel\l
n n n n n
pelo teorema das sucessoes enquadradas, lim COS(\/;) -0
n
. . 2x° . 2x
8.1. xlgflwf(x)_xlirgax+cosx_"lgi 4 808X )
X
—o0
1+0
_ _ 1 cosx 1
VxeR ™, -1<cosx<l< VxeR,—< <—
X X X

X—>—0 y X—>—0

R S 1
Como lim —= lim (—f) =0, pelo teorema das fungdes
X

COSXx
=0.

enquadradas, lim
X—>—0 X

8.2. Afungdo s ¢ continua no intervalo ]-oo, 0] pois ¢ definida

pela soma e quociente de duas fungdes continuas (funcdes
polinomiais e fung@o cosseno).
A fungdo f ¢ continua no intervalo ]0, + o] pois ¢ definida

pelo quociente de fungdes continuas (fungdo seno e fungdo

polinomial).
2 2
lim f(x)=lim—= =20 __ 0 _0_,
0 =0 x+cosx  0+cos(0) 0+1 1
sinx Sin(O) 0
I =—=0
rLr{)lf( ) rao x—1 0-1 -1

£(0)=lim £ (x)=

: _ 1 _ 5 iote IIm f(x
Como }Lrgl f(x) }LI}’)I f(x)=f(0), entdlo, existe HUf( )
e como tal a fungdio f ¢ continuaem = .
Portanto, a fungdo f ¢ continua em [ .

9. Afungio s ¢ continua uma vez que ¢ definida pela

composta, produto e diferenga de fungdes continuas em R

10

2. Limites e derivadas

(funcdo cosseno e func¢des polinomiais) .

Logo, f ¢ continuaem [3,4].

n
f(3)—9—2cos(g><3] 9 2cos(2j 9-2x0=9
f(4):9—2c0s(gx4j:9—2cos(2—;j:

= 9—2cos(n—ﬁj =9+ 2COS(EJ =9+ Z(lj =10
3 3 2

Como f(3) <9,5< f(4) € f € continua em [3 ) 4] , entao,
pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir que

Jre]3,4[: f(r)=9,5 . ouseja, que houve um instante entre

as 3 horas e as 4 horas apds a maré baixa em que a
profundidade da dgua do mar a entrada desse porto foi igual a
9,5 metros, como queriamos mostrar.

Ficha para praticar 9

Pég. 44
1.1.

x)=(-x +4x+1) =-3x+4
)=(-

-3x7 + )

1.2. g’(x) :(i —3x2] = —% —6x

X
LY () =)
"(x)=| ———-6x| = —6=
&)=~ -6) -
0+2x 2x 2
ST e ae

L3 p(x)= (2x—1)3], =3(2x -1 (2x-1) =
=3(2x-1)"x2=6(2x~1)" =
=6(4x" —4x+1)=24x" —24x+6

1'(x) = (24x* ~24x+6) =48x-24
N [ x ’_x'(S—x)—x(S—x)'_
IA' ’(x)_(S—x]" (5-x

5—x+x: 5
(5-x)

= (5_x)2 (5_x)2
o[ ]':(5)'(5_")2‘5(“—):)2)'

(5-x)

_ 5-x—x(-1)

(5

r(x+1)
Ls. p%x):(J;IT):§¢;£I:z(J;IT)

1 ] (1)'x2\/m_1x(2\/ﬁ)'_
(2vr+1) .




. 1
_0-1x2(Vr+1) —4§¢;:;j
S 4(x+1) 4(x+1)
1
T 4 )Varl
o (LY _ 1
e r@j—&+x]— u+xy
l+x — 1+x) ]
( l+x l+x -

(u+ﬂu+@j ,
G (
L.7. Sr(x)_(xzxilj_(x})(xz(xi) :

_ 3x* (xz _1)_3‘3(2)‘) _ 3x*-3x7—2x' X' 37

(1+x 2
l+x) (1+x)

2 )

2

) [—15(2x+3)2](x—1)4 ~(-15(2x+ 3)2)[(x—1)“]

(x2 —1) (xz —1)2 - (x2 —1)2

[(x2 - 1)

(-1)

[(4x5 —4x’ 627 + 6x) — (4x° —12x3)]

(x 1)
_ 4x° —10x° + 6x —4x° +12x° B 2x° +6x

EETN )

3 ! 2 !
1.8. t’(x): (2x+3j :3(2x+3j (2x+3j _
x—1 x—1 x—1
2

:3[2;:(1?2[2%(5__12));_3}
- 3(2;_+13j2[(x—_51)2] —1€£2_x1;43)

= +
Wx+4 4(x+4)

L10. /(x)= [3\/;} _3x M

2. Limites e derivadas

(1)

i —15[2(2x+3)(2x+3)')(x—1)“ -

(x-1)
~(-15(2x+ 3)2)(4(x—1)3(x —1)']
(x-1)
—15(2(2x+3)(2)) (x-1)" (-15(2x+3)° ) (4(x-1))
(x=1)’

:(x—1)3 [-15(2(2x+3)(2))(x—1)~(-15(2x+3)")(4) ] i

(x-1)

_ —60(2x+3)(x~1)+60(2x+3)" _

(x—l)5
_60(2x+3)[—(x-1)+(2x+3)]
(x—l)5

(1)

. v'(x):(X\/x+4)’:x'x/x+4+x(\/x+4)' -

=vJx+4+ al
2Nx+4

1 x2xrd—xx(2/xed)

v"(x) = + 5 =

2Wx+4 (2\/F)

2Nx+4 -
1 \/x+4

_2(x+4)+2(x+4)—x

C afxra(x+4)
_2x+8+2x+8-x 3x+16
C d(x+4)Wx+d d(x+4)Vx+4d

1 xx—\/; x—2x

T G
X X
_ -Xx 3
2x2\/— 2xdx

o e (Wfle

(2x\/;)2 4x* x x
2x+Xx

o
4x° 4\/;x3

- 4x2\/;

o




21 f(x)=4-x"; D =R

f(x)= (4x2 - x3)’ =8x—3x
fM(x)= (8x - 3x2)' =8-6x

f”(x):0<:>8—6x:0<:>x:g

4

X —o0 - +00
3

s o -

f U N

O gréfico da fun¢do 7 tem a concavidade voltada para baixo

em }f o+ oo[ e a concavidade voltada para cima em }_oo , i[ .
3

3

SX=——VX=—
3 3
J6 V6
X |- - —_— +o0
3 3
g’ + 0 0 +
g v N U

O grafico de g tem a concavidade voltada para baixo em

}_\/g , \/g{ e voltada para cima em }_oo , _\/g{ eem
3

3 3
I
— 40| -
3
23, h(x)=2x—(2x+3) =2x—(4x’ +12+9)=

=—4x*—10x+9
D, =R

B (x) = (~4x* ~10x+9) = —8x~10

h"(x)=(-8x—10) =8
Como Vx e R, h"(x)< 0, podemos concluir que o grafico de

}, tem a concavidade voltada para baixo (emR ).

4x
; D.=R

1+x* 7 77

2.4. j(x)=

9 :[ 4x j _(40) (1) —dx(1e )

L+x° (1-4—)62)2
4(1+x7) - 4x(2x)
(@)
:4+4x2—8x2 _ 4 -4y
(1+x2)2 (1+x2)2

2. Limites e derivadas

Wi 4 —4%* /_
4 (X)_[(1+XZ)ZJ -

_8x(1+x2)2_(4_4x2)(z(1+x2)(1+x2)’j

i (142) i
8x(1+27) —(4-4x7)(2(1+7)2x) i
(1 + xz)z

) (1+x2)[—8x(1+x2)—(4—4x2)(4x)] )
- (1+2) -
_ 8x—8x'—l6x+16x’ 8x' —24x
B 1+ 27 - 1+x* -

8x° —24x
1+x%

(1 + xz)2

=0 8x —24x=0A1l+x"#0

j”(x)=0<:>
<:>8x(x2—3)=O/\xeR<:>8x(x2—3):0

<:>8x=0vx2—3:0<:>x:0vx:—\/§vx:\/§

X [—o0 _\/§ 0 \/5 +00

7" - 0 + 0 - 0 +

J 8 v 8 v

O grifico de j tem a concavidade voltada para baixo em

J—OO , —\/5[ eem JO ,\/3[ e voltada para cima em ]_\/5 , 0[

eem J\/Eﬁuoo[.
25. p(x)=V1-2" ; D, ={xeR:1-x" 20} =[-1,1]

N e O L I T
P(=(i-x) PN NN
D, =]-1,1]
G BN R i N
() = (=]
. x ( 1- xz)2
__\/:H\/l_xz i
(=) o
—(l—xz)—x2

'

X

—1+x*—x* _ -1

:\/l—xz(l—xz):\/l—xz(l—xz)_\/l—xz(l—xz)

D,.=]-1,1]
Vxe]-1,1[, p"(x) <0, pelo que o graficode p tema

concavidade voltada para baixo (em ]_1 ) 1[ ).

2
X

x4

Dr:{xeR:x2—4>0}=]—oo,—2[u]2,+oo[

2.6. (x)=

12

(4-4x) (17%) - (4~ 4x2)[(1 + 3 )2] i



2. Limites e derivadas

| oy (xz)'m_xz(m)' 2(x=2)(x+1)+(x-2)" =
V(X)Z[\/xz—4j B

= ( x274)2 = =(x 2)[2(x+1)+(x—2)]=
=(x 2)(2x+2+x—2):
N (x _ ) 2% —4— x> 2x =3x(x-2)
= 24 2x'-4 f(x)=0&3x(x-2)=03x=0vx-2=0
x*-4 x*—4
3 Sx=0vx=2
24— EEn X |- 0 2 o0
= Va4 =2x( ’ _4) . f’ T 0 - 0 +
x4 (x4 -4 / U A
2x(x’ —4)=x" 2 —gx—x PL PL |
= (x2 - 4)\/}62 = (xz - 4)\/)62 5 O graficode f tem a concavidade voltada para baixo em
3 N ]0 , 2[ e voltada para cima em ]—oo,o[ eem ]2,+oo[ .
x° —8x x’ —8x

- (x2 —4)\/x2 -4 - (xz _4)%

As abcissas dos pontos de inflexdo sdo x=0 ex=2 .

Ficha para praticar 7

R Pag. 45
" -8 4 2
(x)=| 5| = 4.1. f(x):w;szR
(xz _4)2 3
, . T oo (et -1) a4
(x3 —Sx) (x2 —4)E —(x3 —Sx){(x2 —4)2} f'(x) _(3] _T+4x
) Y ) 4x* ,
((x2 - 4)2j S(x)= [3+4x] =4x" +4
(32 -8)(x* - 4) - —84)(3(?62 4 (e —4)'J wreRs f'(x)>0,peloqueo grificode f tema
= . 2 = concavidade voltada para cima (em R ) e ndo tem pontos de
(xz - 4) inflexdo.
) ) El R 3/, L 4.2. g()c)=(3x+1)5 ;D =R
(3x —8)()6 —4)2—(x —Sx)f(x —4)2 (Zx) ¢
) (¢4 - £ ()= (e 1)) =5(3e 1) (3er1) =
3
(32 ~8) (o — )} —(x* —82)3x( _4)$ =5(3x+1) x3=15(3x+1)*
(x*~4) g'(x) =(15(3x+1)4), - 15[4(3x+1)3(3x+1)'j =
1
(4P (3 -8)(x - 4)-3a(x - 80) | =15(4(3x+1)" x3) =180(3x +1)’
2 3
—4
1 (+=4) g"(x)=0=180(3x+1)' =0 (3x+1) =0
(" —4)2[3x* 1207 —8x” +32-3x" + 24" | 1
= 3 = S3x+l=0x=—
=) 3
1
1
(2 —4)(4x*+32) 4x24 3 S 3™
- 24y - > d - 0|+
—4 g
(x ) (xz —4)2 < = 5
VxeD,, r"(x) > 0, pelo que a concavidade do graficode r ¢ PL
voltada para cima em ]_oo - 2[ eem ]2 ,+oo[, O gréfico de g tem a concavidade voltada para baixo em
f (x):(xfz)z(x+1) ; D, =R }_005_1[ e voltada para cima em :|—l,+oo|: . Tem um
' 3 3
N TS "
/ (x) _[(x 2) (x+l)} ponto de inflexdo de abcissa _1.
’ ’ 3
:[(x72)2:| (x+1)+(x72)2(x+1) = .
, i 43. h(x)=—= i D, ={xeR:¥ -320} =R\{3,3]
=2(x-2)(x=2) (x+1)+(x-2) x1= xXT+3
:2(x—2)><1><(x+1)+(x—2)2: h'(x):( X j _
X' +3

13



_ (x)’(x2 +3)7x(x2 +3)/ _ x2 +37x(2x)
(x2+3) (x2+3)
_x +3- 2x B —x? +3
(x +3 (x

h" B —x? +3
x +3

(= +3) (x* +3) =(- x2+3)((x2+3)2)

’

]

—2x(x +3

x+3)2x+3x+3j

(34

72x(x + 3

)
—x +3)(2 2 +3)( )

(x +34

B (xz + 3)|:—2x(xz + 3)

)
—(—xz + 3)4x}

- (x2 + 3)4
_ -2x° —6x+4x> —12x
(x2 + 3)2

2x*—18x

(x2+3

2x° —18x

(e +3)

h'(x)=0<

<:>2x(x2—9)=0/\(x¢— 3/\x¢\/§)<:>

<:>(2x=0\/x2—9=0)/\(x¢— 3/\x¢x/§)

<S> x=0vx=-3vx=3

=06 2x - 18x=0A(x*-3) 20

X |- -3 0 1 +00
' - 0 + 0 - 0 +
h N v N

P.L P.L P.L

O grafico de 4 tem a concavidade voltada para baixo em
Jeo, =3[ eem ]o,3[ e voltada para cima em ]-3,0[ eem

]3 ,+ oo[ . Tem trés pontos de inflexdo, de abcissas —3,0 € 3.

4.4.

j(x):\/x2 —-2x-3

DI.={xeR:x2—2x—320}:]—oo,—l]u[3,+oo[

7o) = =2x3) - i%zil -

B 2x—2
Wi —2x-3

_ x—1
\/x2 -2x-3

x—1

o= ) -

(x—l)'(\/x2 —2x—3)—(x—1)(\/x2 —2x—3)

’

(\/x2 —2x—3)2

14

2. Limites e derivadas

\/m(xl)[
x> —2x-3
(\/x2 —2x—3)2 —(x—l)2

_ \/x2—2x—3

x> =2x-3

B )62—2)6—3—()6—1)2 _ x*=2x—-3-x*+2x-1 _

VP -20-3(x~2x-3) Vx¥-2x-3(x*~2x-3)
-4

:\/xz—Zx—S(xz—Zx—3)

x-1
\/x22x3]_

Como, Vx e |-, -1[U]3,+o[, j"(x) <0, 0 graficode j
tem a concavidade voltada para baixo em ]-oo , 1] ¢em
J3., + o[ - Néo tem pontos de inflexao.

5.1. Seja xe ]—oo S 2[ .

f"(x) = (x4 —2x7 + 4), =4x* —6x* ©

f”(x)=(4x3—6x2)/ =12x" —12x "

F7(x)=0Ax<2e12x —12x=0Ax <2
S 12x(x-1)=0Ax<2

o (12x=0vx-1=0)Ax<2

e (x=0vx=1)ax<2

<Sx=0vx=1

X —0 0 1 2
" + 0 - 0 +
f N

P.IL P.IL

O graficode f tem a concavidade voltada para baixo em
]0,1[ e voltada para cima em ]-co, o[ eem |1, 2] .

Tem dois pontos de inflexdo de abcissas 0 e 1.
Para x e ]5 , 6[ , tem-se:

f,(x):(ﬁsj’ :(x+5)’(x_z)_(x+5)(x_z)' _

x=2 ()6—2)2

5.2.

_x-2-(x+5) 7
(r-2)  (x-2)

Como s’ € continua no seu dominio (por se tratar de uma

fungo racional), também ¢ continua em [5, 6].

Por outro lado, tem-se:

’ — _7 —_z

f (5)— (5_2)2 =73 0,78
e =11

f'(6)= (6—2)2 BT 0,44

Como s’ € continua em [5 , 6] e f'(S) < _1 < f’(6) , pelo
2
Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir que a equagao

f’( x) _ _% tem, pelo menos, uma solugdo em 15, 6] -



6.1. |2 lj/:Z—l
r=(2eet) 2L

D,.=D,=D, =R’
f"(x):OAxeR*@2—%:0/\xeR+©

2x* -1
=

2
X

=0ArxeR' <

<:>(2x2—1=0/\x2¢0)/\xe]R+<:>
2 1 + 2 1 +
= :EAx;tO AxeR" < x :EAXER =

@(xz—ﬁv \/5] \/5

x=— |AxeR" S x=—

2 2 2
X 0 ﬁ +00
2
I - (o
f )
P.L
O graficode f tem a concavidade voltada para baixo em

0, Q e voltada para cima em Q ,+oo| -

2 2

V2

Tem um ponto de inflexdo de abcissa -

6.2. Vamos recorrer a uma tabela para estudar o sinal de " e

variagdo de .

X 0 ﬁ +00
2
[’ - 0 +
/! N /
Min.
(V2) (N2) 1 2 = 22
f{z]—2(2]+ﬁ—ﬁ+ﬁ—ﬁ+2_2\/§
2

A fungédo freé estritamente decrescente em }0 , \/E} eé
2

2

estritamente crescente em I: ,+oo| - Tem um minimo
2

relativo igual a 24/2 para x :g .

Ficha para praticar 7

Pég. 46

3
7.1. f()c)=x?—2xz—5x+l

Z;Df:R

3 ’
f’(x)z();—sz—Sx-r;] =x"—4x-5
f”(x):(x274x75)’ =2x-4

P00 x50 NI )

Sx=5vx=-1

15

7.2.

7.3.

2. Limites e derivadas

Por outro lado, temos que:
f'(5)=2x5-4=6¢ ["(-1)=2x(-1)-4=-6.
Como f"(5)>0, f temum minimo local em 5 ¢ como

f"(-1)<0, f temum méximo localem _j.

g()c):Z)c’?Jr()xz+5x+n2 ; Dg:R

g'(x)=(2x3 +6x° +5x+7t2)' =6x"+12x+5

g"(x)=(6x" +12x+5)=12x+12

' —12+4/12% =
g () =0 622 +12x -5 =0 y= 12 EVIZ Z4%6x3
2%x6
-12++/24 -1222V6
X= Sx=
12 2
—6+/6
= X= 5

Por outro lado:

g”(—6+\/g]:12[—6-;\/g]+12:2(_6+J€)+12

6

=-12+2J6 +12=26
g”(_6_\/g]ZIZ(_6;\/E]+12=2(—6—\/€)+12

=-12-26+12=-26

6

”[—6+x/3
g

] >(,afun¢do g tem um minimo local em

—6+/6 e como g”(wj <0,afungdo g temum
6 6

maximo local em —6- \/g .
6

_x2+4

h(x)
h,(x):[xz +4]’ (¢ +4) x— (" +4)

2
X X

3D, =R\{0}

C(20)x—(F+4) -4 -4

2x(x2)—(x2 - 4)(2x)

2 -2x'+8x 8
= 7 ==~
X X X

2
—4
H(x)=0o =0 —4=0Ax 20
X

S(x==2vx=2)Ax#0 oy 2yy=2

Por outro lado:

8 8 8 8

7:7:—1 " ==——=
T TR

Como j"(-2)<0,afungdo 4 temum maximo local em —2

w(-2) =

ecomo /"(2)>0,afun¢do 5 tem um minimo local em 2.



7.4.

8.1.

8.2.

f(x)=v2x-4+6-x ;

D/.={xeR:2x—420}=[2,+oo[

j’(x):(m-iﬁ—x)':gzxi%—l:

2 1
= | =—=—=—-1
2N2x -4 N2x—-4

D/-r=]2,+oo[
(1 ’_1’xJ2x—4—1x(J2x_4)'
=
oL
o N2x-4_ 1
2x -4 \/2x—4(2x—4)
D,-n=]2,+oo[
Vax-4 J2x—4

S1-V2x-4=0A2x-4 20

SA2x—4=1Ax#2
<:>2x—4:1/\x¢2©x=%

1 1

a5
j(5j=— - 1><l:_1
z(éj_4 z(é)_zt
2 2
. 5
Dado que D; =[2,+ [ e j(x)>0 para xe}z,g[ temos

. 5 L .
que J € crescente em [2 s E} . Assim, / tem um minimo

relativo para x=2.

Como j"(éj <0, j temum maximo um local i .
2

2
oo (1Y rsx)-10+x)  0-1 1
f(x)_(mJ‘ (1+x)  (1+x)  (1+x)
Cr(1+x) —(=1)((1+x))
f,,(x):[_ IJ s (0]
(1+x) ((1+2))
_0+2(1+x)(1+%)
(1+x)4
_2(l+x) 2
(1+x)4 (1+x)3
Vg (e L2 :_(1+x)+ 2
f() f() (1+x)2 (1+x)3 (1+x)3 (1+)c)3
_—(1+x)+2: 1-x
(1+x) (1+x)3
Seja p(n) a condigdo: f(")(x) _ ((113:)1'1 , para todo o
xeR\{—l}.

16

2. Limites e derivadas

* Provemos que p (1) ¢ uma proposi¢do verdadeira:

-1)' %11 -1

O ()2 £(x)2 _ ’
SRx)=1() (1+x)2 (1+x)2

* Provemos que p (n) traduz uma propriedade hereditaria:

‘v’xe]R\{—l}

f‘”)(x)=m,v)cem\{-o}:>

i —(n + 1)(1 + x)”

|:(1+x)n+l:|2
o (o ()~ x)”
7=y x E
o FON () (1Y x (1) (n+1)!
)= () e
1) =) e

Logo, VneN, p(n): p(n+l)

Portanto, podemos concluir que:

f(")(x): (_1) n VxeR\{—l},VneN

(1+ x)"+l ’
Pois:
o1s p(l) /\|:p(k):k>p(k + 1)}:p>p(n), VneN
A fung¢do g ¢ uma funcéo polinomial de grau 3, portanto,

continuaem R .
g(-1)=3 ¢extremo relativode g , pelo que g'(-1)=0 e,

por outro lado, o grafico de g tem um ponto de inflexdo de

abcissax =2 , pelo que g"(z) =0.
g'(x) = (ax3 +x>+bx+ c)’ =3ax’ +2x+b

g'(x)= (3axz +2x+ b)’ =6ax+2

g(-1)=3  [a(=1) +(-1) +b(-1)+c=3
g'(-1)=013a(-1)" +2(-1)+b=0 =
g'(2)=0  |6a(2)+2=0
1
—[—g]+1—b+c=3
—a+1-b+c=3
&1<3a-2+b=0 < 3(—%]—2+b:0 =
12a=-2
1
a=—
6
—+1-b+c=3 l+1—§+c=3 C:E
2 3
= b=é = b:é = b:é
2 2 2
1 1 1
a=—— a=-—— a=-—
6 6 6
Portanto, a:_jbzé e C:B .
2 3



4
10.1. h(x):2x+; : D, =R\ {0}

4Y 4 20-4
h/ = 2 —_ :2——:
(X) ( X+Xj XZ xZ

h'(x)=0©2x2—4=0/\x¢0<3x2=2/\x¢0

S x=— 2vx:x/§

X |- -2 0 2 +00
Al o+ o] - — o +
h / N N /

Max. Min.

A fungio £ € estritamente crescente em :|—oo ,— 2 } eem
[\/E ,+ oo[ e ¢ estritamente decrescente em [—ﬁ , 0[ eem
o 2]

h(—\/z ) = —4/2 ¢ um méximo relativo e h(\/z ) =42 éum
minimo relativos de /.

Como Xlir{}ch(x) =—%e Xliﬂa@h(x) =19 ) ndotem

extremos absolutos.

10.2. Uma equagdo da reta tangente ao grafico de # no ponto de

abcissa x =—1 ¢é:

y=h(=1) =K (=1)(x~(-1)

y—(—6):—2(x+1)<:>y+6:—2x—2<:>y:—2x—8
y=-2x-8 ¢ a equacdo pedida.
D, =R\{0} ¢ D, =R\ {0}

, 2 —4) 8
)= 254] 2

10.3.

X x
h”(x) >0,Vxe ]O L+ oo[ e h"(x) <0,Vxe ]—oo ) O[

O grafico de 4 tem a concavidade voltada para baixo em
-0, 0] e voltada para cima em ]0, + o[ .

O grafico de /& ndo tem pontos de inflexao.

Pag. 47
. Tem-se que o declive dareta r ¢ f'(2) .

Como f’( 2) = 224 " :? , vem que areta ; tem uma equacao
+

da forma y = ﬂx +b.Como f(2)=5,o0 ponto de tangéncia
5

¢ o ponto de coordenadas (2,5).

5:ﬂ><2+b<:>5:§+b<:>5—§:b<:>b:1—7
5 5 5 5

~ .. 4 17

Uma equagdo da reta - ¢, assim, y=gx+? .

Como o ponto P pertence areta , e tem ordenada nula, a sua

17

2. Limites e derivadas

abcissa ¢ a soluc@o da equagdo () = 4 X+ 17 .
5 5
Ozix+£<:>0=4x+l7<:>x:—H .
5 5 4
. . 17 x 17
Aabcissade P € —— e as suas coordenadas sdo | —— (|-
4
O raio da circunferéncia ¢ iguala 4 (O, P),sendo O a
. . 17| 17
origem do referencial, logo, = d(O , p) =|l-—L|="" ¢,
consequentemente, ;2 = 289 .
16
Assim, uma equagdo da circunferéncia de centro P e que passa
2
pela origem do referencial é: | y 17 +)t = 289
4 16
11.2. f'(x)= * p.-r
X2 +1 4
(A )4 ) o-aga)
f (x) |2 1 = ) 2 VAN 2 =
X+ (x + 1) (x + 1)
. —8x
(xz + 1)2
F1(x) =00 ——2 _ge8x=0a(x*+1) #0

(x2 +1)

< x=0AxeR & x=0, f" tem um Unico zero, €

x=0-
X |- 0 +00
f" + 0 -
f ) N
P.IL

O graficode f tem a concavidade voltada para cima em
], 0 e voltada para baixo em 0, + oof . Tem um ponto de

inflexdo de abcissax =0 .

12.1. O dominio de g é R , pelo que pode existir assintota nio
vertical do grafico de ¢ quando x — —o0 OU x — +00.

*Quando y — —o0:

4 4
o 2
rurtc N () B N
m=lim —— = lim =lim =
X—>—0 X X—>—00 X X—>—00 X
—-X. /1 + iz 4
= lim ——* = lim [1+— =—/1+0=-1
X—>—0 X X—>—00 X

(s0-=)

bleirg[x/m”} _
(a2 (73—

= lim =
o NI

()

¥ +d-x

= llm = hm =
ey 44 —x et 44 —x
. 4
= lim =
o x4 —x
4 4



2. Limites e derivadas

Portanto, a reta de equagdo y =—x ¢ uma assintota do h ¢é continua no ponto x =0 .
graficode g , quando x —» —oo. Dado que & ¢ continuaem R~ eem R* por ser ai definida
*Quando x — 40 : por fungdes polinomiais, podemos concluir que # ¢ continua
[5 em R .
2x+4)x* = .
m= lim (2x+4)x7 = lim (2x+4)x =+ 13.2. Para x#0:
e X e W () = 3x*-6x-9 sex>0
Como m ¢ R, podemos concluir que o grafico de g ndo (x) T oy sex<0

tem assintota ndo vertical, quando y — +oo0 . ,
. ; .q ; , K (x)=0>(3x" =6x-9=0Ax>0)v(2x+2=0Ax<0) <=
A tinica assintota ndo vertical do grafico de g ¢ aretade

3 ++/
equacdo y=—x. <:>[x:6_ 32+108AX>0]VX=—1<:>
12.2. D, =R
8
S x=3vx=-1
Para y <: < > I 0 3 o
/ ' (xz + 4)' 2x x " - 0 + - 0 +
g'(x :( x4 4) = = =
) Wet+d 2 +4 P44 Al > | | 2] | x| | 7
. Min. Max. Min.
g’(x) =0< m =0 x=0AVr +420c A fungdo & & estritamente decrescente em |-, —1] e em
X
Sx=0AxeR<e x=0 [0,3] e estritamente crescente em [—1,0] eem [3, + o[
Recorrendo a uma tabela para estudar o e sinal de g’ e a variagdo (atendeu-se ao facto de / ser continuaem x=0).
de g A fungdo / admite minimos relativos para x=—1 ¢ x=3 ¢
- 0 um maximo relativo para x =0.
g - 0 133. —g(-4)=—(16-8+2)=-10
g N\ 2
i h(1)=1-3-9+2=-9 ; h(2)=8-12-18+2=-20
A fungo g ¢ estritamente decrescente em R, - -20<-10<-9
12.3. Para > - Como h ¢écontinuaem [1,2] ¢ h(2)<—-g(—4)<h(1),
g(x)=(2x-4)x" & g(x)=2x" - 4x’ podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, que
dxe ]1 , 2[ : h(x) = —g(—4)
g (x)=(2x3—4x2) =6x" —8x 13.4. Para x#0 :
' 6x—-2 sex>0
"(x)=(6x*—8x) =12x-8 n'(x)=
g ) ( ) ( ) {2 sex<0
Zerosde g : l2x—8:0©x:g F"(x)=0=6x-6=0Ax>0 <x=1
X —00 0 1 +00
Recorrendo a uma tabela para estudar o sinal de g" €o sentido n ¥ ~ 0 n
de concavidade do grafico de g : i O . O
« | o 2 o Pl Pl
3 O grafico de & tem a concavidade voltada para cima em
g _ 0 Al ], 0[ eem ]I, + [ e voltada para baixo em 0, 1[ .
g A P Os pontos de abcissas 0 e 1 sdo pontos de inflexdo.
O grifico de g tem a concavidade voltada para baixo em Ficha para praticar 10
2 Jtad . 2 T q Pag. 48
= t = . t
}0,3[evo ada para cima em L,_,_oo[ em um ponto de 11, p(2):5(2)2+40(2)<:>p(2):100 e
2
inflexdo de abcissa y _2. p(6)=5(6)" +40(6) = p(6)=420
Velocidade média em
13. f(x)=x"-3x"-9x+2 ; g(x)=x"+2x+2 2.6 p(6)-p(2) _420-100 320 _50
¥ =3x"-9x+2 sex>0 6__2 _ 4 4 _
h(x) =1, Portanto, a velocidade média da particula entre os instantes
X +2x+2 sex <0 t=2set=6s foiiguala80 m/s.
. o 2 B
13.1. EH{,I h(x) - }L‘E} (x +2x+ 2) =2 1.2. A velocidade da particula no instante t =6s ¢igual a
lim A (x) = lim (x* = 3x> —9x+2) =2 = (0 p'(6)-
fig () =l (@ =327 =9 +2) =2 =h(0) ,
. . . ’ _ 2 _
Como lim (x) = lim /(x) = (0) , existe limA(x) pelo que p/(t)=(5¢ +40¢) =10t +40

18



1.3.

2.1.

2.2.

2.3.

3.1.

3.2

p'(6) =10x6+40=100

A velocidade da particula no instante ¢ = 6 s foiigual a

100 m/s -

A velocidade da particula no instante s ¢ dada por
p'(t)=101+40.

Como p’(t) ¢ estritamente crescente, o seu valor maximo no
intervalo [0 , 12] éigual a p’(12) , isto &,

p’(12) =10x12+40=160 .

Logo, a velocidade maxima que atingiu foi de 160 m/s -

Tem-se que d(0)=3x0"+18x0-8<d(0)=-8
¢ d(4)=3x4>+18x4-8 > d(4)=112 . Assim, vem:
Velocidade média em [0 , 4] =
_d(4)—d(0)_112—(—8)_@
4-0 4 4

Portanto, a velocidade média do ponto P nos quatro primeiros
segundos foi de 30 cm/s -

=30

A velocidade do ponto P no instante =3 s ¢éigual a
d'(3).

d'(1)= (36 +18:-8) =61 +18

d'(3)=6x3+18=36

A velocidade do ponto p no instante ; = 3 g foide 3¢ cmy/s -
A velocidade do ponto P no instante ¢ ¢ dada por
d'(r)=61+18.

Como d’(t) ¢ estritamente crescente, o seu valor maximo no
intervalo [0,10] € d'(10)=6x10+18=78.

Portanto, a velocidade maxima do ponto P foi 78 cm/s e foi
atingida no instante =10's .
A aceleraggo da particula no instante z éigual a ¢ ”(t) .

d”( t) = (6t + 18), =6, significa que a aceleragdo ¢ constante ¢
igual a g ¢m/s2 - Este é o valor da aceleragdo no instante
t=10s.

A velocidade da particula no instante ; ¢ dada por p’(t) .

P(1)=(0,60+1*) =18 + 2
A aceleragdo média da particula entre os instantes ; —) g €

t =4 g €édadapor:
"(4)-p' 1,8x4* +2x4)—(1,8x2*+2x2
P/(4)-p'(2) (184 +2x4)—(1,8x2*+2x ):12,8
4-2 2
Portanto, a aceleracio pedida € igual a 12,8 m/s? .

A aceleragdo da particula no instante ¢ ¢ dada por
p'(t)= (1,8t2 + 2;)’ =3,6¢+2 . Por outro lado, a aceleragdo
da particula no instante #=1s ¢ igual a p"(l), isto €,

5,6 m/s* -

4.1.

Pag. 49
da(t)= (—4,9r2 +39,2¢ + 800)' =-9,8¢+39,2

4.2,

4.3.

5.

2. Limites e derivadas

(1) =06 -9,8+39,2=0 > 1 =2 1 =4
9,8

a'(t)=(-9,8:+39,2) =-9,8

A fungdo @ ¢é duas vezes diferenciavel e como a’(4) =0 e
a"(4) <0,afuncdo g é maximapara ; =4 g .
a(4)=-4,9x 4% +39,2x 4 +800 = 878,4

O projétil atingiu a altura maxima de 878,4 metros aos ¢ =4s .

a(0)=-4,9% 0% +39,2x 0 +800 =800 ¢
a(4)=—4,9x4"+39,2x4+800=878,4.
Velocidade média em [() , 4] =
_a(4)-a(0) 878,4-800 78,4
4-0 4 4

Portanto, a velocidade média do projétil nos primeiros quatro
segundos foi de 19,6 m/s -

=19,6

O instante em que o projétil atingiu o solo ¢ a solucéo
positiva da equagao
a(t)=0< —4,9° +39,21+800=0 <

| —39,2+,[39,2" —4(-4,9) 800

t
< 2(-4,9)
. -39,24/17216,64
-9,8

< t~-9,389v~17,389
A velocidade no instante ; ¢ dada por:

a'(£) = (~4,9¢ +39,2¢ +800) =-9,8:+39,2

A velocidade pedida é:
a'(17,389) ~ -9,8x17,389 +39,2 ~ ~131,212

A velocidade no instante em que o projétil atingiu o solo foi de
—131cm/s -

« D, =R\{l} A fungo £ ¢ continua no seu dominio
pois ¢  definida por uma fung¢@o racional.
A fungdo f ndo ¢ par nem ¢ impar, pois

leD, A-1eD,

e Como f & continua, apenas a reta de equagdo x =1
pode ser assintota vertical do grafico de f .

2

li ()=l =g
2

lim £ (x) = lim = = - = 0

x—=1"

SrxTt 0 -

A reta de equagdo x =1 ¢ assintota vertical, ao

grafico de f . Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b) :
o) X

/(x) [f) x—1 X’ X’

= lim =lim —=1
X—>+00 x p— x X—>+0 X

m= lim
X—>+0 x x

(c0—0) x2
b=1 x| = lim|—-1|=
xig[f(x) x] XLIEO|:X —1 :|

2 2 2
ox =x(x-1 L oxX=x+x
:llm#zhmiz
X+ x—1 X+ x—1
. X . X
=lim —=1lim—=1

x40 x — ] x40 x



1imLx):le lim(f(x)—x):l A reta de equacio

X——0
X0y

y=x+1 ¢ assintota do grafico de /', em x> —® ¢ em
X —> 400 |

2
. f(x):o@x—lz()@xZ:oAx—l;to
.

Sx=0Axz1lx=0
A fungdo f emum so zero,que é x=0.

. , . X2 /_(xz)'(x—l)—xz(x—l)’_
O P e
2x(x—1)—x2:2x2—2x—x2:x2—2x

EETHF

X2 —2x

Zetosde /' f (x)=0& o) 0
@xz—2x=0/\(x—1)2¢0@
Sx(x-2)=0rx#le
<:>(x=0vx=2)/\x;t1<:>
Sx=0vx=2

X |—o 0 1 > =

£l o] - = o +

| - 0 N\ N 4

Max. Min.

A fungdio f ¢ estritamente crescente em ]—00 > 0] € em
[2,+] e ¢ estritamente decrescente em [0.1] ¢ em

]1 > 2] . Tem um maximo relativo igual a 0 para x=0 e

um minimo relativo igual a4 para x=2.

. "(x) = X’ =2x ,:
e ((mf]
_ (x2—Zx)l(x—l)z—(x2—2x)((x—1)2) _

[t
(2x-2)(x—1) = (x* -zx)(z(x-l)(x-l)')

’

(x-1)’
(2)(—2)()(—1)2()«:2 —Zx)(x—l) _
(-1
_ (x— 1)|:(2x— 2)(x—1)—(x2 —2x)} _
(1)

_2x2—2x—2x+2—2x2+4x_

(1)

fll _ +

f N U

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em
]-©.1[ e voltada para cima em |l,+%[ . Ndo tem

pontos de inflexdo.

2. Limites e derivadas

. g(x)=\/x2—x—2

6. - D, = {x eR:x'—x-2> O} = Calculo auxiliar:
=]—oo,—l]u[2,+oo[ X —x-2=0<
* Afungldo g ¢ continua no seu PR 1+y1-4(-2)
5
dominio por ser definida pela -
. ~ Sx=2vx=-1
raiz quadrada de uma fungéo R A
polinomial.
-1 — 2
*  Zeros

f(x)=0<:> ¥ -x-2=0

Sx=-lvx=2
Pontos de intersecdo com o €ixo Oy :

(-1.0) ¢ (2.0).
O grifico de & ndo interseta o eixo Oy porque 0 €D,
* Afungio g ¢ continua.
O grafico de g ndo tem assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais do grafico (y =mx+ b) :

Quando x — +o©
x? [1 L ij
x X

X
X. {1—1—%
= lim X X

X>+% X

xz—x—2[z)

= lim
= lim

X a X400
1 2
S
X X
X—>+0 x

= lim 1—1—%:\/1—0—():1

X—>+0 X X

(s0-20)
b= lim (\/xz—x—Z—x) =

X—>+0

e e

= lim =
X—+0 \/xz —X—2+X

.oxP-x-2-x* . -x-2
= lim = lim

X>+0 /x2_x_2+x X—>+0 lxz_x_z_'_x

m= lim

X400

12
= lim x 7170 1
Hm\/ 1 1 Ji-0-0+1 2
1-——— +1
X X

Portanto a reta de equagdo j = x—l ¢ assintota ao
2

graficode g em +oo .

Quando x = —©

o

Nt

m= lim =

x—>—0 X -
1 2
= lim ‘x‘ 1_;_?

x——0 X

im- 1oL 2
x>0 X X

= lim

X—>—0

/ 1 2
N | P
x X _
x

20



(e0=20)
b= 1ir{1‘|:\/x2 -x-2 +x:| =
(\/x27x72 +x)(\/x27x72 7x)

= lim
A \/xz—x—2—x
. oxP-x-2-x*
= lim ————=
X—>—0 (xz_x_z_x
. -x-2
= lim =
xX—>—0 1 2
X, [l-—=—-x
X x

Portanto, a reta de equagdo y:7x+l ¢ assintota ao
2

graficode g em—.
D, =0, ~1]U[2,+]

(W -x-2) 2x-1
g'(x :(\/x27x72) = =
() 2\/x27x72 2\/x27x72
2x—1
gx)=0o—F———=0
( ) 2WxP—x-2

©2x-1=0AxeD,

@x:leeD, & x e @, logo g’ ndo tem zeros.
b :

X |—o0 -1 2 +00
g - +
g N 0 0 /
Min. Min.

A fungdo g ¢ estritamente decrescente em |—co, 1] e ¢
estritamente crescente em [2, + oo[ . Tem um minimo

relativo ignalaO para x=—1e x=2.
Dy =0, —1[U]2,+]

;)

2
20x" —x—

2x -1

¢
~(2x-1) (2 —x—2) - (2x-1)(2V% -x-2)
(2 x27x72)2
22 —x-2)-(2x- 1)( zjzx_xlzJ
4(x27x72)
. 4(\/m)2 ~(2x-1)
4P -x-2(x* ~x-2)

(x -x- 2) (4x2—4x+1)_
4\/x -x- Z(XZ—X—Z) -

4\/x —x—Z(x —x—2)

pelo que Vx e ], —1[U]2, +0o[ . g"(x)<0.

21

2. Limites e derivadas

Assim, o grafico g tem a concavidade voltada para
baixo em ]-oo,—1[ ¢ em ]2, +co[ . Ndo tem pontos de

inflexdo.

7.1.

7.2.

Pag. 50
Zeros:

f/(x):0<:>x4+x276:0<:>
<:>(x2)2+x2—6=0<:>

, 11424
=<

<S> X =
2

oxX=-"3vy'=2<
Sx=— 2vx:x/§
Intervalos de monotonia e extremos:
f’(x)=(x4 +x2—6)' =4x’ +2x
f1(x)=0c4x" +2x =0 2x(2x° +1) =0 <
<:>2x=0v2x2+1=0<3x=0vx2=—%<3

Sx=0vyxedeox=0

X [—o0 0 +00
f - 0 +
S N —6 /
Min.

A fungdo f ¢ estritamente decrescente em ]-o0,0] € ¢
estritamente crescente em [0, + oo -

Tem um minimo absoluto que ¢ £ (0) =—6.

Sentido da concavidade do grafico e pontos de inflexdo
£1(x)=(4x +2x) =124 +2

A fungdo ¢ ndo tem zeros pois Vx e R,12x* +2>0

Portanto, o grafico de f tem a concavidade voltada para

cima em R endo tem pontos de inflexdo.
Esbogo do grafico
21
= [76 ,+ oo[

D/»:{xeR:2+x2¢0}:R e a fun¢do é continua.

f nio tem zeros
Assintotas verticais
O grafico de f ndo tem assintotas verticais pois f €
continua em TR .
Assintotas ndo verticais

. . 2 2 . 2
hmf(x)zhm zz—zoehmf(x):—zo
x>+ X—>+00 2 +x +00 x—>—0 400

Portanto, a reta de equagdo j = () ¢ assintota ao grafico de

f,em X —> 400 €€Mm x — —o0 .



Intervalos de monotonia e extremos

f'(x)=( ) ] 2(2+27)-2(2+x)

2+x° (2+x2)2
_0-2(2x)  4x
(2+x2)2 (2+x2)
f(x)=0s (2;4:2)2 =0 4x=0A(2+x) 20
< x=0
x —00 0 +00
f' + 0 —
S / 1 N
Méx.

A fungdo f ¢ estritamente crescente em |-o0, 0] € ¢
estritamente decrescente em [0 ,+ oo[ . Tem méaximo

absoluto igual a O para x=1.
Sentido da concavidade do grafico de f e pontos de

inflexdo

’

()= —2 ] -
L(Z + xz)
(<dx) (2+2) 7(74x)((2+x2)2),

((2+2))
~4(2+x) +4x(2(2+x2)(2 +x2)'j

(2 +x2)4
~4(242) + 4x(2(2+2%)(2x))
(2+x2)4

—4(2+x2)2 +162° (24 2°)

B (2+x) B

) (2+x2)(—4(2+x2)+16x2)

B (2++) B

(2+27)(-8—4x"+16x") 1242 -3

(2+x7) (2+2)

(122’“2 2_)83 =012x*-8=04(2+x") 20
+X

2 Jo Y6

= :§/\xeR®x:——

f"(x)=0=

3 3
X —0 \/g \/8
3 3
Vi + 0 - 0 +
f U N
P.IL P.I

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em

}_oo , _ng: e em }\/E ,+ OOI: e voltada para baixo em
3 3

7.3.

2. Limites e derivadas

5
RRC

{. Tem dois pontos de inflexdo de abcissas
3

RO
3 3
Esbogo do grafico
y
1 r
1 X /
—1to| 11 X
ARG
3 3
Dy =]o.1]

D, ={xeR:2+x#0}=R\{-2} ¢ f & continua.

Zeros
fx)=0e2 0
2+x
<:>2—x=0/\xeDf<:>

ox=2
Assintotas verticais
Como a fungdo ¢ continua no seu dominio, apenas a reta
de equacdo x =—2 podera ser assintota vertical do grafico
de f.

2-x 4

lim f(x)= lim =— =400
x~>—2*f( ) -2 2+4+x 0
2-x 4

= —0

li =1 =—=
Jim f(x)= lim ——— ==

A reta de equagdo x =—2 ¢ atnica assintota vertical ao
graficode f .
Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b)

Quando x — 40 ;

B =2
m=tim 0D i 2y 20X = lim — =
Xt x xo>t0 x x—>+uox(2+x) x40 x
=lim;1=0
x>t x
2—x —-X
— 5 ~0x) = li = lim X -1
b= lim (f (x)~0x)= lim 2= lim —
Quando x = —© ;
m=tim 232 = g

x—o-o  x xo-o x

b=lim f(x)= lim —=—1
X—>—%0 X—>—0 X
Logo, a reta de equagdo y =—1 ¢ assintoa ao grafico de f

em +00 eem —o0 .,
Intervalos de monotonia e extremos

f,(x)_(z_x)' (2-x) (2+x)-(2-x)(2+x)

2+x (2+x)2
:—(2+x)—(2—x):—2—x—2+x: -4
(2+x)2 (2+x)2 (2+x)2

VxeR\{-2}, f'(x)<0 , pelo que a fungio f ¢

estritamente decrescente em |-, —2[ ¢ em |-2,+o0[ .

Nao tem extremos.



74.

Sentido das concavidades do grafico de f e pontos de
inflexdo

f%ﬂ=[

o J e e (S
(2+)° ((2+x))

0+4(2(2+x)(2+x)'j C8(2+x) s
(2+x)" S (2+x) (2+x)
Tem-se que: f"(x)<0 em J-0,=2[ ¢ f"(x)>0 em

]—2 s +°0[, portanto, o grafico de f tem a concavidade

voltada para baixo em ]*00 >~ 2[ e voltada para cima em
]-2 . + o[ . Nao tem pontos de inflexdo.

Esbogo do grafico de f

A

D =R\{-1}

D

,={xeR:1+x’ %0} =R

Jf ¢é continnua
A fungdo f ¢ impar, pois:

. 3 4(—x) oA A
f( x)_1+(_x)2_1+x2_ 1+x2_ f(x),
VxeD,

Zeros

f(x)=0<:>4x=0/\xeDf<3x=0

Assintotas ndo verticais:

lim f(x)=fim % Zim P o im 2= 2o
X—>+00 x40 | 4 x x40 X x>t x +00
4x [2) 4
li =1 = =— =90
Jim f(x)= lim —— = =—

A reta de equagdo y =0 ¢ assintota horizontal ao grafico
de f querem +o querem —©.
Intervalos de monotonia e extremos

00 :( 4x ) (4 (142 —dx(1+ ¥)

Ly (1+2)
() -4x(20) 4442’ o8 4-dx
(1+xz)2 (1+x2)2 (l-i—xz)2
7(x)=0e LS PR =0A(1+x*) 205
(1+x2)

oxl=laAxeRex=-1vx=1

X |—o0 =] 1 +00

f - 0 + 0 -

S N -2 2 N
Min. Max

23

f'(x)=0=

2. Limites e derivadas

A fungio f ¢ estritamente decrescente em ]—00 . 1] eem

4x1 4

1+ 2

[1.+00[ e ¢ estritamente crescente em [~1,1]. Tem um
minimo absoluto que ¢ f (—1)=-2 ¢ um méximo absoluto

queé f(1)=
Sentido da concavidade do grafico de f e pontos de
inflexdo

) 4— 4%
! (X)Z[W)ZJ :
(474qu1+xqz7(474f)«1+xqj
()
_g41+xqz_(4_4xq(z@+xex1+xqj
)

(1+x2 ¥

’

—8x(1 +x )

—(4=27)(2(1+ x7)(2%)) _
(1+x2)4
(4 4x* )4x(1+x2)
(1+x2)4
(14 27)(—8x(14+x) (4 — 427 ) 4x) _
(1+x2)4
_ —8x—8x’ —16x+16x°
(1+xz)3
8x’ —24x
(1+xz)3

<:>8x3—24x:0/\(1+x2)3¢0

—Sx(l +x )

8x® —24x

(e

=0

<:>8x(x2—3)=0/\xe]R<:>8x=va2—3=0
Sx=0vx=— 3vx=\/§

x |- -3 0 NE) +o0

/- 0 + 0 - 0 +

f N v N
P.I P.I PI
O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em

J_ﬁ , 0[ eem J\/g s +00[ e voltada pra

J—OO , \/5[ eem JO , \/g[ . Tem trés pontos de inflexdo de

baixo em

abcissas y=—/3, x=0 ¢ x:ﬁ.
Esbogo do grafico de f :




75. o Df:{xeR:xz—I;tO} = R\{~1,1} e f ¢ continua.
*  Zeros
f(x)Z 2x71=0
Sx=0

*  Assintotas verticais
Como a fungdo f ¢ continua no seu dominio, s as retas
de equagdes x =—1 e x =1 poderdo ser assintotas verticais.

X 1
S )=y g e
X 1
/=i
-1
R
llmf( )—hm ol :;lz—oo

R e N
As retas de equagdes x=—1 ¢ x=1 sdo assintotas ao
graficode f .

» Assintotas ndo verticais

g

x—>-1"

X X 1 1
lim f(x)= lim =lm-—==lm—=—=0
xafoof( ) X——0 XZ +1 X—>—0 xZ x>—0 X —o0
1
lim f(x)= lim =—2=0
xa+oo‘f( ) X400 X2 +1 400

A reta de equagdo y =0 ¢ assintota do grafico de f*, quer
em X —> +% querem X —> —%©
* Intervalos de monotonia e extremos

f'(x):( Zx j' - x’(x2 *1)*x(x2 71)'

x -1 (xz—l)2
xz—l—x(Zx) ¥ -1-2x —x*-1
N R T Fe)
_ ¥ +1
e
VxeR\{-1,1} | f'(x)<0, portanto a fungdo [ ¢é

estritamente decrescente em ]—00 > —1[ , em ]—1 > 1[ € em
J1, + o[ . Nao tem extremos.

» Sentido de concavidade do grafico de f e pontos de
inflexdo

24

7.6.

ao

2. Limites e derivadas

2x( —1) -(- x2—1)4x(x2—1):
(x*-1)
(2o ) ()
()
(<20 +2x+4x" + 4x) 2%+ 6x
(x*-1) (x*-1)

f"(x)=0<:>(2x +6)x—0<:>2x +6x=0AxeD, <
x -1

<:>2x(x2+3)=0/\xeD/»®

< x=0
X [—o0 =1 0 1 |+o0
[ - + 0 - +
f N v N

P.I
O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em

], =1[ e em ]0,1[ e a concavidade voltada para cima
em |-1,0[ ¢ em Jl,+oof .

inflexdo de

Tem um tnico ponto de

abcissa x=0.

Esbogo do grafico de f
yAL

=R

D
D, xe]R:(x—l)z;tO}:R\{l}efécontinua.

Zeros
f(x)=0=2x=0AxeD, <
<x=0

Assintotas verticais
Como a fungdo f ¢ continua no seu dominio, apenas a reta
de equagdo x =1 pode ser assintota vertical do grafico de

I

3
tim 7 ) _ iy 2 =S g
x>t X X—>+0 (X _ 1) 0
2x° 2
I - -2
lim /() -1y 0

Logo, a reta de equagdo x =1 ¢ a Uinica assintota vertical
graficode f .

Assintotas nio verticais (y =mx+a):

2x°

(2]
= tim L0 _ iy 21
X—>+0 X X—>+0 X
3 3 3
S lim—2 —lim 2 lim 2 )
X**”x(x—l) iyt =237 x xowe x



lim 2x° —Zx(x—l)z im 2x° —2x(x2 —2x+1) _

(x-1)

4x* = 2x

2x3—2x3+4x2—2x_ .

=1 5 im — =
X+ ()C—l) x>0 x* — Qx4+ 1
. 4x?

= llm—2—4
X—>+00 x

Por outro lado, tem-se que:

L) iy L) _ iy, ()

x>0y

lim e

x40y

lim (f (x)—2x) = lim (f(x)—2x) portanto, a reta de

X—>+0 X—-o

equagdo y =2x+4 ¢ assintota ao graficode f,em -+

xo—0  x

eem —o0,
Intervalos de monotonia e extremos

!

2 JI _ (2x3)l(x—l)2 —2x3((x—1)2)
(x-1y ((x—1)2)2

6x*(x—1)" —2x3(2(x—1)(x—1)')
(x-1)"
_ 60 (x 1) 26 (2(x 1)
(x-1)
(x—l)(6x2(x—1)—4x3) 6" 6" —4x’ _

(x-1) (x-1)

oo

—6x" +2x
(x-1)
g2 3
f'(x) 0 6x"+2x —0

S —6x"+2x° =0A(x-1)' 20
<:>2xz(—3+x)=0/\x¢1<:>
<:>(2x2:0v—3+x:0)/\x¢1

<Sx=0vx=3

X —00 0 1 +00
/ + 0 + - 0| +
S / / N

Méx.
A fungdo [ ¢ estritamente crescente em ]—00 ) —1[ e em
[3.+ [ e ¢ estritamente decrescente em |1, 3]. Tem um

minimo relativo igual

a f(3)=135
*  Esbogo do grafico de f
yu !
|
13,5 4-b -
L
Jf
s '
=2, - ! .
LA 01 3 X
. f

25

7.7.

2. Limites e derivadas

D, =R

verticais

D, :{xe]R:9—x2 >0} =]—3,3[ e f écontinua.
Zeros

f(x)=0=2x"=0AxeD, &

<x=0

Assintotas verticais

Como a fungéo ¢ continua no seu dominio, apenas, as retas
de equagdo x=-3 e x=3 poderdo ser assintotas
do seu gréafico.

. . 2x° 18
lim f(x)= lim r _°

—— ==+
x—>-3" x—>-3" 4 I9 _ Xz 0"

2x° 18
lim f(x)=lim =—=+4w®
x—3" f ( ) X3 I9 _ x2 0" :
As retas de equagdes x =3 e x =—3 sdo assintotas ao
graficode f .
Assintotas ndo verticais
O grafico de f ndo tem assintotas nfo verticais pois o

dominio é um conjunto limitado
Intervalos de monotonia e extremos

) _[ 22 }'_(2)62)'\/@—2)62(@)'_
f(x)= Nl (m)z =

4xJ9—x? —2x° (=)

249—x?

9—x?
3
—y X
4xN9-x" + 9_ 2 4)((\/9—)52)2+2x3
B 9—x" (9= Wo—x

Ax(9-x")+2x"  36x—4x® +20°

(9—)(2)\/9—)62

(9—x2)\/9—x2 -

_ —2x* +36x
(9—):2)\/9—x2
3

f’(x)=0<:> —2x” +36x 0o

(9—x2)\/9—_xz_
& 2x +36x=0AxeD, &
©2x(-x’ +18)=0AxeD, &
©(2x=0v-x*+18=0)rxeD,
&(r=0vx=+/18)axeD, &

<:>(x=0vx=i3\/5)/\x€D,»<=> x=0

-3 0 3
f - 0 +
S Ny 0 /
Min.

A fungdo f & estritamente decrescente em |-3,0] e ¢
estritamente crescente em [0,3[ . Tem minimo absoluto

queé f(0)=0.



« Sentido da concavidade do grafico de f e pontos de
inflexdo

-2x° +36x , _ -2x* +36x
O No-+] | (o-e)
3

(-2x*+36x) (9-x° )% —(—2x3+36x)[(9x—x2)2]'

Ug_xqif
_ (~6x" +36)(9-x’ )% -
o]
_paf+36ﬂ[§@_xﬂ%9_fyj_
o]

I"(x)=

(~6x +36)(9-x° )% -

o)

. (~6x" +36)(9-x")2 +
(9-)
+(-2x" + 36x)(3x(9 -x’ );J
Oy
(9-x )%((—6x2 +36)(9-x*)+3x(-2x + 36x))

(o-<)

B —54x% + 6x* +324 -36x* — 6x* +108x?

(9 - xz)g

1827 4324

(9-x'):

VxeD,, f"(x)>0 , o que permite concluir que o

grafico de f tem a concavidade volta para cima em

3.9
»  Esbogo do graficode f
I T

—_3 0 13X

. D}=[0,+OO[

78. f(x)= [x+2) e f ¢ continua.
2x-1
* Zeros

f(x):0<:>‘x+2‘=0/\xeDf<3 x=-2

2. Limites e derivadas

» Assintotas verticais
Como a fung8o é continua no seu dominio, apenas a reta de

1
equacdo x = 5 pode ser assintota vertical do grafico de f .

5
1= S5 e
2 2
w2
. o x+2 E
lim /()= lim o =0
2 2

1 . .
A reta de equagdo x=5 ¢ a unica assintota vertical do

graficode f .
Assintotas ndo verticais (y =mx+ b) :
Quando x —> +o©

A Jerd

m= lim

X+ x X—>+0 2X2 —X
—1im 22— fim =0

x40 DxT —x x40 Dy

x+2| x+2
b= lim x—Ox:Iim‘ = lim ——=

xa+oc(f( ) ) x40 Dy —1] x40 Dy — 1
—fim X =L

x40 D x 2

1
A reta de equagdo y = 2 ¢ assintota ao grafico de f,

em +o0 .
Quando x = —©
. X . x+2 L o=x=2
m:hmf():hm‘ ‘:hmzi
xo-w oy X—>—0 2x —X X—>-0 2x -x

= lim —= =0
X—>—0 2x

o ( ()00 i B2 2
b= lim (7 (x)=0x)= lim 7 = lim >

. =X 1
=lim —=-—
x>-0 Dy 2

1
A reta de equagdo y = —5 ¢ assintota ao graficode  f,

em —o0,
Intervalos de monotonia e extremos

x+2 1
2‘ Sex>-2AX#—
f'(x):‘x+ _J2x-1 2
’ 2x—1 -x-2
71 sex<-2
Para x <-2
f,(x)_(—x—2]’_—(2x—1)—(—x—2)><2_
2x-1 (2x-1)’
:—2x+1+2x+4: 5
2x—1) 2x-1)
(2x-1)
Para x> -2

P22 (222

1
Portanto, para x # -2 A x # 5 .




S
(2x -1y’
s
(2x-1Y’

sex>-2AXx# l
, 2
f(x)
sex<—2
Vxe]—oo,—Z[,f'(x)>0
Vxe]—2,+oo[\{%},f'(x)<0

Portanto, a fungdo f ¢ estritamente crescente em

1
]—00 . 2[ e ¢ estritamente decrescente em }2 , 5[ eem

1
}E ,+ OO[ . Tem um maximo relativo iguala0 em x=-2.

*  Sentido da concavidade e pontos de inflexdo.

Para x<-2 :

’

o _ 5 7—5><2(2x—1)><27 -20
f (X)_|:(2x_1)2:| - (2x—1)4 _(2x—1)3

Para x> -2 :

N R
f(x)_[ (2x—1)2] (2x-1)

1
Logo, para x¢—2/\x¢5,

20 1
ﬁ sex>—2/\x¢5
f"(x): ( X— )
-20
W sex<—2
1
X —00 -2 5 +00
f" + - +
f ) N U
P.I

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em

1
]—00 >~ 2[ eem }E ,+ OO[ e voltada para baixo em

1
}—2 s 5[ . Tem um ponto de inflexdo de abcissa x =—-2.
*  Esbogo do grafico de f
i
i S

—_— N
_D< !1 *
2 _o%:

. D;.:]—oo,O]U:l%,+oo|:

Vamos fazer uma esquema do canteiro onde 6 ¢ o angulo do
setor circular € 7 o raio em metros.
r

27

2. Limites e derivadas

O comprimento do arco é dado por rx@ , portanto, o
perimetro do canteiro ¢ dado por rx@+2r , dai que,
40-2r

2r+r@=40, ou seja, = . A érea, 4, do setor

0
circular ¢ dada em fungdo de r e @ por A:EXVZ ,

40-2r

substituindo 6 por

40-2r
A(r)=—=L
(r)=—t

40-2r
=—Xr &

2
A
xr’ < A(r) 5

40
& A(r)=20r—r*, 0<r<20, pois r=5 5050

A(r)=(20r—1*) =20-2r

A(r)=020-2r<r=10

r 0 10 20
Ar + 0 —
A Va A(10) AW
Max.
O canteiro tem area maxima quando » =10 m.
Area A[04P]= %

Por outro lado, o ponto P pertence a elipse, sendo X a sua
abcissa, tem-se que a ordenada é:

x2+4y2:4<:>4y2:4—x2<:>y2:1—%x2.

Como P tem ordenada positiva, y = /1 —%xz , portanto,
Pl x, 1- lx2 .
\/ 4
04 =abcissade P=x

AP =ordenadade P = /1_ix2

Logo, a area 4 do tridngulo [O4P] em fungdo da abcissa X
do ponto P ¢ dada por:

/ 1
T I—sz X 1 x [4—x*
A(x)zizfx 1-=x*== =
2 2 4 2 4
=%\/4—x2

Determinemos uma expressdo de A’ (x) :

w02 2 -

4

— 4_x2 +£7—2X =

4274 -x?

B 4—x2_ x’ B
4 4fa-y
_4—x2—x2 4-2x° _

N7 N FE




2
A equacdo da elipse é x2+4y2:4<:>%+y2:1,
a*=4 e a>0,tem-seque a =2, portanto D, =10,2[ .

Assim, 0 zerode 4 é /2.
Recorrendo a uma tabela:

x| 0 2 2

Ar + 0 —

A / N

Max.
A érea do tridngulo [OAP] ¢ méaxima para x =+/2 .

Se x =+/2 entdo y:\/l_%(\/ﬁ)z :\/1_% \g:g

2
Portanto, P(\/E , \/2—] .

10.1.

10.2.

10.3.

Pag. 51
A fungdo & ¢é continua no ponto x =—1 se e somente se

existir }LI{llg (x) :
tim ()= i )=
g(-1)= lim g(x)=2(-1)~ (-1 =3 ¢
2
li =lim| 4+——|=-3

Jim g() m( - 3]
Como xl_lff} g(x) = Xl_lffll g(x) = g(—l) existe )}Lr{llg(x) pelo
que, podemos concluir que a fungdo & ¢ continua no ponto —1 .
Pretende-se mostrar que 3x € ]—3 , = 2[ : g(x) =4x-2 , ou
Seja,que Elxe]—3,—2[:g(x)—4x+2:O
Seja h(x)=g(x)—4x+2.
A fungdo s é continua no intervalo ]—00 >~ 1] pois ¢ definida
pela soma de duas fung¢des continuas (fungdes polinomiais).
Como [-3,-2] < -, ~1] podemos concluir que a fungdo
h & continua no intervalo [-3,—2].
Por outro lado, tem-se:
h(-3)=g(-3)-4(-3)+2=

~(2x(-3) —(—3)2) +14=

=—6-9+14= -1
h(—Z) = g(—Z) - 4(—2) +2=

=(2¢(-2)")+10=

=-8+10=2
Como & ¢ continua em [-3,-2] e #(=3)xh(-2) <0, pelo
corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, podemos garantir
que dx e ]—3 , = 2[ : h(x) =0 , ou seja, que
Elxe]—3,—2[:g(x):4x—2 .
O declive dareta r ¢iguala g'(2).

Para x >-1:

¢ (x)= [-4+

2 ]:_ 2
x+3 (x+3)2

2 2) = _ __“
Logo, g(2) (2+3)2 25

28

11.

12.1.

12.2.

2. Limites e derivadas

Como o declive da reta r ¢é igual a —— , tem-se que,

25
7(25,-2) ¢ um vetor diretor da reta 7 , por exemplo. Por
outro lado, o ponto (2 s g(2)) pertence areta 7 .

2 2 18

D=—d+——=-4
g() +2+3 "

5 s
18) |
2,—? ¢ um ponto de reta 7 .

(x,Y):(z,—%j+/l(25,—2),/leR ¢ uma equacio

vetorial dareta 7 .

A bissetriz dos quadrantes pares pode ser definida pela equagdo
Y ==X cujo declive ¢ —1.

O declive da reta tangente ao grafico de 4 no ponto de abcissa

x=-1 ¢iguala i'(-1). Assim, 7' (-1)=-1.

hv(x):(k+2]’:(kx+2) (4x+1) = (kx+2)(4x+1)

’

4x+1 (4x+1)°
Ck(4x+1)—(ke+2)x4  dkxtk-4he-8
- (4x+1) o (4x+1)

k-8

(4x+1)
' k-8 k-8
h(—l)f—lamf— <:>(_3)27

c%:—le k—-8=-9< k=-1

O ponto O tem abcissa X e pertence ao grafico da fungido f

definida por f (x) =8x—x’, pelo que, as suas coordenadas

sdo da forma (x,8x—x2) .Seja d(Q,P)=d(x).

d(x)=(x=3) +(8v—x ~0) ,0<x<8r

& d(x)=Vx* —6x+9+64x’ —16x° +x*,0<x <8 &

& d(x)=vx' —16x +65x° —6x+9,0<x<8

Para 0 < x <8, tem-se:

!

d’(x)z(\/x4 —16x° +65x7 —6x+9) =

(x*~16x° + 65x> ~5x+9)
 2x* 163+ 6557 —6x+9
_ 4x° —48x* +130x-6
2xt —16x" +65x° —6x+9
_ 2x° —24x% +65x -3
Jxt —16x" + 652 —6x+9
Recorrendo a calculadora grafica, obtém-se o grafico da funcdo

4 no intervalo |1, 7.

1 4,03\:5 >

Neste intervalo, o nico zero de d ¢ aproximadamente igual a 4,03.

o




13.1. Considere-se a figura:

Atendendo & semelhanga dos triangulos [O4V ] e [PBV]
VP PB -h PB — 10(20—h
VP _PB _ 20-h_PB _ 5 10(20-h)
VO 0A 20 10
@ﬁ:yeﬁzlo—o,m
Como PR = raio do cilindro, tem-se que:
Volume do cilindro = Area da base x altura =
=n(10-0,51)" xh =

= n(lOO—th +O,25h2)>< h=

11(0,25}13 —10R% + 100h)
A altura do cone € igual a 20 e como P se desloca ao longo de
[OP ] , nunca coincidindo com O, nem com P, temos que .

varia entre 0 e 20 e, portanto,
V(h)=m(0,25x" 10" +100/), 0<h<20

132. ' (n)=[ (0,254 ~104* +1008) | .0 < h <20 =

< V' (h)=n(0,75k> =20h+100),0 < = < 20
V'(h)=0<: n(0,75h* =207 +100) =070 </ <20 &
0,75k —=20h+100=0A0<h <20 &

20+4/(~20)" =300
h= ANO<h<20 &

2x0,75
<:>(h—2—30vh:20jA0<h<20<:>h:?
X 0 & 20
3
Vr + 0 —
14 N
Max.

20
O volume do cilindro é maximo quando 4 = - om

Ficha de teste 5

Pag. 32
‘f”(a) — 0
*  Vxel-o,df, f(x)>0,peloque f ¢

estritamente  crescente em ]—00 5 a]
. Vxe]a,+00[,f’(x)<0, peloque f é
estritamente  decrescente em ]a >+ 00[ .

Logo f tem um maximo para X =d .
Como [ ¢ decrescente em [a , +00[ e a<3 entio [ é
decrescente em 0, 3] .

Resposta: (D)

29

2. Limites e derivadas

2. A fungdo f ¢é duas vezes diferenciavel em R , portanto, € por
definigdo tem-se que: f”( a) - hmw
xX—a x_a
Resposta: (C)
3. g(x)=0(x’+3)(x+4)(9-x") =0
S 43=0v(x+4) =0v9-x'=0
Sxedvx=—4vx=-3vx=3
Sx=—4vx=-3vx=3
Dado que (x+4)2 >0,VxeR , o sinal da segunda derivada
apenas muda em -3 e 3. Logo, o grafico de & tem, apenas,
dois pontos de inflexdo, de abcissas -3 e 3.
Resposta: (B)
4. Odeclive pedido é iguala f"(-1).
) LY C(e)=1(1+x2)  o_2y
f(x):( 2)2 ( ) 2(2 ): AV
I+x (1+x ) (1+x )
_ —2x
(1+x2)2
) e ) (2 (1) —(—2x)((1+x2)2)
J (x): e | N2 =
(1+x%) ((1+x2))
—2(1+x2)2+2x(2(1+x2)(1+x2)’j
- (1+x2)4 -
(14 x7) +2x(2(1+2%)(2x))
= 4 =
(1+x2)
2(1+7) +827 (14 2°)
= ; =
(1+x2)
(1+27) (214 2")+8) 52 18y
(1-4—x2)4 (l+xz)3
_ 6x* =2
(1+xz)3
, 6(-1y -2 6-2 4 1
f'(-1)= &) ¥ 2 8 2
(1+ (1))
Resposta: (A)
5. A velocidade do projétil no instante 1 =2 s ¢ igual a a'(2)
a (1)= (70t ~5¢) =70 ~10¢ , portanto, @'(2)=50.
Resposta: (B)
Pag. 53
6.1. Para xR\ {-1} tem-se:

h'(x):[xzﬂf]':(x2+3x)'(x+1)2 _(x: :3x)((x+l)z)r )
(x+1) ((x+1) )

(Qr+3)(x+1) = (x*+ 3)(2(x+ ) (x+ 1)’)

(x+1)} -




4

(2x+3)(x+1)" = (x +3x)(2(x +1))
(x+l)
_(rr)(2x+ 3)(x +1)-2(x +3x)

(x-!—l)4
:2x2+2x+3x+3—2x2_6x: —x43
()C+l)3 (x+1)3
Portanto, VX € R\{-1},/(x) = —x+33
’ (x+l) )

6.2. Para xeR\{-1} tem-se:

h"(x):[ —x+33]' :(—“3)'(“1)3—(—3x2+3)((x+1)3)'
(x+1) ((x+1) )

-4x+nﬁ4-x+g(xx+n%x+oj
(x+1) -
~(x+1) = (=x+3)(3(x+1)')
(x+1)° -
() (x4 1)=3(-x+3))
()c+1)6
:—x—1+3x—9 _ 2x-10
(x+1)4 (x+l)4

#(x)=00 270 0 10=0a(x+1) 20
(x+1)
Sx=35
X |- -1 5 400
n - - 0 +
h N N U

P.I

O grafico de 7 tem a concavidade voltada pra baixo em

JFo.=1[ e em ]-1,5] e voltada para cima em |5, +o0 .

Tem um ponto de inflexdo de abcissa x =35 .
71, p(1)=4xT+20x1* =24 ¢ p(3)=4x3’+20x3" =288
p(3)-p(1) 288-24

Velocidade média em [1,3]= - ;

A velocidade média da particula entre os instantes t=1e¢=3 é

igual a 132 cm/s
7.2. A velocidade da particula no instante ¢ é dada por p’ (t) .

P (1)= (47 +20) =126 + 401
p'(t)=24t+40
p”(t)zOAte]0,12[<:>
<:>24t+40:0/\te]0,12[<:>
oSted
Como p"(t)>0,Vt€[0,12], a fungdo velocidade, v’ (1).¢
estritamente crescente neste intervalo, Logo, a velocidade
méaxima atingida, neste intervalo, ¢ p'(12), ou seja,
p'(12)=12x 122 +40x12 = 2208
Portanto, a velocidade pedida ¢ 2208 cm/s.

=132

2. Limites e derivadas

f’(x):(az +bx+l3} _

x+3

(ax2 +bx+13)'(x+ 3)—(ax2 +bx+13)(x+3)’
(x+3) -

(2ax+b)(x+3)~(ax’ +bx +13)
) (x+3) )
_ 2ax® + 6ax +bx +3b—ax’ —bx—13 _
(x+3)2
_ ax® +6ax+3b—13
()c+3)2
f édiferenciavel em R\{-3} .

+ Se / temum extremos em x=-7 ,entio f’ (-7)=
e Se areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa
x=-1 tem declive igual a -3, entdo /" (-1)=-3.
a(=7)" +6a(-7)+3b-13

{f(-v)_o (-7+3)

=0

f'(—l):—3<:> a(-1)" +6a(-1 )+3b—13:_3©

2

(-1+3)

49a —42a +3b—-13 —0

0

a-— 6a+3b 13 _ 3

II

f=4
—Sa+3b-13=-12

3b=13- 7a 1+5a=13-"7a
3b=1+5a 3b=1+5a

12a=12 a=1 a=1
= = =
3b=1+5a 3b=1+5x1 b=2

Seja x a abcissa do ponto P. Como este ponto se desloca no
primeiro quadrante ao longo do grafico de f, tem-se que as suas

<

-
|

1
coordenadas sdo [x , —Zx+10J, como x€0,40[, ja que o

zerodefé x =40 .
Seja A aérea do retangulo [OAPB] , em fungdo de x.

A(x):x(—ix+10j,0<x<40<:>
p== A(x):—%x2 +10x,0<x<40

A’(x)=o©—lx+10=0©lx=10@x=20
2 2

X 0 20 40
A/ + 0 —
A / N\

Maéx.

O retangulo de 4rea maxima tem dimensdes x=20 e
1
y:—zx20+10,ouseja, x=20ey=5.

Portanto, o retAngulo de area méxima ocorre quando P(20,5)

e as suas dimensdes sd0: 04 =20 € AP=5 .



