3 Trigonometria

Ficha para praticar 11 4.  sin(a+b)=sinacosh+sinbcosa (1)
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(ﬂ) Peosp= 575 25

cos(2f8) = cos® B—sin® ff =

-G-453
5 5 25 25 25

24
sin(28) 55 24x25 24
tan(2f)=———F === ==
an(24) cos(28) 1 Tx25 1
25
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2cos’ x+3cosx—2=0

—3+,/9-4x2x(-2)
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14. Area A[PQR]:@

cosa = OQ sina = P7Q

RQ R0+0Q—1+c0sa
Assim:

A(x)= (1+cosx)sinx _sinx+sinxcosx _

2 2
2(sinx +sinxcosx)

2x2
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- 4 - 4
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AB 1
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=1+ + = + + =
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Portanto, f(x) = M, X e }0 s E[ .
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1+ sin(2x) + cos(2x) 3

15.2. f(2x)= 0s(22)

1+ 2sinxcos+ cos® x —sin’ x

cos’ x —sin’x
1—sin® x + cos® x + 2sin x cos x
(cosx —sinx)(cosx +sinx)

_ cos® x + cos” x + 2sin x cos x _
- (cosx —sinx)(cosx)(sinx) -

2cos® x + 2sin xcosx

(cosx —sinx)(cosx +sinx)

2cos x(cosx +sinx)
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< cos@sin(460) - cos(46)sin 6 = % o
< sin(40)cos @ —sinHcos(46) = % =

< sin(40-0) =§ < sin(30) =
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Por outro lado:
cos(66) = cos’(30) —sin’ (36) =
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4
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1
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:1—25in

=3

=3

=S cosﬂsin,é’:é < 2cosfsinff=—
o sin(28)==

18.1. tan(a + ,3) = ::18((21’2)) _

_ sinacos B +sin Bcosa
cosacos f—sinasin f

+ O triangulo [4DC] & isosceles e retangulo em A

s . 2
Logo, a = 2 pelo que cosa =sinag =——.

. E:1+1+\/§:2+\/§
BC =1 +(24\3) =144+4J343=8+43

Como R’>O,Vem%: 8+4\/—
4B 23 . AC 1
cos,Bz—:L;sm,B ECO
BC 8+43 BC 8+43

V2 243 2 1

\/8+4\/—+ X\/8+4x/§_
JE 2443 J— 1

\/8+4\/_ \/8+4\/_
\/_ 2+\/§+1

2 \/8+4\/— 3443
f 243-1 1443

2 \/8+4\/—

_(3+\/§)(1_\/§)_3—3\/§+\/§—3_—2\/§_\/§
C(eVE)(-v3) =3 2

18.2. cos(2p)=cos’ B—sin’ B =

(3 o]
\/8+4\/§ \/8+4\/§
)

T 8+4M3 8443

tan(a+ﬂ)=




4443431 (6+4\/§)(2—\/§)
C42443) 4(2+45)(2-15)
12-6V3+8/3-12 23 3
N 4(4-3) T4 2

B3

Como cos(2) = - ¢ 2/ é um angulo agudo, entdo

24 =30°, ouseja, f=15°.
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:4><1imw:4xlimsm(y): ‘ X
=0 4y =0y Sex—0,
—4x1=4 ¥ >0
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L C2) IR S
520 6x 0 5in(5x)
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5
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19.5. lim = lim =lim X lim(3 + x) =
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1
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x3:1x3:3
1
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sin x
19.6. 1im 22 )jm €OSX _ jipy, SIX
x—0 X x—0 X x—0 XCOSX
1im S s fim— —1x L=
=0 x x=0 COS X 1
3 (g] sin(33x) »
197, 1im G Ly 008G) _pp sin(x)
+>0sin(4x) x>0 sin(4x) 0 sin(4x)cos(3x)
im0 i g L3
=0 3y >0sin(4x) 0cos(3x) 4
. sin(3x) 1 1 u=3x
:zhlfo 3 sin(4x) 17 Sex—0,u—0
4 lim——~ b dy
x>0 4x -
3 1 3 Sex—>0,v—>0
=—XxIx-=—
471 4
©) sinx
) . )
198, lim— 2 fim— % _jim -

- _ x
0 3x—tan(2x) =0 3y sin(2x) w0 3x  sin(2x)

cos(2x) x  xcos(2x)
. sinx
lim
x>0 x _ 1 _
in(2 in(2
3o im0, SR
x>0 xcos(Zx) -0 2x x>0 cos(2x)
= ;1 = y=2x
3-2lim> " Sex—0,
y—0 y
y—0
j— 1 j—
3-2x1x1
2
19.9. lim nx_ lim smx limsinx=1x0=0
x—0 X x>0 x x—0
. cosx—l[%J . l—cosx
19.10. lim =—1lim =
x—0 X x—0 X

(1-cosx)(1+cosx) 1—cosx

x(1+c0sx) x>0 x(1+cosx)
. sin® x ._sinx .. sinx
=—-lim———=-lim x lim =0
0 x(I+cosx) x>0 x  0]+cosx

(3)
20.11. liml—cg)sx . lim(l—c?sx)(1+cosx) _
x—0 X x—0 X (1+COSX)

. l-cos’x
=lim————=
0 x* (1+ cosx)

. . osin“x .
=lim =lim x lim =
x>0+ cosx

0
=2 2 [7)

19.02,  fmSresT X -
x>0 ]—cosx 0 (1—-cosx)(1+cosx)

sin® xcos® x(1+ cosx) B

sin® xcos® x(1+ cosx)
=1 =

=0 1—cos’x

_.._sin’ xcos’ x(1+cosx)

=0 sin®x
T 2 _ _
= 'lxlir(}[cos x(1+ cosx)] =1x(1+1)=2



19.13.

19.14.

19.15.

19.16.

19.18.

19.19.

. sinx . . 1
lim —— = lim | sinxx— [=0
X—>—0 x X—>—00 x

dado que VxeR,—-1<sinx <1, lim 1 =0 e o limite de

X—>—0 x

uma fun¢éo limitada por uma fungfo de limite nulo ¢
igual a 0.

. tan(x Lo .
hmﬁ , temos de calcular os limites laterias:
xo>Z X L
> x-
2
tan(x +00 . tan(x —o0
llmﬁz—iz—oo e hm}yzjz—w
of T 0 oI 0
2 2
. tan(x
Portanto, lim ( )—
=y T
> x——
2

2
_ 1
lim x:limx(?“ )_
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=0ginx *—0 lim sinx 1
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() iy ST -
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— IxExlim—E
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Ty lim siny 4 Sex — 0,
y—0 y Al‘—)()
cos(x)[%J p=x- e x=t4,
lim - = 2 2
o -x Sex—>—,y—0
2 2 7
COS(E-J- )
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= lim—2 im0 g

y—=0 -y y—0 y
(3
sin(x—3)')  sin(x-3)
im—; = lim
=3 x" -9 H3(x—3)(x+3)

i i S (2 =3)

=3 x 43 3 x—=3

. »\':,\'*.3
_ L gimSny_1
343 000y 6

-

Sex—>3,y—>0

(9
. I—tanx\%/ .
lim = lim—; —— =
ol cos(2x) 2 cos”x —sin’ x

1-

j cos(x)

cosx —sinx
. . CcOs X —sinx
=lim zcosx. -—=lim S ——~ =
x5I 08T X —sin" X X cosx(cos X —sin x)
. 1
=lim - =
zcos(x)(cosx+sinx
>z cos(x)( )
1 1 1
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o

. cos(x—aj[%)

19.20. lim———==
x>0 s1n(2x)

—lim sinx

"0 sin(2x) B

. sinx . 1 1
=lim— =1lim ==
x=02ginxcosx *02cosx 2

19.21. lim {xsin(lﬂz \-:lc»\':i
X—>+00 x - X ‘

1 sin(y) Sex — +0,y >0
=lim| —xsiny |=lim——==1
y—=0 y y—0 y
5
LR . .
19.22. lim—— = , calculemos os limites laterais:
=0 81In x
L L x 1 1
lim — =lim—=———=-=
x>0 51n(x) x=0" SIN X lim smx ]
x=0"  x
. X . =X 1 1
hm ‘ ‘ = llm%:—W:—I:—l
x—0" -0 . X
x>0 ginx x>0 sinx lim
x—>00 X
O I : IO |
Como lim —— # lim ——, ndo existe lim—
x=0"SInXx x>0 SInX 08I x
sin(x) .
) —sin(x)
. tan(x)-sin(x)  cos(x)
19.23. lim S =lim S =
x—0 X x—0 X

sin(x) —sin(x)cosx

) cos(x) . sinx—sinxcosx
=lim 3 =lim 7 =
x—0 X x>0 X COSXx
sinx(1-cosx)
x>0 X~ CcOsXx
. sinx .. l-cosx . 1
=lim——xlim x lim =
x—0 X x—0 X x—0 CcOS X
. (1-cosx)(1+cosx)
=1xlim > x1=
=0 x*(1+cosx)
2
. l—cos"x . 1
=lim 5 x lim =
-0 x =01+ cosx
. . 2
. sinx 1 . sinx 1 1
=lim X —— = lim X—=—
x>0 x 1+1 X 2 2
. _cosx—sinx . cosx—sinx
19.24. lim = lim =

I cosx - cos? x —sin® x

—lim COsX —sinx _
% (cosx —sinux)(cosx +sinx)
4

1 1 1
=lim = -
£ €08 x + sin.x £+£ 2

2 2

S
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20. Assintotas verticais

3 . .
A fun¢@o ¢ continua em }—g , g[ pois ¢ definida pela

soma ¢ quociente de duas fungdes continuas (fungdo
polinomial).



21.1.

21.2.

22.

23.1.

Assim, as Unicas possiveis assintotas verticais sdo as de

equacoes x=-1 e x—ﬁ
2 2
sin x -1
lim f(x)= lim =—=-mw
H,ﬁ‘f() on l+sinx 07
2 2

~ T, , .
A reta de equagdo x = 3 ¢ uma assintota ao grafico de f .

. sinx -1
(x) = lim —=—=
3n L3 l+sinx 0

2

x> X

3n , .
A reta de equacdo x = > ¢ uma assintota ao grafico de f

Assintotas ndo verticais

O grafico de f ndo tem assintoas ndo verticais, uma vez
que o dominio ¢ um conjunto limitado.

D, ={xeR:sin(3x)iO}z{xeR:3x¢kﬂ,keZ}=

:{xeR:x;‘é%,keZ}QD&,:R\{k—;,keZ}

g(x)=0<:> =0 x=0nxeD, ©xed

x
sin(3x)
A fungdo g ndo tem zeros.

A fungdo h ¢ continua no intervalo ]O ,+ oo[ pois ¢é ai

definida pela soma e quociente de fungdes continuas (fungdo
polinomial e fungdo seno).
A fungdo h ¢ continua no intervalo ]—oo R O[ pois ¢ ai
definida pela diferenga e quociente de fungdes continuas
(fungdo seno e fungdes polinomiais).
Investiguemos se a fungdo / ¢é continuaem x=0.
g
X +sinx\° X sinx

= lim—+ lim =1+1=2
x>0 x  xo0"  x

lim h(x) = lim

x—0" x—0" X

0
l—cosx(Bj i (1—cosx)(1+cosx)

lim A(x)= lim = lim =
x—0" x>0 X x—0" x(l + Ccos x)
. 1-cos’x
=lim—— =
0" x(1+ cosx)
. sin® x . sinx . sin x
=lim—— = lim——x lim

-0 x(l+cosx) x>0 x x>0 l+cosx -
Como }EE h(x)# }EE h(x), ndo existe 1133 pelo que a
fungdo 4 ndo é continuaem x=0.

Conclusdo: A fungdo A ¢é continua em R\{0}.

A fungdo f ¢ continua no intervalo ]—oo s 0[ pois ¢ ai

definida pela composta e quociente de duas fungdes
continuas (fungéo seno e fungdes polinomiais).

A fungdo f ¢ continua no intervalo ]0 ,+ oo[ pois ¢

constante nesse intervalo. No pontox =0 :

f(O)zlirgf(x)za

. L sin(Zx) 3
lim £ (x) = lim =, ==
im {sm(Zx) Xl} 1 im sin(2x)
x>0~ 2x 2 2 x—0" 2x
LSy 11 |‘":J

2 x50 y 2 ) Sex—0,y—0"

. . . . 1
Assim, f écomtinuaem R seesdse a= 5

3. Trigonometria

23.2. Assintotas verticais
A fungdo f ¢ continuaem R\ {0} .
Em x=0:
1
li =a; li =—
i )= i/ x)=5
Logo, o grafico de f* ndo tem assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais
Em —o0:

VxeR, -1<sin(2x)<le limi:O

x>-0 4y
Logo, lim f(x)=0 por ser o produto de uma fungio

limitada por uma fungéo de limite nulo.
A areta de equacdo y =0 ¢ assintota ao graficode f em

—00 .

fim £ (x) = Jim, a =a

Logo, a reta de equagdo y =a ¢ uma assintota ao grafico de
f em 4.

24. A fungdo 4 ¢ continuaem x =3 quando e apenas quando
lim A(x)= lim A(x)=h(3).
i h(x)= ip h(x)=4(3)

x—3*

h(3) = limh(x):k+cos§:k+%

0
2 _gr_3l0)
lim h(x) = lim 220X =32
X3 X3 s1n(3 - x)
Portanto, 3x° —8x—3=(x—-3)(3x+1).

Recorrendo a uma regra de Ruffini, tem-se:

3 -8 -3
3 9 3
| 3 1 0

(x—3)(3x+ 1) 3

. 3x"—8x-3
lim = lim
3 sin(3-x) x> sin(3-x)

. X . y=3-x
=—lim — xlim(3x+1)= |
X3 s1n(3 - x) X3 Sex—3,y—0
= —lim —2—x(9+1) = —————x10=-10
y=0" sin y lim SRy
y—0 y
Logo, & ¢ continuaem x=3 se
1 1 21
k+—=-10ck=-10-——k=—F-.
2 2 2
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2_
25.1. limg(x)=lim X —1X*2_2 _ 1
x>0 x>0 x—6 -6 3

. 1
8(0)=lim g(x)=—7

X —sin (3x) @ lim . _

lim g(x) = lim

x>0° 0" x 4+8in(5x)  xo0" sin(5x
(%) " [ sin(>v)
X
SiIl 3x . Sinu u=3x
1- ( ) x3 1-3lim .
. 3x e — Sex—>0,u—>0
= lim - = - = )
x0" . smvy )= 5x
STy T
S5x =0y Sex—>0,v—>0

C1-3x1 21

T1+5x1 6 3



Como lim g(x) = g(0) = lim g(x) = _é . entlo existe
lim g(x) eafungdo g é continuano ponto x=0.
252. g(x)=1e
@(W:l/@gojv[m:l/\x>0]©
& (3 = Tx+2=x-6Ax<0)v
v(x—sin(Sx) =x+sin(5x)Ax> 0) &
(32" -8x+8=0Ax<0)v(-sin(3x)=sin(5x) Ax>0) <

[ 8+/-32
| X=—

3 /\xSO]v(sin(—3x)=sin(5x)/\x>0)<:>
x

Sxedv-3x=5x+2knv-3x=n-5x+2kn, keZ <
o xe@v(-8x=2knv2x=n+2kn, keZ)Ax>0<

@(xz—%vx=§+2kn,ker/\x>0<:>

@x:—%,kezvx:gum,kezg

Existem, portanto, infinitos pontos de interse¢do da reta
com o graficode g .

26.1. D, ={xeR:1-2cosx 0}

1
1—2cosx=0<:>2c0sx=1<:>cosx=5c>cosx=cosﬁc>
<:>x=§+2k7tvx=—§+2k7t,keZ

Portanto, D, =]R\{x:x=§+2k7tvx=—§+2kﬂ:,keZ}

26.2. VXEDh,h(x): sm(3x) B sm(2x+x) ~

1-2cosx 1-2cosx
3 sin(2x)c0sx+ sinxcos(Zx)

1-2cosx

2sin Xxcosxcosx + sinx(cos2 x —sin? x)

1-2cosx

2sinxcos® x + sinx[cos2 x— (1 —cos? x)}

1-2cosx

2sinxcos® x + sinx(Zcos2 x— 1)

1-2cosx

2sinxcos® x + 2sinxcos’ x —sin x

1-2cosx

. . : 2
4sin xcos’ x —sinx s1nx(4c0s x= 1)

1-2cosx 1—2cosx
_sinx(2cosx—1)(2cosx+1)
- 1-2cosx
_sinx(2cosx—1)(2cosx+1) sinx(2cosx+1)
- —(2cosx—1) - -1

=—sinx(I1+2cosx)

26.3. limh(x) = lim[—sinx(l + ZCOSX)] =

3 3

s3] a5

=—\/2§[1+2x;j:—\/§

3. Trigonometria

27.1. Calculo auxiliar

34./(-3)" —4x2xI

2sin* x—3sinx+1=0<sinx =
2x2
<:>sin,\‘:?f <:>sin,\‘:]\/sin:fi
. ) ) —1i1/12—4><2><(—1)
2sin” x+sinx—1=0<siny=——"—-&
2x2
. -1£3 . . 1
Ssiny=———<asinx=—1vsinx=—
4 2
. . [QJ 2(sinx—1) sinx—
2sin” x —3sinx +1\9/ | 2
lim—— : = lim =
o 2sin“x+sinx—1 7, . . 1
6 62(smx+1) s1nx—5
. 1 sinX—1 i—1 L 1
:limsmx— _ _ __2_ 1
H%SIHJH'] sin 2 +1 i+1 3 3
6 2 2
e B enex) L (1-x)(1+x)
27.2. lim— = lim-— =lim-— =
=sin(mx)  *>1  sin(mr) 1 sin (7 — mx)
= —lim (14 x)x lim— =
x—1 x—1 SIII(TDC)
. y y=x-1lox=y+1
=—(l+1)xlim—e——== | :
(1+1) »osin[m(y+1)] Sex—1,y -0
- oxlim—2 = Oxlim—2 =
»>0sin(my + 1) >0 —sin(my)
i@ 2, L puew
T yﬁ‘Osln(Tcy) s limsmu Sey—0,u—0
u—0
21 2
= X—-=—
n 1l =n
sinx — cosx [g) sinx — cos x
27.3. lim = lim - =
X 1—tanx st _SInx
4 4
COS X
sinx—cosx _

x cosx—sinx

x—o—

COSXx

_ lim(smx—cosx)cosx i

. cosx —sinx . —(sinx —cosx)

(sinx—cosx)cosx

. sin(x—1) (%J . sin(x—l)(\IZx—1+1)
274. lim = lim
SN2 -1-1 o (V2x -1 -1)(V2x -1 +1)
Ly sin(x—1)(V2x =T +1)

Sl (Vaxi) -
sin (x—1)(v2x—1+1)

=lim =
¥l 2x—1-1
sin(x - 1)(\/2x -1+ 1)
=lim =
xol Z(x—l)



:1lim7xlim(x/2x—l+l):
2 x>l x—1 x—1
sin(x—1
Ly SnG=l) s
21 x—1
1 . sin y=mn-l
*Xllmiy 1 Sex—>1,y—>0
2 yo0 y
: (3)
275, lim sm(Zx)—cos'(Zx)—l o
ol cosx —sinx
) ZSinxcosx—(coszx—sinzx)—l
=lim - =
T cosx—sinx

2sinxcosx—(coszx—(1 —cos’ x)) -1
=lim - =
T cosx —sinx

2sinxcosx —2cos’ x
m -

Hg COs X —sin x

o —2cosx(cosx —sinx) _ lim(~2c05x) =

T cosx —sinx X
4 4
=—2cos==-2 Q -2
4 2

)

27.6. lim

X
0/l +sinx —+/1—sinx
x(x/1+sinx +\/1—sinx)
=lim =
¥0 (\/1+sinx —\/l—sinx)(\/1+sinx +\/l—sinx)

x(\/1+sinx +x/1—sinx)
0 (x/1+sinx)2 —(\/l—sinx)2
x(\/1+sinx +x/1—sinx)

=1l =
e 1+sinx—(1-sinx)

x(\/l +sin x+/1 —sinx)

=lim - =
x>0 2sinx
1. . - -
=—lim .x xllm(\ll-i—smx +\/1—smx):
2x0g8inx x>0

:EX;X2:lx7x2=1
2 i SIDX
=0 x
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28. D,=D, =R

£ (x)=sin(3x)=sin(x+2x)=
=sinxcos(2x)+sin(2x)cosx =
:sinx(coszx—sinzx)+25inxcosxcosx=
=sinx(l—Zsinzx)+ZSinxcoszx=
=sinx — 2sin® x + 2sinxcos® x =
:sinx—25in3x+ZSinx(l—sinzx):
=sinx —2sin’ x + 2sinx — 2sin’ x =
=3sinx—4sin’ x

Como D, =D, A f(x)=g(x),VxeD, temosque [ =g.

10

3. Trigonometria

2 125l

201+ lim £ (x)= lim 2% = fim x(x+2) _,
x—0" x—0" X x—0" X
sinx? (%j sinx? (1+ cosx)
= lim f(x)z lim = lim =
0 0 I—cosx x>0 (I—cosx)(1+cosx)
i sinx’(1 +Zcosx) im Sin(xz).(lz-!- cosx) _
x—0" 1—cos™ x x—0" sin” x
. [sinx*  x? .
_}Lr?( " Xsinzxjxllga(Hcosx)—
. sinx? 1
ZIXIE(} X sinx 2X(1+1): o2
(lim j y=x
=X Sex—0,y—0
= lim Slny><l2><2:1><1><2:2
y—0* y 1
- f(0)=2

Como lim f(x) = lim f(x) = f(O) , existe limf(x)
x>0 x—0" x>0
pelo que f* ¢ continua no pontox =0 .
29.2. Assintotas verticais
f ¢ continua em ]-2m,+ o[ , pois ¢ continua em |-2m, Of
por ser definida pela composta, diferenga e quociente entre
duas fungdes continuas (fungdo seno, fungdo cosseno e
fungdes polinomiais)e em ]O ,+ oo[ por ser definida pelo
quociente entre de fungdes continuas (fun¢des polinomiais)
bem como no ponto x =0. Logo apenas a reta de equagdo
x =-21 podera ser assintota vertical do seu grafico.
.2 : 2
) ) sin x sin(4n
lim f(x)z lim = (+ )
x—2-7 x—»-21" | —Ccosx 0

= +00

Portanto, a reta de equagdo x =-2m ¢ assintota ao grafico
de f.

Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b) :

f(x)_ . X +2x X

lim —=lim —=1

X—>+0 X X400 X

m= lim

x40y

b= lim (f(x)-mx)= lim [xz e _xj_

X—>+0 X400 X

2 2
X +2x—x :limE:Z

x40y

= lim

X—>+0 X

A reta de equagdo x = x + 2 ¢ assintota ao grafico de fem +oo.

29.3. A funcdo f ¢ continua no intervalo [—6 ,— 37“} , pois

3n . , . .
[—6 T < D, e como vimos na alinea anterior, f* ¢

continua.
-7 ( B 6) sin36

=S5 94,900
1-cos(-6)
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3
Como f é continua no intervalo [—6 ,— 3?“} e - g(0)= 5
Como lim g(x)=lim g(x)=g(0), podemos entdo
f(-6)<—4< f(—EJ , podemos entdo concluir, pelo ¥0' (x) ¥0 (x)=2(0)
2 concluir que existe ling g(x) pelo que a fungdo g ¢
Teorema de Bolzano que 3c e }—6 , = 3;[ : f(c) =—4. continua no pontox =0 .
(0xo0) in? Fich ti 12
30.1. lim [(1+sinx)xtan®x] = Tim | (1+sinx) x> | = FA PATA PTATEAT
HLZH H%" CcOoSX Pag. 62
. l+sinx . ., ' x) x) x . x 3 .0x
= lim ——x lim sin’x = L1, f'(x)=|3cos= | =3| cos= | =3| == sin= |=—-=sin=
H%" cos” x H%" 2 2 2 2 2 2
1 . 37-[ 1 ’ , 1 '
i tsin 7+y L3 A\AZV\;—E@V\.:—E by 1.2. g'(x)=(2x+sin—j =(2x) +[sin—J =
= lim-=——" X SIn" —= = 2 2 x x
y=0 311: 2 2 ’
COS(*"'J’) Sex 5> L=y 50 T n i3 n n T
2 2 =2+— cos—=2+| —— |cos—=2-—C08—
1—cosy (1—cosy)(1+cosy) o * o o o
= lim——Z x(<1)’ =lim x1= , . :
70 (sin y)’ (-1 >0 sin’ y(1+cos y) 1.3. /' (x)=(sinxcosx) =
2 .2 . ! . U
— tim 1 —.C(;S Y lim [ tim s%n2 vy, L1 =(sinx) cosx +sinx(cosx) =
y20 sin"y  »20l4cosy »0sin“y 1+1 2 :cosxcosx+sinx(—sinx):
0
. 2sinx—sin(2x)[5) . 2sinx—2sinxcosx = cos’ x —sin” x = cos (2x)
30.2. 11r13 3 = hrr(} S =
x> x’cosx ¥ x’cosx PN (g W N
2sinx(1—c0sx)_1, 2sinx(1-cosx)(1+cosx) L4 (x)= (451n(1tx )) - 4(Sm(m )) -
=0 x’cosx =0 x*cosx(I+cosx) - 4(7[,(2)’ COS(TL)CZ) - 4(2T£x)COS(TLx2) =
2sinx(1—cos’ 2sin x(sin’
=lim x( x) =lim x( x) = = 8TLxCOS(T£x2)

x>0 x> cosx(1+cosx)  x20x’ cosx(1+cosx)

’ . ! . 2 !
lim 2sin’x —2(11m5iﬂj31' 1 B 15 p (x):(s1n2 x) =|:(smx) } -
- x3(1+cosx)cosx o HO(HCOSX)COSX =2sinx(sinx)’=25inxc0sx=sin(2x)
1
=2x1’ =1 . /
x ><(1+1)><1 L6. ry(x):[1+51nx+cosxj _
cOS X

7(1+sinx+cosx)' cosx—(1+sinx+cosx)~(cosx)' B

31. - lim =lim——~% = )= —3x
x%O’g(x) xg?’ -2x Y= -
) Sex—>0,y—>0" (cosx)
i | $0(3Y) B | 3 siny 33 si —(1+si (—si
J 3y x| T2y > :(cosx sinx)cosx—(1+sinx+cosx):( smx):
cos’x
X (0 X 2 . . .2 .
2x—tanf[0] tan—= _ cos’ x—sinxcosx+sinx+sin’ x+sinxcosx
tomel) =i s 2
_cos’ x+sinx+sin’x
] cos’(x)
sin=
_l+sinx  I+sinx 1+sinx 1
tan cos > cos’x 1-sin’x (I+sinx)(1-sinx) I-sinx
=2-lim =2-lim = ,
x>0 x x—0" X 1
1.7. s (x)=|2+tanx— =
sin > sin > | (*) ( cos(2x)J
=2 lim—2-=2— lim —2x lim = ,
% ycost U T st ' ' 1
2 2 2 =(2) +(tanx) — o))
sin(fj x
:2_%1im72x%: y=3 oa ] _—lx(cos(Zx)) ~
x—0" X Se x 0 | 0 2 2
5 ex—>0"=>y—> cos (x) (COS(ZX))
i —(—2sin(2 2sin(2
:2_111,@1&)(1:2_1)(1)(1:2_1:2 _ 12 3 ( Slzn( X)): 12 B 511;1( x)
2,00y 2 1 2 2 cos’ x cos’(x) cos’x  cos’(2x)

11
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1.8. t'(x)z(tan(x)cosz(x))’ = 21 f'(x _(Sinx+cost’ _
. , o sinx —cosx

=(tanx) c0s23c+tan)c(cos2 x) = , ,

_ (sinx+cosx) (sinx—cosx)—(sinx+cosx)(sinx—cosx)

= 12 cos” x + tan x(2cosx(—sinx)) = (sinx—cosx)’
cos’ x

~1- tanx(2sinxcosx) = _ (cosx—sinx)(sinx—cosx)—(sinx+cosx)(cosx+sinx) _

(sinx—cosx)2 -
=1-tanx— s1n(2x) oul- tanxsm(Zx) = —(sinx ~ cosx)z ~ (sinx . cosx)2

- Anx (2sinxcosx)=1-2sin’(x) B (sinx—cosx)2
COosXx
, Calculo auxiliar
' 8—4 (sin x —cosx )’ =sin? x —25in ¥ cos x + cos? x —
1.9. v,(x) :( 8—4cos(nx)) _ ( COS(TEX)) _ (5111 X L():S.\:) smz.\ 2»5111 XCOS X +L.05' X
21¢8—4COS(TLX) =sin’ x+cos” x —sin(2x) =1 —sin(2x)
' . (sin .\’+cos.\’): =sin® x + 2sin xcosx + cos’ x =
_ 0—4(cos(mx)) _ —4(—msin(mx)) _ Lesin(2x)
2\/8—4005(706) 2\/8—4008(706) 7(17si11('"\:));_(/71%s‘in(”\’))
'y 7): . : <) - \ =) _
_ 4msin(nx)  2msin(mx) f(x) 1—sin(2x)
2\/8—4cos(nx) \/8—4cos(nx) 22
. 7lfsm(l\’)7%111(;2.\’)—1
1.10. w’(x)z[tanx+ +sinxj = _ —2 2
tan x

- l—sin(Zx) - sin(Zx) -1
1 . —l(tanx)

=— - +cosx = 22. ¢ (x)= (sin3 (Zx))' =3sin’ (2x)(sin(2x))' =
cos’(x)  (tanx) S,
=3sin’(2x)x 2cos(2x) =
1 . .
1 _cosz(x) cos(x)= =3sin(2x)x 2sin(2x)cos(2x) =
cosz(x) tan’ (x) = 3sin(2x)sin(4x)
1 23. K (x)= (sin2 X +sin x)' = (sin2 x)' +(sin x)' =
1 cos®(x) 1 )
= cos* (x) - sin® (x) +cos(x) = cos’x  sin’x +cosx =2sinx(sinx) +cosx = 2sinxcosx +cosx =

cos’(x) =sin(2x)+cosx

L1 f@g_( 22—umx J’[Zzsgﬁgﬂl 14-LKX)—[mn%xﬂ+}m&xi]_

—sin(3x) B

2—cosx  Le(tan(o)
2\/2—s1n(3x) =2tan(x4)(tan(x“)) —L(z)):

(2—cosx)’(2—sin(3x))—(2—cosx)(2—sin(3x))’ ( ), 1
_ (2-sin(3x))’ _ —otan () x* cos®(x) _
2\/ 2—cos(x) 2 ( ) cosz(x“) " tan’ (x)
2—sin(3x) 1
sinx(2—sin(3x))—(2—cosx)(-3cos(3x)) —tan(x*) x 4x° cos” (x) :
_ (2—sin(3x))2 s ( ) cos’ (x4) i sz(x)

5 2—cos(x) cos’ (x)
2—sin(3x) _, sin(x“) 5 43 L 8x’ sin(x“) .
_ 2sinx—sinxsin(3x)+6cos(3x)—-3cosxcos(3x) cos(x4) cos? (x4) sin®x  cos’ (x4) sin’ (x)

2(2—sin(3x))2\/2_cos(x)

2-sin(3x)

Pig. 63
3.1. f’(x)z(sin2x+2cos3x)’ =

112, ['(x)= (cos(sinx) —x )' = —(sinx)’ sin(sin(x)) —2x= _ Zsinx(sinx)’ 2% 3c0s? x(cosx)’ _
= —cos.xsin(sinx) - 2x =2sinxcosx + 6cos” x(—sinx) =

=2sinxcosx —6cos” xsin x

12



3.2

3.3.

34.

4.1.

4.2.

£ =2sin| Z |cos| Z |- 6cos?| = |sin| = | =
2 2 2 2 2
=2xIx0-6x0>x1=0

'

g’(x):(xsinx+cos[;n =
= (x)' sinx + x(sinx)' +(§J (_SingJ =
. 1 . X
:smx+x(—cosx)+—[—smfj:
2 2

. 1. x
=sinx —xcosx ——sin—
2 2

e[sls 2ot n(3)-

s 1 \/E \/5
=l-——x0——x—=1-——=
2 2 2 4

’

K (x)= (sin(xz) —sin® x) =
- (xz )’ COS(XZ) - ZSinx(sinx)’ =

= 2xc0s(x2)— 2sinxcosx

2
n (E} =2x Ecos(E] - Zsin(gjcos(ﬁ} =
2 2 2 2 2

2 2
=ncosn——2><1><0=1tc0s T
4 4

i(x)= (cos(x3) —xcos(Zx))’ =
S (—x3 )' sin(x3) - [(x)’ cos(2x) + x(cos(Zx))’} S
=-3x" sin(x3) - [cos(Zx) + x(—ZSin(Zx))] =
(

=-3x%sin x3) - cos(2x) - 2xsin(2x)

2 3
j'(E]:—3 E} sin(EJ —cos(zxﬁj—zxﬁsm(ZxE}:
2 2 2 2 2 2
). (o .
=-3| — [sin| — |—cosm—msin =
4 8

2 3 2 3
=—3isin T —(—1)—1t><0=—3isin L
4 8 4 8

f’(O) —lim (x) —f(O) lim sin(2x) —Sin(2>< 0) _
x>0 x=0 x>0 x=0
i sm(2x o xlim sm(2x) _ 1 =2x
=0 x x>0 Dx Sex—>0,y—>0
21im 3 — 21 =2
y—0 y

b3 b3
cos| —+h |—cos—
(2 j 2

’ . 2 2 .
! [Ej =lim 2 =lim 2 -
sinh—0 . _sinh
= =-lim——=-1
h—0 h -0

13

5.1.

5.2.

3. Trigonometria

Portanto [’ (gJ =-1

f(n+h)—tann:

f'(x)=lim
3 tan(n+h)—tann 3
_h4>0 h N
. tanh-0
=lim =
h—0 h
sinh
1im SO i S i
-0 h =0 h -0 cosh 1
Portanto, f’(n)zl
, f(x)-1(0)
0)=1 =
S(0)=lim=—="—
:1im251n(x —sin(2x)-0 _
x—>0 X
— 21im 30 _ g 12
x>0 x x—0 X
. sin(2x) y=2x
=2><1—2£1£I&T= Sex—0,y >0
S22t Ly g2 a0
y—0 y
Portanto, f’(O):O.
. f’(x)—(Zsm%) :2(?] cos ==
2n (nxj
=""cos| —
3 3
. g'(x):[(sinx-i—cosx)z]:
=2(sinx + cosx)(sinx + cosx)' =
=2(sinx+c0sx)(cosx—sinx)=
=2(coszx—sin2x):2cos(2x
. h'(x) :(x—cos(Zx))' =x —(cos(Zx))’ =
=1-(-2sin(2x)) =1+ 2sin(2x)
Portanto, f’(x):z—;cos(?j, g (x)=2cos(2x) e
h'(x)=1+2sin(2x)
Zeros de f':
f'(x):OQL;COS(%J:OQCOS(%j:OQ
X T nkeZ o
3 2
3n 3
<:>ﬂ:x=7+3k7t,keZ<:>x=E+3k,keZ
Zeros de g':

g (x)=0< 2c0s(2x)=0< cos(2x) =0 <

E,keZ
2

<:>2x:§+kn,keZ<:>x: +

K
4



6.1.

6.2.

6.3.

Zeros de h':

h’(x):0<:>1+2sin(2x)=0<:>sin(2x):—%<:>
@sin(Zx):sin(—gjc
<:>2x:—g+2knv2x:7—6n+2kn,keZ<:>

<:>x=—£+knvx=ﬁ+kﬂ:,keZ
12 12

f(x)=2x+ sin™~
x

f'(x)= (Zx + sinn), =(2x) + (sinnj -

X X

'

n n b1 n
=2+|—|cos—=2—-—cos—
X X x X

Uma equagdo da reta tangente ao grafico de f* no ponto de

abcissa x=-1 é:

y=f (=)= (-1)(x=(-1))

f(-1)==2+sin(-n)=-2+0=-2

f’(—1)=2—(_’;)2 cos[_iljzz—ncos(—n)zzm

y+2=(2+m)(x+1) & y=2x+2+mx+n-2
Sy=2x+m+ny=(2+n)x+n

Portanto, y =(2+7)x+m ¢ uma equagdo da reta pedida.

f(x)=3+tanx—tan’x

’ ] ’

f’()c)=(3+tanx—tan2 x) =(3) +(tanx)’—(tan2x) =

> —2tanx x 5

’
—2tanx(tanx) =
cos” x cos” x

=0+

cos’ x

f(m)=3+tan(n)—tan’(n)=3+0-0>=3

, 1 1 1 1
)= —2tanmx =-—-2x0x-=1
S (x) cos’m cos’m 1 1
y—3=1(x—n)<:>y=x—n+3

Portanto, y =x—7m+3 ¢éuma equagdo da reta pedida.

X
S (x)=2cos 5

’

"(x)=2| cos? X | =2x2cosy| cost | =
/(%) [ 2) 20772

X X ' . X x( 1. x
=4cos—| —| — | sin— |=4cos—| ——sin— | =
2 2 2 2002 2

= —2costsin = —sin(x)
2 2
Uma equagdo de reta tangente ao grafico de f* no ponto de

abcissa x=— é:

K
2

Az Gl

14

6.4.

3. Trigonometria

(@)l () -
5l

Assim, y—1=—1[x—gJ©y=—x+g+1.

Portanto, y =—-x+ g +1 é uma equagdo da reta pedida.

sinx

/(%)

1-2sinx

sin x J’ B (sinx)'(1—2sinx) —sinx(l— ZSinx)’
(1—2sinx)2

f'(x)=(

B cosx(l - ZSinx) - sinx(—2cosx)

1-2sinx

(1- 2sinx)2
_ cosx—2sinxcosx+2sinxcosx _ cos(x)
(I—ZSinx)2 (I—ZSinx)2

Uma equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de

abcissa x=—-m ¢&:
y=f(=n)=f'(-n)(x~(-n))

_sin(-m) 0 0
f(_n)_l—zsin(—n)_1—2xo_T_
)

() = cos(— I B U
S ) (1-2sin(-x))” (1-2x0)" 1 1

Assim, y—O:—l(x—(—ﬂ;))@y:_x_n

Portanto, y =—x—=n é uma equaco da reta pedida.

7.1.

7.2.

7.3.

Pag. 64
f(x)=sin(2x)

7' (x)=(sin(2x)) = (2x) cos(2x) =2cos(2x)

£7(x) = (2c08(2x)) =2(cos(2x)) = z[_(zx)’ sin(Zx)} -
= —4sin(2x)

Logo, f"(x)=—4sin(2x).

7(x) =cos(2x) - x°

£ ()= (cos(2x) ") = (cos(2x)) (') =
= —(2x) sin(2x) - 2x = —2sin(2x) - 2x

£7(x) = (~2sin(2x) - 2x) = (~2sin(2x)) —(2x) =
= -2(sin(2x)) -2 =
= —2((2x)’ cos(Zx)) ~2 = —4cos(2x) -2

Portanto, f”(x)=—4cos(2x)-2

/(x)=tan(2x)

(x) 2

f'(x):(tan(ZX))’ = cosz(zx) B cosz(Zx)




3. Trigonometria

") = 2 l _ (Z)I COSZ(Zx)— 2(0052(2)6))/ _ Para x=0, tem-se:
) (COSZ(Z")J (cosz(Zx))2 fr(0+):}ijg% _

x+sin(x) - (O + sin(O))

= lim =

_ 0-2x 2cos(2x)(cos(2x))’

cos*(2x) =0 X
EETE LI LICO T S LICO
) _4cos(zx)(_(zx) sin(zx)j  Seos(2x)sin(22) S X ey -
- cos*(2x) o cos*(2x) 7(x)-7£(0) Z;X—O
f’(o*):hm :limx —6x+8 —
3 8sin(2x) 0 x=0 0 X
- cos’(2x) —4(x-4) -4
(r=2)(x=4) v
2y BSin(20) i T s I
Portanto, [”(x)=—; )
cos’(2x) ) ,
Logo, ndo existe /" (0).
cosx ,
74. f (x ) 1T Sinx A funcdo f° pode ser caracterizada do modo que se segue:
' ' . fRV{0} >R
£(x)= ( cosx j _ (cosx) (1+ sinx)'— cozsx(l +sinx) _ L+cos(x) sex>0
1+sinx (1+sinx)
- sex<0
_ —sinx(1+sinx)—cosxcosx—sinx(1+sinx)-cosxcosx (x- 2)2
(1+sinx)’

8.2. Para x<0: g'(x)= (cosx)' =—sinx

—sinx—sin®x—cos’x —sinx—(sin’x+cos’x )
- e ( )= Para x>0: g'(x)=(sin(2x)) =2cos(2x)

(1+sinx)2 (1+sinx)2
Para x =0, tem-se:
. | ¢(0)= tim EE)=8O) _y cosx=cos(0)
_—sin(x)-1_ l+sinx I =0 x—=0 0" X
- R 2~ R 2 - . -
(1+sinx) (1+sinx) 1+sinx im cos(x) -1 i (cosx—1)(cosx+1) _
/ ’ 10 X 10 x(cosx+1)
Ltsi
f"(x):(—l 1. ) :—( +s.1nx)2 = CO'SX 5 — lim cos’x—1 _ lim —sin’x
Fsmx (1+s1nx) (1+smx) 0" x(cosx+1) x0” x(cosx+1)
Portanto, f"(x) =sz = lim sin x x lim “sinx =1x 0 =0
(1 + sin x) x>0 x x>0 cosx+1 1+1
8.1. Para x>0, tem-se: g (()+) = lim M = lim M
x—>0" x=0 x—0" X
f'(x) =(x+sinx)' =(x)' +(sinx)’ =1+cosx _ lim sin(2x)—1 _0-1_
_x4>0’ X - 0* T

Para x <0, tem-se:
Como g’ (0*) =—o0 ndo existe g (0).
f’(x):(ﬂJ - . - s
Y —6x+8 Assim, uma caracterizagio da fun¢io g’ é:

(16—4x)'(x2—6x+8)—(16—4x)(x2—6x+g)' . g R\{0} >R

_ B - —sin(x) sex<0
2 X
(x —6x+8) ~ 2cos(2x) sex>0
:—4(x2—6x+8)—(16—4x)(2x—6): sinx o
2 : X
(x*—6x+8) siny o i
9.1. f(x)=1 |4 o f(x)= sex<0
7—4x2+24x—32—32x+96+8x2—24x7 -1 sex=0 —-X
B (ch—6x+8)2 - -1 sex=0
_4x7-32x+64 4(x—4)2 4 lim /(x) = lim sinx 1
- 2 2 T 2 2 x—0" =0t X
(x —6x+8) [(x—Z)(x—4)] (x—Z)

15



sin x sin x

=—lim -1

x—0 X

/=l

Como th})] f(x)= th})] f(x) néo existe £1£13f(x) pelo que a

fungdo f ndo é continuaem x=0.

9.2. Para x>0, tem-se:
. ! . ! .
fr( ) Sin x (SIIIX) X—X SInX XxXCoSx
X)= = =
x X X
Para x <0, tem-se:
. ! . 4 .
f’( ) sinx sin x XCOSX—SinX XCosXx
X)= = — | =— =
-X X x* x*
Por outro lado, como f n#o ¢é continua em x =0 entdo ndo
3 . . . ~ . r
¢ diferenciavel em x =0, ou seja, ndo existe f (0) .
Assim, a fun¢@o [ pode caracterizar-se do modo seguinte:
'
f R\ {0} —->R
XCOSX —sinx
———— sex>0
x
'x .
sin x — Xcosx
——— sex<0
x
non
10.1. Para x € {—E s E} , tem-se:

’

g (x)=(2sin* (2x)) =2[ sin(2¥))'| -
=2x 2sin(2x)(sin(2x))' =2x (25in(2x))(2cos(2x)) =
=4x2sin(2x)cos(2x) = 4sin(4x)

g (x)=0< 4sin(4x) =0 < sin(4x) =0

<:>4x=k7t,keZ<:>x=%,keZ
Como x € —E,E :
| 2 2
g’(x)=0<:>x=—E\/x=—va=0vx=va=E
2 4 4 2
x |_E _u 0 @ @
2 4 4 2
Jdlo|l + o] - |o|l + (o] - |o
o 2 |2 N |0 2 2] N |O
Min Max Min Max Min

f e T
A fung@o g ¢ estritamente decrescente em {—Z , O} eem

T T , . T T
—,— | e ¢ estritamente crescente em | ——,—— | e em
4°2 2 4

[O R g} . A fungdo g tem minimos relativos iguais a 0 para

T o L. S
X = Y x=0e x= 3 € maximos relativos iguais a 2 para

10.2. As abcissas pedidas sio as solugdes da equagio g’ (x) =—4.

16

3. Trigonometria

Assim:
g (x)=-4 < 4sin(4x) = -4 <sin(4x) =-1<
odr=""dmkeZ o x24T rez
2 g8 2

As abcissas dos pontos onde as retas tangentes ao grafico

. k
de g tém declive —4 sio, portanto, x = —g +7n, keZ.

11.2.

Pag. 65

s
. Para xe }n R 5[ , tem-se:

cosx j' B (cosx)’(l +cosx)—cosx(l +cosx)'

h'(x):(

_ —sinx(1+cosx)—cosx(—sinx)

1+ cosx (1+c0sx)2

(1+cosx)2
_ —sinx—sinxcosx +cosxsinx _ —sin(x)
(1+cosx)2 (1+cosx)2
i (x)=00——0) o,

(1 + cos(x))2

< —sin(x)=0AxeD, &

@sin(x)zOAxe}—n,g[©x=0

x | -m 0 n
2
hv + 0 —
h VN B BN
2
Max.

A fung@io i ¢ estritamente crescente em |-m,0] e é
. s .
estritamente decrescente em [0 s 5[ . Tem um maximo
.. 1
relativo igual a Py para x=0.

Uma equag@o da reta tangente ao grafico de # no ponto de

. -,
abcissa x:7 é:

()

Assim: y—O=1(x+§J<:>y=x+g

A equagdo reduzida pedida é, portanto, y = x +§ .



12.1.

12.2.

13.1.

13.2.

}n 311[
Para xe |—,—| , tem-se:
22
’ —(t ':
£(x) = (tan ) =——
cos x— l(cos x)
[COS xj coszx) -
0 ZCosx( s1nx) 2sin Xcos x sm(2x)
cos*x cos*x  cos'x
n 3n . sin(2x
Portanto, Vxe}5,7[, f (x)_cosg(x;
in(2
f”(x)zO@Z;IISE(i;=0<:>sin(2x)=0/\xeDf<:>

S 2x=kn,keZrxeD, &

<:>X=E,keZ/\xe}E,—[<:>x s
2 2

b1 3n
X — b1 —

2 2
7 N
f U 8

P.I

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima
em }g s 11:[ e voltada para baixo em :ITE s 3?11[ .

Tem um tGnico ponto de inflex@o cuja abcissa é x =m .
A fungdo g ¢ continua no intervalo ]0 s 21t[ pois ¢ definida

pela diferenca e quociente defungdes continuas (fungio
cosseno e fungdo polinomial).

. . 1
lim g () = lim = T T
lim g(x) = lim 1 :i =+o0
x—2m” xo2n | — cos(x) o*

Portanto, as retas de equacdo x =0 e x =2xn sdo assintotas
ao graficode g .

O grafico de g ndo tem assintotas ndo verticais, ja que o
dominio ¢ um conjunto limitado.

Para x €0, 2n[ , tem-se:

g,(x):( 1 J _ (1) (1-cosx)~1(1-cosx) _

1-cos(x) (1 —cosx)2
B O—(—(—sinx)) B —sinx
(l—cosx)2 (l—cosx)2
g’(x)=0<:> —sm(x) =0<:>—sin(x)=0/\xeDf =

(1 - cos(x))2

@sin(x):OAxe]O,Zn[bx:n

X 0 T 21
g - 0 -
g N /

Min.

14.1.

14.2.

3. Trigonometria

. . L. . 1
A fungdo g tem, na realidade, um Unico minimo, igual a >

para x=m .
limf(x)_l zliml—x+s1n(2x)—1 :hm—x+s1n(2x) _
= X =0 X x>0 X
= lim— + lim MZ—I"‘ZHHIM:
x>0 x x>0 X x>0 2x
=—1+21in351 Yo l4oxl=1 y=2x

y Sex—>1,y—>0

Para xe[0, 7] , tem-se:
f'(x)=(1-x+sin(2x)) =—1+2cos(2x)
f(x)=0e —1+2cos(2x)=0Axe[0,n] <

<:>cos(2x):%/\2xe[0,2n[ o

14.3.

<:)2x=Ev2x=2ﬂ:—E<:>x=£vx=5—7t
3 3 6
X 0 E 5_7[
6 6
v + + 0 - 0 +
S / N e
Min. Max. Min.

f(Ele—E+sin[2xEJ—1——+sm( J—I—E —3
6 6 6 6 3 6 2

£(0)=1-0+sin(2x0)=1+sin(0)=1+0=1
f(s—nj—1—E+sm(2x5—nj—1—5—n+sm(5n}:
6 6 6 6 3
Sm L (m st 3
=l-——+| —sin| = | |=]l-———-——
6 3 6 2

. . 5 .
Assim, f[gj ¢ 0 maximo absoluto e f[%} ¢ 0 minimo

absoluto, logo:

n f_( __ﬁj:

6 2
n V3 5m o3 2 g

=
6 2 6 2
Para x [0, 7] , tem-se:

M-m=1-—+
6

fM(x)= (—1 + 2c0s(2x)) =0+ 2(—25in(2x)) =—4sin(2x)

f"(x) < —4sin(2x) =0 < sin(2x) =0 <
©2x:kn,keZ<3x:k—2n,keZ

Como xe[0, [, tem-se que f”(x)zO@x:vazg

X 0 z T
2
"1 0 — 0 +
f 1 8} U
P.I.

O grafico de f tem um unico ponto de inflexdo de abcissa

T
x=—.
2




15.1.

15.2.

A fungdo g ¢ continua em ]11: , 21t[ pois ¢ definida pela
poténcia e soma de duas fungdes continuas (seno e cosseno).

4
Logo, a fungdo g continua em [%t s j} .

3
g| — |=sin"| — |+cos| — |=
6 6 6

1 3 1-23
2 4

<0

i , . Tn 4n
Como g ¢ continua no intervalo ? s ? e

Tn 4n ~ .
g o Xg 3 <0, podemos entdo concluir, pelo

Teorema de Bolzano, que a fungdo g tem, pelo menos, um

. Tn 4n
zero no intervalo |—,—| .
6 3

O grafico de g admite uma reta tangente horizontal num

ponto em que a fungdo derivada de g se anule.

Vx € |n, 2n[ , tem-se:

g (x)= (sin2 X+ cosx)' = Zsinx(sinx)’ —sinx =
=2sinxcosx —sinx

g (x)=0< 2sinxcosx —sinx =0<

< sinx(2cosx—1)=0<sinx=0v 2cosx—1=0<

< sin(x) =0v cos(x) =

N | =

Como x € |n,2n] : g'(x):0<:>x:5?7t

A fungdo derivada de g anula-se para x = STE , pelo que este

valor ¢ a abcissa do ponto de tangéncia.
Determinemos a sua ordenada:

(511] ., 5m Sn ( SEJZ ( nj
g| — |=sin"—+cos—=|sin— | +cos| 2n—— |=
3 3 3 3 3
2 2
. T m . m m
=|sin| 2n—— || +cos| —— |=| sin| —— || +cos—
( [ 3JJ ( 3J ( ( 3JJ 3
[ . ng 1 BY
=|-sin—| +—=|—| +
3 2 2

. S 5 . 5
A abcissa pedida é x = ?n eaequagdo y= T

3. Trigonometria

16.1.

16.2.
16.3.

17.1.

17.2.

17.3.

17.4.

Pig. 66

x(0) =6cos ><O+ch—1 =6cos(m)—1=

oA

=6x(~1)~1=-6-1=-7.

x(3)=6cos| —x3+m |—1=6cos on -1=
2

N a

=6c0s(§}—1:6x0—1:—1

Logo, a abcissa do ponto P nos instantes 1 =0 e =3 ¢,
respetivamente, —7 ¢ —1 .
A amplitude do ponto P ¢é 6.

2n 2

Periodo: T=—=2nx—=4
L n

2

Frequéncia: f =

1.1
T 4

A amplitude € 4.

2 . 1
O periodo ¢ ?n =12 e afrequéncia ¢ o

6
A velocidade média da particula nos dois primeiros segundos
¢ dada por

x(2)-x(0) i 4cos(%+nj—4cos(n—>6<o+nJ _

2-0 2
4cos£n+§]—4cosn 4[—005%)—4x(—1)
- 2 N 2 N

4 L +4
_ 2 7—2+471
2 2

A velocidade da particula no instante # =4 ¢ iguala x'(4).

X ()= [4cos[1z + nD =
- 4(—Zsin(1z + nn

A velocidade pedida ¢ @ m/s.



17.5. A aceleragdo da particula no instante # =2 ¢ dada por x”(2) .

18.

(1) = (—?sin(z + nD - —i"[sin(’;’ + nD -

) n’ 2n n’ T
X (2):—;005 ?+n =—?c0s n+§ =

T

~ , . , T
A aceleragdo da particula no instante ¢ =2 ¢, portanto, TS

= Zeros

t t
x(t)=0< 2cos M oirl=0ecos| Einl=0e
4 4

o ="t keZ o
4 2

M _ kel o
4 2

ont=-2n+dkn, kel <
St=-2+4+4k, keZ
Como 7€[0, 8, tem-se que x(1)=0<1=2vi=6

= Contradominio

Vte[O,S[,—lScos(nZt+njsl

. 12
Ouseja, -2 < 2005[% + nj <2 ,peloqueo

contradominio ¢ [—2 s 2] .

* Maximizantes

x(t)=2< 2cos n—t+n =2 < cos 7T—t+7r =l
4 4

oM n=kn keZ o™ o _niddm keZ o

oSnt=-4n+8kn, kel <
St=—4+8k,keZ

Como 7€[0,8] tem-se que t=4.

* Minimizantes
x(t):—2<:>2cos(%t+n):—2@cos[nztﬂrj:—l@
it
<:>Z+n=n+2kn,keZ<:>

@%t:%n,keZ@

<t=8k,keZ

Como ¢€[0, 8, tem-se que £=0.

3. Trigonometria

= Esboco do grafico

x(m)‘

6\;8 s

19.1. Para £ €[0, 3] , tem-se:

-1< cos(nt +§} <1, portanto,

—3S3cos(nt+§]£3c>1S3cos(nt+§]£7

Pig. 67

Logo, a distancia maxima e minima do corpo C ao solo &,

respetivamente, 7 metros e 1 metro.
19.2. A amplitude ¢ 3.

1
2

~ |-

2 .
19.3. O periodo é 7 =% =2 ¢ a frequéncia & f =
T

19.4. A fase ¢ g .

Contradominio

[1.7]

= Maximizantes

19.5. =

D(t):7<33cos(m+§]+4:7©
T
<:>cos(m+ZJ:1<:>
T
<:>1tt+Z:2k1t,keZ<:>
T
<:>m:—z+2k1t,keZ<:>
o
<:>nt=—z+2kn,eZ<:>
1
c>t:—2+2k,keZ

Como #€[0,3[ , tem-se que t:%
= Minimizantes
D(t):1©3cos[m‘+gj+4:1
<:>cos(nt+§j+4:l
b1
<:>nt+2=ﬂ:+2k7t,keZ
3n
<:>7It:7+2kﬂ:,k€Z
3
St==+2k, kel
4
11

3
Como te[0,3[,tem-seque t:ZVt:Z

19



3. Trigonometria

= Esbogo do grafico Pag. 68
y
D 21.1. Tem-se x(¢)=—3sin(nt) < x(t) = 3cos(m + g} .
Portanto, trata-se de um oscilador harmonico ja que, ¢ dada
' por uma expressdo da forma x(t) = Acos(wt + (p) , onde
of 12 s A>0,w>0 ¢ pel0,2q].
196. D(1)=4< 3c0s(m‘ %J +i-do 3cos[nt +§j —0e 21.2. Amplitude = 4=3
T b PeriodozT:z—n:Z—n:Z
Snt+—=—+kn, keZ < nt=—+kn ke Z < w T
4 2 4
. 1 1
1 Frequéncia= —=—
<:>t:Z+k,k eZ T 2
T

Assim, o corpo C esta a distancia de 4 metros do solo nos Angulo de fase = 5

instantes, em segundos, z:i, z:é e z:g, 21.3. Determinemos uma expressdo da fungdo x” .
4 4
20. [ (t)=Acos(wt+9) xr(t):(Scos[nt+12tD =
2n . 2
20.1. 4=8;T =2, pelo que w=—n,lst0é,w=—n=n. '
o (3 sn{=5)
=3|-| at+—|sin| wt+—||=
S (t)=8cos(nt+¢) 2 2
1 . b
Como f| =8 ,vem =—3msin| mt +—
2 2
8cos| Z+¢ |=8 0,2 )
cos| S+ |=8npel0, 21 < xn(t):(_hsin[n”zn -
<:>cos(£+goj:1/\¢e[0,2n[® oY n
2 :—3n(nt+5] cos(m-&—EJ:

©g+gp:2kn,keZ/\¢e[O,2n]

=3z ncos(m + E] =31’ cos(m + E] =
2 2

<:>(p=—g+2k7t,keZ/\(pe[0,2n]

=3n’sin(mr)
So= 3?7[ Logo, x"(t)=3n’cossin(nt).
3 Assim, vem que:
Assim, A=8;w=n;T=2 ¢ p=—>. X' (1) =~k x x(¢) & 3n’sin(nt) = ~k x (~3sin(nr)) &
2 _
20.2. f(t)=8c0s(nt+3—nJ , para te[0,4]. o3 =3k

2 sk=n

203. f(t)=4nrte[0,4] = Portanto, k=" .

22.1. Tem-se

@8005(nt+3—nJ:4/\te[0,4]© .
2 x(t):SSin(ZH—Ej@x(t):8005(2t)<:>

3n 1
@cos(nt-ﬂ—?J:EAte[O,ﬂ@ < x(t)=8cos(2¢+0)
I I Portanto, trata-se de um oscilador harmoénico ja que, ¢ dada
<:>[m‘+7:§+2knvm+7:—§+2kn, keZ)/\ por uma expressdo da forma x ()= Acos(wz +¢), onde
ref0,4] < A>0,w>0¢ pe[0,2n].
22.2. Amplitude = 4 =8
<:>(nt:—7—6n+2k7tvnt:—ll?n+2kn,keZj/\te[o,4]<:> o

Periodo=T=—-=mn
2

<:>(t=—7—6n+2kvt=—1—61+2k,ker/\te[0,4]<:>

T

~ |-

Frequéncia= f =

@t:fvt:fvtzgvt:z Angulo de fase =0

20



23.1. x(t)=cost —3sint =

=2 1cost —ﬁsint =
2 2

T LT
=2| cos—cost —sin—sint |=
3 3

= 2COS(E +tJ
3

23.2. x(t)zO/\tZO<:>2c0s(§+tj=0/\t20<:>
(L
@cos(§+tj:0/\120©

©§+t:§+lm,ke7z}/\t20c>

@t:g—§+kn,keZ/\t20©

<:>tz§+k1t,keZAtZO@t:g+k7t,keZg

23.3. Determinemos uma expressio da fungdo x" .

x(t)=(2cos[§+tn -

= —ZCOS(E + t}
3

Assim, vem que:

xX'(t)=—kxx(1) = —2cos(§+ t} =—kx 2COS(§ +t]

S-l=-kok=1
Portanto, k=1.
24.1. f(x)=a+bsin(cx+d),b;t0 ec>0

Para todo x e R
f(x+R)=f(x)=
< a+bsin[c(x+F)+d |=sin(cx+d) b#0

< sin(ex+d +ch)=sin(cx+d)

Como a fungdo seno é periddica de periodo fundamental 27

vem

cPO:21t<:>PO:E(c>O)
c

T . 2
Logo, f ¢ periddica de periodo fundamental el
¢

21

3. Trigonometria

24.2. A fungdo definida por sin(cx + d) ,com xeR , tem

25.1.

25.2.

contradominio [—1 s 1] .

Portanto, se b>0 , a fungdo definida por bsin(cx+d) tem
contradominio [—b s b] , donde vem que o contradominio da
fungo definida por a +bsin(cx+d) é [a—b,a+b].

. . 2
O periodo positivo minimo da fungdo g ¢ 77[ :g .

O contradominio da fungdo g ¢ [2 -3,2+ 3] , isto é,

[-1.5].

26.

27.1.

Pig. 69
f(x)=a+bsin(cx+d)

O contradominio da fungdo % ¢ um intervalo de nimeros

reais do tipo [a -b,a+ b] . Como o contradominio ¢é

[-3.2], tem-se que:

a-b=-3 a=-3+b a=-3+b
= & &

a+b=2 -3+b+b=2 2b=5

a=—3+é
2

Por outro lado, o periodo minimo positivo da fungdo # ¢ 6,

2n 21
portanto, —:6<3c:?<:>c:f
C

3

Assim, & ¢ definida por uma expressdo da forma:
h(x)=— +§sin[fx + d}

2 2 3
Como o ponto de coordenadas (O ,— %} pertence ao grafico

de &, vem que:
h(0)=—1<:>—l+§sin Tv0+d =—Z<:>
4 2 2 3 4
5. 7 1
S —sind=——+-—&
2 4 2
@ésind:—écsind:—éxgcsind:—ic
2 4 4 5 2
ed=-"42knvd=""12%n ke
6 6
Portanto, um valor possivel para d ¢ —%.

Assim, a fungdo % pode ser definida por

f(x)=3cos(x+§}+5
* D, =R
- D, =[-3+5,3+5]=[2,8]

2
= Periodo: Tn =27



*  Zeros: ndo tem, pois D =[2, 8]

* Maximizantes

f(x):8<:>3cos[x+§j+5:8<:>
T
@cos(x+f]:1<:>
4
T
®x+2:2kn,keZ<:>

<:>x:—§+2kn,keZ
= Minimizantes

f(x)z2<:>3c0s(x+§}+5=2<:>
s
Scos|x+— |=-l<
[ 4)
s
<:>x+Z:n+2k7t,keZc>

@x:¥+2kn,keZ

= Esbogo do grafico

_5m £|03_n 7n 11w X
41

o
4

272.» D = xeR:ﬁ+E¢E+Im,keZ =
£ 3 9 2

{xeR:ﬁi———+kﬂ: keZ}
3 29

=

{ eR:ﬁ¢E+Im,keZ}:
3718

{xeR:x¢%+3k,keZ}=

R\{%+3k,keZ}

* D, =R

= Zeros

g(x):0c>—10+10tan(x—;+gJ:0<:>

—+—=—+kn,keZ <
ST kel o
3 4 9
SO kel o
3 36

@x:i+3k,keZ
12

* Maximizantes: N3o tem
=  Minimizantes: Ndo tem

3. Trigonometria

= Esboco do grafico

3

1 Iy
i 12
v 31,12
12/
| N
I I
1 1

i
=

—
no

_29

©
(&3]

0)/7

/ 6

28. Seja / afungdo pedida: f(¢)=a+bcos(kt +c)
+ Operiodode f & B, =16(8+8)

2n
8
+  Sabemos que f(8)=12

(=2}
(=2}

:16©k:g (opgdes B e C)

EmB, f(8):10—2cos[gx8j:10—2><cos1t=
=10+2=12
T
Em C, f(8):10+2005(§><8):10—2:8
Resposta: (B)

Ficha de teste 6

Pig. 70

1. Otriangulo [0AC] ¢ isésceles (04=0C)
Assim, como P ¢ o ponto médio de [AC],
~ AOC  x

AOP=""= =2
2 2

Como o triangulo [APO] éretanguloem P,e OA=1 vem

H’:sini e E’zcosi
2 2
A[ACO] :w:ﬁxa’:smgcosg

Resposta: (C)

( SRJ ( 21{} . ( 511). ( ZRJ
2. cos| x+— |cos| x—— [+sin| x+— [sin| x—— |=
6 3 6 3

( Sn) ( ZnH ( 5 2m) _
=cos|| x+— |-| x—— ||=cos| x+——x+—
[ 6 3 6 3
(51{ 21{} (911) (37{)
=cos| —+— |=cos| — |=cos| — |=0
6 3 6 2

Resposta: (B)
sin(a + x) —sin(a — x)

3. lim
x—0 X
i sinacosx+sinxcosa—(sinacosx—sinxcosa)
=lim =
x>0 X
. 2sinxcosa . (sinx .
=lim=—""—""" =lim xlim(2cosa) =
x—0 X x—0 X x—0
B 1
l+tan” = ; tana =—
cos” o 3
2
1 1 1 1 10 1
1+ = <1 + —= —=
3 cos’a " cos’ a " cos’ a

<I>COS a——@cosa— 1/ VvVCeosa = 1, f=4

3410
Scosa=——V cosazi
0 10

22



3410

3
Como ae}t,;[, cosa <0, pelo que cosa =—

10
Assim,
1imsm(a+x)_sm(a_x):2c0sa:
x—=0 X
L[ Hio)_ /10 _ 310
10 10 5

Resposta: (A)

5 h . . T T .z
Se a fungdo g ¢ continua no intervalo [Z s E[ entao €

n o
continua no ponto 5 pelo que existe lim g(x).

x>
2

T T
COSx: pmx—F ey =L
: Py 2

Z

lim g(x)= lim +y

n
X‘)E B
. T

Sex—>— ,y—>0

COS( +Ej )
. Ty
= llm —_— =

y—>0" -y

—siny ~ lim sin y _
y—>0" v

= lim 1

y—>0" -y

1img(x)=g(§}<:>l=k—l<:>k=2

n
x>
2

Resposta: (D)

£(x)=(c05" ") =[ (eos ") | =2008¢ (cos") =
~2c0s7 (" sin’) -
=2cosx” (~2xsinx’) = —2x x 2cos ¥’ sinx’ =
=—2xsin(2x’)

Resposta: (A)

Pag. 71
O declive dareta » é igual a g'(%} )

g (x) =(sin(2x)) =(2x) cos(2x) = 2cos(2x).

Assim, tem-se que:

g Tl =2cos 2n =2cos| = :2><l:1
6 6 3 2

Retas paralelas tém o mesmo declive, pelo que o declive da
reta s ¢igualal.
Por outro lado, esta reta passa pela origem , pelo que €
definida por uma equagdo do tipo y =mx,onde m ¢ o
declive. Portanto, y = x ¢ a equagdo reduzida da reta s .
Resposta: (B)
Como a fung¢do ¢ continua em R entdo ¢ continuaem x=0.
Assim existe lirnf(x) ,

x—0

sin(2x sin(2x
lim ( ) =21lim ( ) =
x50 X x>0 X y=2x
=2 lim Smy:2><1:2 Sex—>0,y—>0
y—=0 y

lim (V& +x) = £ (0) =k +0=k .

Portanto, \/E=2ecomo keR",vem k=4.
Resposta: (D)

23

3. Trigonometria

8. = Contradominio de %
Para xeR:
n
—1<cos 3(x+—} <l
18
m
<:>—5S5005{3[x+18ﬂﬁ5<:>
T
C>_7SSCOS{3(X+18H_2S3
Portanto, D; =[-7,3], pelo que a opgdo (A) é rejeitada.
, - , 2m . T N
* O periodo da fungdo g ¢ 3 e ndo S pelo que a opgdo
(B) ¢ rejeitada
s h 17m =5cos| 3 17—n+£ -2=
54 54 18
=5cos 17—7T+E -2=
18 6
:SCOS(M]—Z:
18
= 5005&—2 =
18
=500510—n—2:
9
=5005[n+£j— =
9
:—SCOS(E—ZJ
9
h(ﬂ}t 3.
54
Logo, % ndo é maximizante de 4 .
h 33n =5cos| 3 53—ﬂ:+£ -2=
18 18 18
:5cos(3x54—n]—2:
18
=5cos(3x3m)-2=
=5cos(8m+m)-2=
=5cosn—2=
=5x(-1)-2=-7
Logo, % ¢ um minimizante de /% .
Resposta: (D)
9.  Por definigdo:
sin(n+h)-sin(x) ,
lim——————=¢ (m), sendo g(x)=sinx.
g (x)= (sinx)' =cosx, pelo que g'(m)=cosm=—1.
Resposta: (C)
Pag. 72
10.1. sin(2x)+~/3cos(2x)=-1<

= lsin(2x)+£cos(2x) _ 1 =
2 2 2

= sin(EJsin(Zx) + COS(EJCOS(ZX) _ 1 o
6 6 2



ks 1
@cos 2x co +sm 2x sm =
6 2
@cos(Zx—Ej:
6

ol el

o 2x —E:—+2k7t 2x—£:—ﬁ+2k7t kel <
6 3 6 3

ox\r—l

PR SR S VP S Sy Sy DN
6 3 6 3
<:>2x:5£+2knv2x:—g+2kn,keZ<:>

5
<:>x:—n+knvx:—ﬁ+kn,keZ
12 4
10.2. cos(2x)+7sinx+3=0<
< cos’x—sin’x+7sinx+3=0<
o 1-sin’x—sin’x+ 7sinx+3=0<

o 2sinx+7sinx+4=0<

o sinx =

<:>sin(x):4vsinx:—%<:>
. 1
<:>xe®vsm(x):—5<3
. 1 . . ( n}
& sinx =—— < sinx =sin| —— | <
2 6
<:>x=—g+2k7tvx=7?n+2kﬂ:,keZ

11. Tem-se que:
85 C =|[BB| x || xcos BB . BC)
|pcl -[45|- 45 -2
BD =AB + AD < BD =2*+6
& BD =4+36< BD =40
Como ﬁ>0,ﬁ=m=2\/ﬁ.

=BD=24/10 .

A amplitude do dngulo formado pelos vetores BD ¢ DC ¢é

Logo,

dada por g+ a.

Assim, vem:

ﬁ-ﬁzZﬂxecos(§+a}:

= 4\/E><(—sina) =
=—4/10sina =

ool 5))-
s

3. Trigonometria

12.1. hmg( )—lirq(x+cosx)=0+c0s(0)=0+1=1=g(0)

x—0' x—0
0
sm(x)—x[O)
1 =1 =
xirgg(x) legl SIII(ZX)
sin x _1 lin(}Sinx 1
i H X R _
_1133 sin(2x) - 9%l msin(Zx) -
X x>0 2x
_ 1-1 _ y=2x
_thmsmy_ Sex—0,y >0
y—0 y
_0 _
S 2x1

Como lim g(x) # lim g(x) , ndo existe lin(}g(x) pelo que
x—0" x—0 x>
a funcdo g ndo ¢ continua no ponto de abcissa x =0.
12.2. A fung@o g ¢ continua no intervalo ]O ,+ oo[ pois ¢é definida

pela soma de duas fungdes continuas (uma fungdo polinomial
e a fungdo cosseno).

Como [3,4]C]0,+OO[ a fungdo g ¢ continua no intervalo
[3.4].

g(3)=3+cos(3)<3<m e g(4)=4+cos(4)~3,34>m.
Como g ¢é continua no intervalo [3,4] e g(3)<n<g(4),

podemos entdo concluir, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy,
que a equagdo g(x)=m7 tem, pelo menos, uma solugdo, no

intervalo 3, 4{.

13. A funcdo % ¢ continua.
Assim, as retas de equagdo x =—-271 e x =0 sdo as Unicas
possiveis assintotas verticais do grafico de 7 .

lim h(x)= lim xosin(x)

x—-2n" x—-2n" . X
2sin| —
2

—271 —sin (—21[*) 21-0

_ - = o =40
ZSin(_zn J
2
0
lim A(x)= lim m@
x—0 x—0 . X
25111(*]
2
| Sinx 1= Jim SIDX
= lim e =0 X o
X0 . Sinx . X
2x—— sin—
X 2x-xlim—2
2 x>0 f
2
_ 1-1 X
I lim S "2
yo0 Y Sex—>0,y—>0
0
=— =0
1x1

Como lim h(x)=+w e lim i(x) =0, apenas a reta de
x—0"

x—>-2n"

equacdo x =—2m ¢ assintota ao grafico de 7 .

24



14.1. 0,8sin(wt + %] = O,E{sin(wt)cos(:]cos(wt)}
= O,S[Sin(wt)cosg + singcos(wt)} =

= :{sin(wt) x? +;cos(wt)}
23

=?sin(wt)+§cos(wt)
14.2. f(t):%cos(wt)—%@

243 . 2 2 3
©?51n(wt)+gcos(wt)—gcos(wt)—gc>
@%sin(wt):—%@2\/§sin(wt):—3©
@sin(wz‘):—i@sin(wt)z—ic

243 2
@sin(wt):sin(—gjc
<:>wt=—§+2knth:4—3n+2k7t,keZ

_4n 2m

@t:——+gkvt —+—k,keZ
w w

Pig. 73

15.1. Tem-se:
sin’ (x + h) —sin’x 3

f’(x)zlimf(x-'—h)_f(x):hm =

h—0 h h—0 h

i [sin(x +h)—sin x][sin(x +h)+sin x] _
h—0 h
=lim sin(x + h) + sinx] x limw =
h—0 h—0 h
sin xcosh+sinhcosx —sinx _
p =
=2sinxx cosx =sin(2x) , dado que

=2sinxx lim
h—0

sin x cosh+ sinh cos x —sin x

lim
h—>0 h
. sinxcosx—sinx .. sinhcosx
=lim +lim =
h—0 h h—0 h
—sinx(l—cosh) inh

=1m

. si
+cosx X lim—— =
h—0 h—0

(1—cosh)(1+cosh)

=—sinx x lim +cosxx1=
h—0

1—cos’h

=—sinx x lim————+cosx =
h—0 h

2.2

=—sinx x lim +cosx =
h—0

. . _sinh
=—sinx x lim
h—0

x limsin/ + cosx =
h—0

=—sinxx1x0+cosx =

=COSXx

Portanto, f" (x)=sin(2x)

25

15.2.

16.

3. Trigonometria

f(x)=0esin(2x)=0o 2x=kn ke Z <

@xz%,keZ@

3n n 3n
Como xe |[0,— | ,vem x=—VX=TTVX=—.
2 2 2

X 0 E T 3_7[
2 2
f’ + 0 - 0 + 0
S / 1 N 0 V4 1
Max. Min. Max.

A fungdo [, neste intervalo, ¢ estritamente crescente em

s 3n , .
0, E eem |7, 7 ¢ ¢ estritamente decrescente em

[g s n} . Tem dois maximos relativos, sao eles f [gj =le

f (37“] =1 e tem um minimo relativo que ¢ f(m)=0.

Areta ¢ tem declive igual a —1, pelo que a abcissa do ponto

A éasolugdo da equagdo g'(x)=-1,com xe]-n, 7.

g (x)= (sinx—cosx)' =cosx —(—sinx)
=cosx +sinx
g (x)=-1< cos(x)+sin(x)=-1<
V2

2 .
& —cCosx+—xsinx=——<
2 2 2

T . T . T
<> COS—COSX +SIn—SInx =—CO0S| — |
4 4 4

@X—EZTE—E+2/€TE\/X—E=—T[+E+2k7t,k€Z<:>
4" 4 4 4
<:>x=n+2knvx=—g+2kﬂ:,keZ<:>
T
Como x € |-m, 7, tem-se que x = -

As coordenadas do ponto A4 sdo (—72[ , g(—gﬁ

o3l 3ol 3o
5

Uma equacdo dareta ¢ é:
I .2 O3 .2 DR
8 2 & 2 2
T
@y—(—l):—l[x+5jc>
T
<:>y+1:—x—5<:>

Sy=-x—2-1
4 2



3. Trigonometria

Portanto, a equagio reduzida dareta ¢ é y=—x —g -1. = —M[cos(nt)cosn - sinEsin(nt)j =
17.1. Para x € |0, n , tem-se: NG
, . , :——cos(m-i—fj—
h'(x):(x2 +cos(2x)) —(xz) +(cos(2x)) = 3 3
=2x—2sin(2x) —2?,’/§COS(HI+:+7IJ—
1"(x)=(2x - 2sin(2x)) =(2x) —(2sin(2x)) = 23 cos(m N ﬂj
3 3

=2- 2(sin(2x)) =2-2x2co0s(2x) =2~ 4cos(2x) Trata-se de um oscilador harménico, uma vez que, ¢ dada

1"(x) =0 < 2~ 4cos(2x) = 0 <> cos(2x) = % o por uma expressdo da forma x(¢)= Acos(wz +¢), onde
A>0,w>0 epe[0,2n].
@2x=£+2k7tv2x=—£+2k7t,keZ<:> \/—
3 3

18.2. Amplitude: 23
n T 3
<:>x=g+k7tvx=—g+kn,keZ

Periodo: E:Z
T
Como x €0, x| tem-se h"(x):0<:>x:%vx:5—7t

6 Frequéncia: %

x |0 i on b Angulo de fase: 4n
6 6 3
h' - 0 + 0 — 18.3. Determinemos uma expressao da fun¢do x" .
h N V) N '
P.L P.L X ()= 2\/gcos(nt + EJ =
3 3
O grafico de / tem a concavidade voltada para cima em 23 ( 4n Jr ' ( 4n]
m Sm . b S5t = —|t+—|sin| wt+— | |=
—,—| e voltada para baixoem |0,—| eem |—, 7 . 3 3 3
6 6 6 6
243 . 4
Tem dois pontos de inflexdo de abcissas g e %t . = g/_[—nsm(m +3n]] =
17.2. A fungdo % ¢ continua em ]0 s n[ pois ¢ definida pela 23 4An
. i . =— sin| wt+— | =
composta e soma de fung¢des continuas (fungdo cosseno e 3 ( 3 J

fungdes polinomiais).

) 23 . 4n ,
Como [%,2:|C]0,TE[, a fungdo % ¢é continua no intervalo X (1)=(—3ESIH[1U+3JJ =
4 =———n||nt+— || cos| wt+— |=
3 3 3
2
W)= 2] +cos| 2x 2 |~ 2,126 23 4n))
4 4 4 B | TCOS Tct+? =

h(2) =2+ cos(2x2) ~ 3,346 237 4n
=-— 3 cos m+?

Como 4 ¢ continua no intervalo {Z ,2} e h(zj <m<h(2),
4 4 Logo,

podemos entdo concluir, pelo Teorema de Bolzano que x"(t):—k( xt) PN
Ixe }Z , 2[ h(x)=m ,isto & que a equagdo h(x)=m tem, 23, 47 23 4n
4 @—Tn cos nt+? =—k| ——cos| it+— | |
. . 7
pelo menos, uma solugéo no intervalo }f , 2{ . o=k
\/5 Portanto k =n’.
18.1. x(t)=sin(mt)- Tcos(nt) = Interpretagdo de —kx(7) : trata-se da forga exercida (pela

NG mola) sobre o ponto P («Lei de Hooke»).
= —SECOS(nt) - 3sin(m)j =

3 3
= —?(cos(nt) —\/gsin(nt)) =

= —? x 2(;cos(nt) —\/jsin(nt)J =

26



