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1.1. Dado um espago de resultados E, finito, se os

1.2.

2.1.

acontecimentos elementares forem equiprovaveis, a
probabilidade de um acontecimento 4 € P (E ) , ¢ igual ao
quociente enre o niimero de casos favoraveis ao
acontecimento 4 e o nimero de casos possiveis.

O ntimero de casos possiveis ¢ igual a 6A2 , isto €, € o niumero
de maneiras diferentes de escolher um par de cores diferentes
de entre as seis cores disponiveis para pintar as faces [BCE] e
[FGH] .

O ntimero de casos favoraveis ¢ igual a 1, ou seja, s6 ha uma
maneira de pintar a face [BCE| de verde e a face [FGH | de

branco.
. . 1
Atendendo a regra de Laplace, a probabilidade pedida é L
2

Numero de casos favoraveis:
25°Cy+2xC+2x°Cy=2x1+2x4+2x10=30

\—y Duas faces pentagonais

Duas faces quadrangulares

Ly Duas faces triangulares

5C, =56

Atendendo a regra de Laplace, a probabilidade pedida ¢ igual a
30 15

56 28"

Designando por 4 o acontecimento «o funcionario reside a

Numero de casos possiveis:

menos de 5 km do local onde a empresa se situa» e por B 0
acontecimento “O funcionario ¢ uma mulher”, vem que a
probabilidade pedida é P(AN B) .

Do enunciado, sabemos que, dos funcionarios desta empresa,

= aquarta parte reside a menos de 5 km do local onde a

ENg e

empresa se situa, ou seja, P(4) =

*  metade sdo mulheres, ou seja, P(B) :%

« dos homens, um quarto reside a menos de 5 km do local
onde a empresa se situa, pelo que, P (A | E) = % .

Tem-se que:

P(4)=P(Bn4)+P(BNA)
@%:P(B)XP(A|B)+P(A(\B)C>

<:>i:i><1+P(AmB)<3
4 2 4

@P(AﬂB)Z%—%@P(AﬂB):

0 | —

1
Portanto, a probabilidade pedida ¢ igual a Iy

2.2.

Dos funcionarios desta empresa, a quarta parte resida a menos
de 5 km do local onde a empresa se situa. Como a empresa tem
120 funcionarios, o numero de funcionarios que reside a menos

de 5 km do local onde a empresa se situa é 30, pois
1
n x120 =30, e o nimero de funcionarios que reside a 5 km ou

mais do local onde a empresa se situa é 90.
O ntimero de maneiras diferentes de se formar uma comissdo
com, pelo menos, quatro dos funcionarios a residirem a menos

de 5 km do local onde a empresa se situa ¢

00, x PC, +°C; x °C, +*°C, x °C, = 123176 340 .

3.1.

3.2.
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Pretende-se mostrar que 3x €[~1,0]: f(x)=0.

Seja h arestrigdo da fungdo f ao intervalo ]—00,0] . Assim,

h(x)=xe"+1 e D, = ]-,0]

A fungdo & ¢ continua por ser definida pelo produto e soma de

fungdes continuas (fungéo exponencial e fungdes polinomiais).

Logo, h é continua no intervalo [~1,0]< D, .

Por outro lado, tem-se que:

h(-1)=-le"'+1= —1+ 1~0,632

e

h(O)sze°+1=1
Como h(-1)<0,8<h(0) ¢ h é continuaem [0,1], pelo
Teorema de Bolzano, podemos garantir, que a equagéo
h(x)=0,8 tem pelo menos uma solugdo no intervalo |-1,0[ .
Portanto, como / € uma restrigdo da fungdo f* ao intervalo
]-.0] e ]-1,0[ =[~1. 0] = ]-%,0], podemos concluir que a
equagdo f (x ) =0,8 tem pelo menos uma solugdo no intervalo
[-1.0].

A fungdio f ¢ continuaem R\ {0} , pelo que apenas a reta de

equagdo x =0 pode ser assintota vertical ao grafico de f .

lim f(x)=f(0)=1

lim /(x)= 1 (0)

. X_ — + —_

th}l ln(e 1) ln(O ) 00

Portanto, a reta de equagdo x =0 ¢ a tinica assintota vertical ao

graficode f .

Assintotas nao verticais (y =mx+ b)

Em -
(~e0x0)

lim f(x)=lim (xe*+1) = 1+ lim (xe")=

X—>—0 xX—>—00 x—>—0
=1+ lim (—ye’-") = yE-xox=-y
Yoo Sex —> -0,y >+
1 1
=1- —=]-—=1-0=1
. e +00
lim —
Yo+ y

A reta de equagdo y =1 ¢ assintota horizontal ao grafico de

fem —o.



Em +o0:
In(e*™—1 (EJ
= tim 20 _ gy (1)
X—>+0 X X—>+0 X
1
ln{e" (1 —XH Ine*+ ln(l —ij
= lim ¢ = lim °/_
X—>+0 X400 X
X+ ln( ] lnLI —ixj
= lim = hm + lim——% 2~
X—>+0 X X0 x X—>+0 X
1-0
( L 1+i ~1
+00

b= Xlirflm[ln(e’— 1) - xJ

= Xli%rgo[ln(e‘—l) —lne‘} = lim {

X—>+0

ln(e' :IH
e

= lim {ln[e{ —lxﬂ = lim {ln(l —lxﬂ
x40 e’ e X—>+o0 e

:ln(l—ijzln(l—O):lnI:O

+00

Portanto, a reta de equagdo y = x é assintota ao grafico de [,

em +o.
41. f (x)*(x%")r :(x3),e"+x3(e ‘)' =
=3¢ +x’(—e ) =3 - xe " =
*e"(3x2 —x3)

f’(x):Oc>e"(3x2—x3):O<:>
Set=0vixr-x*=0s
<:>xe®vx2(3—x)=0<:>

ox¥=0v3-x=0=x=0vx=3

X |-o0 0 3 +00

f + 0 + 0 -

A e e Ny
Max.

A fungdo [ & estritamente crescente em |—o0,0] e em
[0,3] e ¢ estritamente decrescente em |3, + oo . Tem um

27

maximo relativo iguala f(3)==.
e

42. D,=10,+o] eafungo g ¢ continua

Assim, a nica possivel assintota vertical ¢ a reta de equacgdo
x=0.
2
. x +4Inx
hmg( )— lim ——=

x—0" x—0" X

0+4mn(0)
= = = —0
0" 0"
Portanto, a reta de equacdo x =0 ¢ assintota ao grafico da
fungdo g .

Ficha de teste global

Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b) :

s
m= lim g(x) = lim ad +4211nx =

x40 x X—>+0 X

2
— lim % +4 lim ™ x lim L=

X400 X x>+0 x X4 x

:1+4><0><L:1+4><0><0:1
+00

. x> +4Inx . X +4lnx—-x*
b=Ilim|l ———x|=lim———MM =

X—>+0 X X400 X

im0 i X 4020

Xt x Xty

Como D, = R", a tnica assintota ndo vertical do grafico de
g ¢éaretade equagdo y=x.

f(3+h)-f(3)

51, f'(3)=lim p
—liml (3+h)—ln3
h—0 h
In 3+h]
. 3
=lim
h—0 h

h ( /7] , h
y=h|l+-|o=1l+-<
h 3 3
In 1+§) 1 h
=lim——%x— <3¢ !

Seh—>0,y—>0

1
37 050e'-1 3 . e-1 31 3
lim

Portanto, f'(3) =§

5.2. Seja r areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0.

Para x <2, tem-se que:

f(x)= (ez"— x)' = (ez")' —(x)' =2e>-1
Odechvederef( )=2e"-1=1.

£(0)=¢""-0=1.

O ponto de coordenadas (0, 1) pertence a reta 7

Um vetor diretor tem coordenadas (1 s 1) ja que o declive de
réigualal.

Assim, (x,y)=(0,1)+k(1,1), k€ R ¢ uma equagdo
vetorial da reta r

5.3. Para x<2, f() 2e”-1.
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In2 iz
R 5 2 23=4—2e3<:>23=4—2[cos£+isingj
3 3
f - 0 + + NG
7 N ~ Sn=4-2 o+ ozn=4-1-fie
Min. Max.
<:>23:3—\/§i

. . In2 ,
A fungdo f ¢ estritamente decrescente em }oo , = 7} eé

|z,| = 32+(—\/§)2 =V9+3=12=23

estritamente crescente em {—ln—z s 2} . Tem um minimo -
2 Sendo Arg(z;) =0, tem-se tanQ:T/\HeM’Q,

. In2 L. .
relativo igual a para x = ——— e um maximo relativo igual . o
2 portanto, § =—— . Assim, z, = 23e ¢ , logo:
para x=2. 6

23+z3:0<:>23+2\/§eiig20
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6.1 (.15+ : JS < ['4x3+3+ 1+i ]5 er=2e fer= 2J§e"[" I
Ao oz =i+ — z, =1 —_—

1-i )

(1-i)(1+i

Tn

,i ,iﬂ
o= ¢ @z=\2Be ¢ &

1+iY 1+iY’
oz =1+ &z =| —it— (T, 20
! ( 1—i2) ! ( 2] @zzilzﬁe(ls 3j,k:0,1,2
A7n

2it1+iY 11y = i 172
Sz = Y Sz = E—El z={12e Bvz=12e8vz=Y12¢ "
7.1. Tendo em conta que o tridngulo [RQS ] ¢é retangulo em Q

, 1 1.
Vamos escrever o numero complexo ———i na forma A A - N
2 2 dado que o angulo RQOS ¢ inscrito numa semicircunferéncia:

trigonométrica. RO RO —
cosa =:Q & cosa =—Q & RO =2cosa

Loy Yy (Y[t 1 2 2 ks 2
2 2172 2) N4 4 N4 2 Atendendo a que o tridngulo [POR], retangulo em P, vem:
1

2 RP — )
1 1. —2 CoOSa =—= <> cosa = < RP=2cos” a
Sendo 0 = Arg 5—51 , vem tanH:T/\He4°Q,ou RO 2cosa
2 sina:P:Qc>sina: PO
R 2cosa

seja, tand=1A0€4.°Q , pelo que, = I Assim, L L
4 < PQ =2sinacosa < PQ =sin(2a)

———i=——e 4. ] RPxPQ 2cos”axsin(2
2.2 2 Area do tridngulo [PQR]zRP;PQ: cos a;sm( a)
(L o (B () )
z, = 575 z, 5 e z, = ) e Portanto, A(a)=cos’asin(2a), onde ae}O,E{.
2 -t
Sa=g t 7.2. Para ae}o,g[
2

2 =%ef% 7z =f[cos[—?}+isin(—i:‘}) A (a) =[ cos” arsin(2a) ] =
L ﬁ(_ﬁ ﬁiJ - = (cos* @) sin(2a) + cos® a(sin(2a))

= ZCosa(cosa)’ sin(2a) + cos’ a(ZCos(Za))

8 8 =2cosa(—sina)sin(2a)+2cos’ a cos(2a)

sm . . )
. r . & e = —_
Portanto, z, na forma trigonométrica ¢ igual a = ¢ 4 ena 2sinacosasin(2a)+2cos” acos(2a)

- :—25inacosax25inacosa+20052a(cosza—sinza)
forma algébrica ¢ iguala ——+—1i . . . .
8 8 :—4sm2acosza+20052a(1—sm2a—sm2a)
iZ 2 .2 )
_4_ _9a3 . =2cos a(—Zsm a+1-2sin a)
6.2. z,=4-z,,como z,=2e?, vem que:

= 2cosza(l —4sin’ a)



A'(a)zO/\ae 0,E &
2

<:>2c0s2a(1—4sin2a):0/\ae 0,

1]
T

<:>(2cosza:0v1—4sin2a:0)/\ae}o,g[<:>

. 1
@[cosazOvsmza:ZJ/\ae 0,

S

. 1 . 1 b3
= cosazOvsma:—fvsma:E AOE O’E =

T
Sa=—
6

(SR

A +

/!

o|lolala
|

Max.
A érea do triangulo [PQR] ¢ maxima quando a = g .
8.1. Para xe[n,2n], tem-se que:

—1<cosx<l< e <e™ <e, pois a fungdo exponencial,
y=e", é estritamente crescente.

e'l<e <eoe'-1<e™ —1<e—1

@l—lﬁf(x)ﬁe—l
e

Portanto, D) = {1—1 , e—l} .
: €

8.2. Para xe[n,2n], tem-se que:

P~ (e <0 -

cos X

= (cosx)' e "—0=—sinxe
f'(x)—cos[—x—ng OAxe[n,2n]
= —sinxe“"”—(—sinx) =0Axe [11: , 211:]

cos x

< —sinxe® +sinx=0Ax E[TE, 211:]
= sinx(—e“’”-ﬂ— 1) =0Axe[n,2n]
= (sinx =0v—-e"+1= O)Axe [n s 211:]

c>(sinx:0ve°°”:I)Axe[n,Zn]

< (sinx=0vcosx=0)Axe[n,2n|

3n
<:>x:nvx:7vx:27t

83. lim [f(x) X tan x] = lilgr[tanx(e“’“— I)J(ZO)
7

2

3n
x>—
2

. . eCOSX_ 1
= lim | sinx =
PIREL COS X
2
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COSX_I
= lim sinx x lim =

. 3T cosx
2 2

y=cCcosx

3n
Se x —)T N 0

Y _
—xtimE T s =
y—0 y

Portanto, lirg[f'(x) x tanx] =-1

2
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9. Vamos escrever —1++/3i na forma trigonométrica.

\—1+\/§i\=4/(—1)2+(x/§)2 =JT+3=4=2

Sendo 0= Arg(—l + \/51) , tem-se que

3 2
tan9:£1/\962."Q,peloque Hz?n.

Assim, temos que z :

Lol 26T _2 {5
(reig)z r2 eizg rZ

Escrevendo w na forma trigonométrica, temos
3n
w=-23i=23¢ 2.

ML) i3
z=w<:>%e[3 ]=2\/§e2<:>
(&

3
2
2
r=—
o 226 3 -
20="_2" ok ke
3 2
1
2
R
= \/g =

20:—%+2k7t,keZ

r ! r= ‘{/T
= - fel-=, 0 Al S
PN 3 3

=
Sn
0:—5—n+kn,keZ 0=——
12 12
Assim, se z =w, temos que r:JI e 0:—5—n .
3 12
10.1. Sabe-se que no instante inicial havia 40 coiotes, pelo que
P(0)=40.
P(0)=40—22___40
1+ de *
A=-1
2000 a0 200 0
1+ 4e 1+ 4

@200:40(1+A)@%:1+A

&S5=1+4A< A=4
Portanto, 4=4.



10.2. Tem-se que 30 meses corresponde a 2,5 anos, portanto,

pretende-se determinar P(2,5)— P(0).

Assim, vem:
P(2,5)-P(0)=—25 5 40 -
l+4e 3
:%_40z 65,679
1+4e™

O aumento foi de 66 coiotes.

10.3. Pretende-se determinar ¢ tal que P(t) =3x40.

P(t):3x40<:>P(t):120c>L03[:120
1+4e 5

3 3

@200:120(1% SJ,pois VieR!, 1+4e 5 #0.

_3k 3
<:>@:1+4e 5 <:>§:1+4e =
120 3

5 3 3
S--l=de S o —-=4e° <
3 3

Portanto, o numero de coiotes triplicou ao fim de,

aproximadamente, 3 anos.
11.1. Tem-se que D+ DA= A, como DA=CB , vem:
D+DA=A<D+CB=4
<(3,0,4)+(B-C)=4
< (3.0,4)+[(-3.6.4)-(-1,2,8)]=4
<(3,0,4)+(-2,4,-4)=4
o A4=(1,4,0)

Portanto A(l .4, 0) .

11.2. Volume da pirdmide [4BCDV] =

11.3.

11.4.
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area da base x altura
3

BC <MV
3

M ¢ o ponto médio de [BD], determinemos as suas

coordenadas.

M —3+3’6+0’4+4 @M(0,3,4)
2 2 2

MV=V-M=(4-0,7-3,6-4)=(4,4,2)

[MV] =v4* + 42 + 2 =16 +16+4 =36 =6

BC=\(-3+1)" +(6-2)" +(4-8)

=J4+16+16 =36 =6

6°%x6

Assim, volume da pirdmide [ABCDV] ¢ V= =72

MV = (4 4, 2) ¢ um vetor normal de ABC
ABC: 4x+4y+2z+d =0
Como A(1,4,0)e ABC , temos
4+4x4+0+d=0<d=-20
ABC:4x+4y+2z-20=0
& 2x+2y+z-10=0
Ntmero de casos possiveis: '’C; (nimero de maneiras de
escolher 5 cores, de entre 10)
Numero de casos favoraveis: °C, (depois de selecionada a

cor vermelha, é necessario escolher mais 4 cores, de entre as
9 restantes).
Portanto, a probabilidade pedida €, por aplicagio, da regra de

Laplace:
’c, 1

4 _

10C5 - 2




