1.1.

1.2.

M.A.C.S. (11.° ano)
Modelos populacionais

Exercicios de Provas Nacionais - Propostas de resolu¢do

De acordo com o modelo apresentado, podemos calcular as distancias percorridas, respetivamente
em 5 segundos e em 10 segundos apos o inicio da prova:

e D(5) = —3680 + 1840 log(5 + 100) ~ 38,98831
e D(10) = —3680 + 18401og(10 + 100) ~ 76,16254

Assim temos que a distancia percorrida nos primeiros 5 segundos foi, aproximadamente 38,99 metros
e nos 5 segundos seguintes foi de 76,16254 — 38,98831 =~ 37,17 metros. Assim, no segundo periodo
de 5 segundos percorreu uma distancia inferior no mesmo espago de tempo, pelo que a afirmagao do
atleta é correta.

Como a prova tem 1000 metros, o tempo,
em segundos, que o atleta demorou a fazer
a prova ¢é a abcissa do ponto de intersecao
do gréfico da funcdo que modela a distancia
percorrida pelo atleta com a reta de equagao 1000 —
y = 1000 .

|

i
Assim, usando a funcdo da calculadora |
para determinar valores aproximados das :
coordenadas do ponto de intersecao da \
representagao grafica do modelo com a :
reta, representamos o grafico da fungao |
y = —3680 + 1840log(z + 100) e a reta |
y = 1000, numa janela ajustada, obtemos :
o valor aproximado (com arredondamento 0 249,5 x
as décimas) das coordenadas do ponto de
intersecao: (249,5; 1000) .

Assim, temos que o atleta demorou 249,5 segundos a completar a prova, e como o recorde mun-
dial é de 3 x 60 + 15 = 195 segundos, a diferenca, em segundos, arredondado as décimas, entre o
tempo alcancado pelo atleta e o recorde mundial é:

249.5 — 195 = 54,5 segundos

Exame — 2022, Ep. especial
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Temos que o numero aproximado de peixes da espécie A existentes no lago:

20
tré 5 inicio d 2 A =2
e trés anos apds o inicio do ano 2000, era A(3) 1 9900553 ,00379
20
e seis anos apés o inicio do ano 2000, era A(G) = W ~ 11702083

Assim, neste periodo, o aumento foi de A(6) — A(3) ~ 11,02083 — 2,00379 =~ 9,01704 centenas de
peixes, a que corresponde um aumento percentual, a, com arredondamento as unidades, dado por:

2,00379 100 _ 100 x 9,01704

_ 10 o a 450
901704« “ 200 “ %

Como o numero aproximado de peixes da espécie A existentes no lago no inicio do ano 2002 era 95,
20

1+ 99¢—0.8%6
quando atingiu o valor de 6 x 95 = 570, ou seja 5,7 centenas.

porque A(6) = ~ 0,95294, entao este numero foi, pela primeira vez, seis vezes maior

Assim, usando a funcao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de

intersecao da representacdo grafica do modelo com a Y
20 1

1 + 99¢0-8
e a reta y = 5,7, numa janela ajustada, obtemos o
valor aproximado (com arredondamento &s décimas)
das coordenadas do ponto de intersecao: (4,6; 5,7)

reta, representamos o grafico da fungao y =

Desta forma, temos que o numero de peixes da 5
espécie A foi, pela primeira vez, seis vezes maior do que ’

|
o numero de peixes existentes no inicio do ano 2002, /
4,6 anos ap6s o inicio de 2002, ou seja durante o ano de 1

2004. 0 4,6 x

0 2

Como o numero de peixes da espécie A existentes no lago, em centenas, t anos apds o inicio do ano 2000,

é bem aproximado pelo modelo A(t) = T3 99008 temos que o numero maximo de peixes desta espécie
e )

se aproxime de 20 centenas, ou seja dos 2000 peixes.

Assim, o nimero maximo de peixes da espécie B deve aproximar-se de 4000 (o dobro da espécie A) pelo
que apenas os graficos das opgoes (C) e (D) podem representar o modelo que aproxima o nimero de
peixes da espécie B ao longo do tempo.

Adicionalmente, como ¢t = 0 corresponde ao inicio de 2000 e o modelo deve reportar-se ao inicio de 1997,
a que corresponde t = —3, o gréafico deve estar representado para valores de t superiores ou iguais a —3
(t > —3), pelo que das duas opgoes anteriores, apenas o grafico da opgao (D) pode representar o modelo
pretendido.

Resposta: Opgao D
Exame — 2022, 2.* Fase
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3.1. De acordo com o modelo apresentado, podemos calcular o nimero de plantas da espécie A:

e No inicio do projeto de reflorestagao, ou seja 0 meses apds o inicio do projeto:
A(0) = 30+ 101n(0% + 1) = 30 centenas = 3000
e 2 meses apés o inicio do projeto:
A(2) =30+ 101In(23 4 1) ~ 51,972 centenas ~ 5197

Ou seja, nos primeiros dois meses do projeto o aumento do ntimero de plantas desta espécie foi
5197 — 3000 = 2197, a que corresponde uma percentagem de aumento a, relativamente ao valor
inicial, arredondada as unidades:

3000 100 100 x 2197

07~ @ 70T T30 T AT

3.2. Calculando o nimero de plantas da espécie A e da espécie B ao fim de 12 meses, temos:
e A(12) =30 + 101In(123 + 1) &~ 104,553 centenas ~ 10455
e B(12) =10 + 1,262 = 26,012 centenas = 2601

Calculando a razao entre estes valores, temos:

A(12) 10455

B(12) © 2601

)
Pelo que podemos afirma que A(12) ~ 4 x B(12)

Resposta: Opgao B

3.3. Representando na calculadora grafica os modelos da
variagdo dos numeros de plantas das espécies A e
B (y=30+1In(z®+1) ey = 10+ 1,26%), para os
valores do tempo indicados, ou seja, 0 < x < 24,
obtemos os graficos que se encontram reproduzidos
na figura ao lado.

Usando a funcao da calculadora para determi-
nar valores aproximados das coordenadas do ponto
de intersecdo das representacoes gréficas dos dois
modelos, obtemos os valores aproximados (as
centésimas) das coordenadas, ou seja, os valores
correspondente ao tempo em que o numero de
plantas das duas espécies era igual, ou seja, o ponto
de coordenadas (20,35 ; 120,40) 0

120,40

Assim, temos que o numero de plantas das duas espécies era igual ao fim de 20,35 meses, a que
corresponde um niimero aproximado (as unidades) de 20,35 x 30 ~ 611 dias.

Exame — 2022, 1. Fase
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4.1. Quando foi inaugurada a rddio OnOfff, ou seja, zero anos apds a sua inauguracao (¢ = 0), o ndmero
aproximado de ouvintes era:

R(0) = 7700 + 14711n(0 + 1) = 7700 + 1471 x 0 = 7700
Cinco anos apds a inauguracao (t = 5), o nimero aproximado de ouvintes era:
R(5) =7700+ 1471 1n(5 + 1) ~ 10336
Assim, o valor aproximado do aumento de ouvintes, decorridos cinco anos apds a inauguragao, €é:
R(5) — R(0) ~ 10336 — 7700 ~ 2636

Ou seja, nos primeiros cinco anos o aumento do nimero de ouvintes foi superior a 2500.

4.2. Usando a fungao da calculadora para determinar valores Yy
aproximados das coordenadas do ponto de intersecao T
da representacao grafica do modelo com a reta, repre- /
sentamos o grafico da fungao y = 7700 + 1471 In(z + 1) 12000
e a reta y = 12000, numa janela ajustada, obtemos o
valor aproximado (com arredondamento as centésimas)
das coordenadas do ponto de intersegao: (17,6; 12000)

Assim, temos que o numero de ouvintes ultrapas-
sou pela primeira vez a marca dos 12 000, 17 anos apds
a inauguracao da radio, ou seja durante o ano de 2017.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Como a atualizacao dos equipamentos ocorreu no < !
inicio do ano seguinte, esta ocorreu em 2018. ol 17,6

A 4

Exame — 2021, Ep. especial

5.1. Calculando o nimero de alunos estrangeiros inscritos nesta faculdade no inicio de 2004, ou seja 4
anos apos o inicio de 2000 e o niimero de alunos estrangeiros inscritos no inicio de 2007, temos:

2500
2500
E(7) A2 765,44 ~ 765

T 1+ 15e-027x7

Assim podemos concluir que a afirmagao é falsa porque o triplo do niimero de alunos estrangeiros
inscritos na faculdade F1 no inicio de 2004 é 410 x 3 = 1230, que é um valor que nao é bem aproxi-
mado pelo valor de E(7).
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5.2.

6.1.

@

5/34

Representando na calculadora grafica os modelos da variagao do ntimero de alunos estrangeiros ins-

critos nas duas faculdades (y e y = 200e%16%) numa janela compativel com o limite

T 1+ 15e 027
temporal dos modelos, ou seja, 0 < z < 15, obtemos os graficos que se encontram reproduzidos na

figura seguinte.

Usando a fungdo da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas dos pontos
de intersecao dos dois modelos, obtemos os valores
aproximados (&s centésimas) das coordenadas, ou
seja, os valores correspondente aos tempos em
que o numero de alunos estrangeiros inscritos nas
duas faculdades era igual, ou seja, os pontos de
coordenadas (2,89; 319,79) e (13,90; 1850,03)

1850,03

Assim, observando os valores arredondados as
unidades dos pontos de intersegao t; ~ 2,89 ~ 3 e
to ~ 13,90 ~ 13 podemos concluir que, o nimero
de alunos estrangeiros inscritos, no inicio de cada
ano, na faculdade F1 foi superior ao numero de
alunos estrangeiros inscritos, no inicio de cada ano,

317,79

na faculdade F2 entre 2003 e 2014, ou seja, durante 0
2014 — 2003 = 11 anos.

Exame — 2021, 2.2 Fase

Como o numero de utilizadores, em milhares, que, ¢t anos apds o inicio do ano de 2016, na regiao
do Alentejo, utiliza a ParaPagarApp é bem aproximado pelo modelo, no inicio de 2016 (¢ = 0), o
nimero de utilizadores era:

20
A(0) = 1+ e—0.2x0

Como o numero de utilizadores, em Portugal continental, era 50 000, ou seja, 50 milhares, e o nimero
de utilizadores que nao pertenciam a regiao do Alentejo, correspondente a 50 — 10 = 40 milhares,
entao calculando a percentagem, p, correspondente aos utilizadores que nao nao pertenciam a regiao
do Alentejo, temos:

= 10 milhares

po_100 o 40x100 o 40x100
10 50 P75 P="5 p=

Ou seja, no inicio de 2016 a percentagem de utilizadores da aplicagao que nao pertenciam a regiao
do Alentejo era 80%.
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7.1.

@
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Atendendo aos valores indicados no mapa, a percentagem de utilizadores da aplicacdo no Alentejo, numa
perspetiva de longo prazo, é:
100 —20—-25—-30—-15=10

Como o numero de utilizadores da aplicagao em Portugal continental, se estima em 200 000, o niimero de
utilizadores estimado na regido do Alentejo, ou seja 10% deste valor, corresponde a:

200000 x 0,1 = 20000

Representando o modelo apresentado para a regiao Y
Alentejo, num horizonte temporal alargado, por exem-
plo de 30 anos, ou seja até 2046 ou seja, 0 < =z < 30,
obtemos o grafico que se encontra reproduzido na
figura ao lado.

A

20

Determinando o valor aproximado de utilizadores
esperados no ano 2046, ou seja, numa perspetiva
de longo prazo, podemos verificar que o numero de
utilizadores no Alentejo tende a estabilizar em 20
milhares, ou seja, um valor aproximadamente igual ao
valor calculado a partir dos dados do mapa, pelo que
se pode considerar o modelo adequado. 0

Exame — 2021, 1.2 Fase

Para determinar o instante em que a qualidade da dgua é considerada boa pela primeira vez, ou seja,
0 tempo correspondente ao instante em que o nimero de micro-organismos por cada 100 ml é igual
a 99, devemos resolver a equagao c(t) = 99

Usando a funcao da calculadora para determinar valores
aproximados das coordenadas do ponto de interse¢ao da y
representacao grafica do modelo com a reta, representa- 4
mos o grafico da funcao y = 1200e=%2% e a reta y = 99,
numa janela ajustada, obtemos o valor aproximado
(com duas casas decimais) das coordenadas do ponto de
intersegao: (9,98; 99)

Assim, temos que o instante em que a qualidade da
agua é considerada boa pela primeira vez, é t &~ 9,98 dias,
e calculando o nimero de peixes existentes no lago, neste
instante, temos: 99

5 ‘ >
m ~ 4745 mﬂhares 0 9798 x

p(9,98) ~

Logo, como 4400 peixes sao 4,4 milhares, temos que p(9,98) é maior que 4,4, ou seja, no instante em
que a qualidade da dgua é considerada boa pela primeira vez, o nimero de peixes existentes no lago
é superior a 4400.
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7/34

7.2. Observando a expressao algébrica da funcdo p (ou a sua representagio gréfica), podemos verificar que o

8.1.

©

nimero de peixes no lago tende a estabilizar no valor 5 milhares.

Assim, a introducao da nova espécie de peixes deve acontecer quando a populacao da espécie existente

no lago for de 5000 — 400 = 4600, ou seja, de 4,6 milhares.

Para determinar o instante em que a populagao é de 4,6 milhares, devemos resolver a equacao p(t) = 4,6

Usando a funcao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de
intersegao da representacao grafica do modelo com a

reta, representamos o grafico da fungao y = =T
e )

e areta y = 4,6, numa janela ajustada, obtemos o valor
aproximado (com arredondamento as centésimas) das
coordenadas do ponto de intersecdo: (11,63 ; 4,6)

Assim, temos que ao fim de 12 dias, apdés a ma-
nutencao do lago passar a ser feita pela AAA, pode-se
fazer a introdugao de novos peixes (porque foi no de-
correr do 11.° dia que a populacao dos peixes existentes
atingiu o valor de 4600).

Y

46

4

L —

11,63

(N
7

T

Exame — 2020, Ep. especial

Como a Elsa tomou o medicamento as 9 horas (a que corresponde ¢ = 0), entdo as 14 horas e 30
minutos corresponde a um momento em que passaram 5 horas e meia, ou seja, t = 5,5

Assim, determinando a temperatura corporal da Elsa, as 14 horas e 30 minutos, de acordo com

o modelo, temos:

C(5,5) = 26 4 13~ 0:008%5:5 ~ 38 440°C

Calculado a temperatura no momento da toma do medicamento, temos:

C(0) =26 + 13¢~*09%%0 = 39°C

Como C(0) — C(5,5) ~ 39 — 38,440 =~ 0,56, podemos verificar que a diminui¢gdo da temperatura
neste periodo de tempo foi superior a 0,5°C e concluir que nao terd sido necessario recorrer a outro

medicamento.
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8.2.

9.1.

©
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Representamos na calculadora grafica os graficos do modelo da evolucao da temperatura corporal da Elsa
em fungao do tempo (y = 26 + 13e72:998%) ¢ das retas correspondentes as temperaturas comunicadas nos
dois telefonemas, 38 °C e 37,8 °C (y = 38 e y = 37,8), numa janela compativel com o limite temporal
do modelo, ou seja, 0 < x < 24 e também com os valores esperados para a evolugao da altura, ou seja,
35 <y < 40, que se encontra reproduzido na figura seguinte.

Usando a funcao da calculadora para Y
determinar valores aproximados das
coordenadas dos pontos de intersecao do
modelo com as duas retas, obtemos o
valor aproximado (&s décimas) das abcis-
sas dos pontos de intersecao, ou seja, os

N

valores correspondente aos tempos em que 38
as temperaturas eram, respetivamente 378 T\T
38 °C e 37,8 °C, ou seja, os pontos de b
coordenadas (10,0; 38) e (12,1; 37,8) b
| |
| |
Assim, o tempo decorrido entre os $ b
dois telefonemas foi de 12,1 — 10,0 ~ 2 A 5
minutos ol 10,012,1 x

Exame — 2020, 2.* Fase

Podemos calcular a a altura em metros, a que o balao se encontrava no instante em que foi langado,
ou seja, o valor do modelo para t = 0:

30

A = =
(©0) 1+ 29e—2x0

Da mesma forma podemos determinar a altura do baldo 1 minuto apéds o langcamento, ou seja, o valor

do modelo para t = 1:
30

T 14 29e-2x1

E assim o valor, em metros, arredondado as unidades, da subida do balao no primeiro minuto, é:

A1) ~ 6,09

A1) — A(0) ~ 6,09 — 1~ 5

mat.absolutamente.net
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9.2. Representamos na calculadora grafica os graficos do modelo da altura do baldo em fungdo do tempo
30
(y =

1+ 29¢—22
numa janela compativel com o limite temporal do modelo, ou seja, 0 < 2 < 5 e também com os valores

esperados para a evolucao da altura, ou seja, 0 < y < 30, que se encontra reproduzido na figura seguinte.

) e das retas correspondentes as alturas de 12 metros e de 20 metros (y = 12 e y = 20),

Y

Usando a fun¢ao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas dos pontos
de intersecdo do modelo com as duas retas,
obtemos o valor aproximado (as centésimas) das
abcissas dos pontos de intersecao, ou seja, os 20
valores correspondente aos tempos em que as
alturas eram, respetivamente 12 e 20 metros,
ou seja, os pontos de coordenadas (1,48; 12) e 12
(2,03; 20)

Assim, o baldo esteve entre os 12 e os 20
metros durante 2,03 — 1,48 = 0,55 minutos

A 4

I
I
I
I
|
T
! I
! I
! I
! I
! I
I
B
0 1,48 2,03 x

Calculando o numero de segundos correspondentes a 0,55 minutos, temos:
0,55 x 60 = 33

Ou seja, de acordo com o modelo foram lancados confetes durante 33 segundos.
Exame — 2020, 1. Fase

10.1. Representando na calculadora gréfica, o modelo da
variagao do nimero de visitantes do CCF em cada ano

W = Tpeom
visitantes, ou seja, 75 milhares (y = 75), numa janela
que permita observar a intersecao dos dois gréficos,
obtemos a representacao reproduzida na figura ao lado.

), e a reta correspondente a 75 000

75

Usando a funcdo da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de
intersegao do modelo de variagao com a reta, obtemos os
valores aproximados (as décimas) das coordenadas, ou
seja, o valor correspondente ao niimero de anos apds o
inicio de 1990 em que o nuimero de visitantes foi 75 000:

(4,2 75) - = -

Assim, podemos concluir que o nimero de visitantes ultrapassou pela primeira vez o valor de 75 000
4,2 anos ap6és o inicio de 1990, ou seja, durante o ano de 1994.

@
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10.2.

11.1.
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Calculando o niimero anual de visitantes no inicio de 1995, ou seja 5 anos apds o inicio de 1990, temos:

120

V(5) = 1+ 5e—0:5%5

~ 85,0807 milhares de visitantes
Da mesma forma, o nimero anual de visitantes no inicio de 2000, ou seja 10 anos apds o inicio de 1990,
é:

120
1+ 5670,5><10
Assim, o valor percentual do aumento do nimero de visitantes do CCF entre o inicio de 1995 (100%) e
o inicio de 2000, arredondada as unidades, é:

V(10) = ~ 116,0890 milhares de visitantes

85,0807 _ 100 31,0083 x 100

= s p= = p~ 36
31,0083 p 7 85,0807 p 7 36%

Exame — 2019, Ep. especial

Calculando o valor pelo qual foi arrematado, ou seja o valor associado a zero trimestres, temos;

1000 1000 1000 1000

T 14+4e92x0 T 1440 144x1 5

V(0) = 200 euros

Calculando o valor correspondente a uma valorizacao de 30%, temos:

1,3 x V(0) = 1,3 x 200 = 260 euros
Calculando o valor do quadro, seis meses, ou seja 2 trimestres, apés ter sido arrematado, de acordo
com o modelo, temos:

1000 1000
T 14 4602x2 1+ 4e-04 ~ 271,64 euros

V(2)

Desta forma, de acordo com o critério definido pela Teresa, podemos afirmar que a compra foi um
bom investimento porque o valor do quadro seis meses apés ter sido comprado (271,64 €) é superior
a uma valorizacgao de 30% (260 €).
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11.2. Representamos na calculadora gréfica os gréficos do modelo da variacao da valorizagao do quadro (y =

12.1.

@

1000
14 4e—0:22

), numa janela que permita observar a variagdo da valorizagdo até que o preco seja estdvel

ou seja, 0 < x < 40 e também com os valores esperados para a evolucao da percentagem, ou seja,
0 < y < 1100, que se encontra reproduzido na figura seguinte. Usando a funcao da calculadora que
pemite observar as coordenadas dos pontos do grafico, e fazendo variar os valores das abcissas dos pontos,
podemos verificar que com o passar do tempo, o valor de mercado do quadro tende a estabilizar em torno

dos 1000 €,

Assim, como a Teresa vendeu o quadro por um prego 40 euros abaixo desse valor, calculamos o preco de

venda do quadro:

1000 — 40 = 960 €

Representando na calculadora grafica, para além do
modelo anterior, a reta correspondente ao 960 €
(y = 960), obtemos o gréfico reproduzido na figura
ao lado.

Usando a funcao da calculadora para determi-
nar valores aproximados das coordenadas do ponto
de interse¢ao do modelo de variagao com a reta,
obtemos os valores aproximados (as décimas) das
coordenadas, ou seja, o valor correspondente ao
tempo em que o valor de mercado do quadro era de
960 euros, ou seja: (22,8; 960)

Assim, podemos concluir que, a Teresa vendeu
o quadro 22,8 trimestres apds o ter arrematado no
leildao. Como cada trimestre tem 3 meses, temos que
a venda foi feita apds

22,8 x 3 = 68,4 meses

o nimero de meses que a Teresa manteve o quadro
na sua posse, é 68 meses.

Y

1000
960

4

W

Exame — 2019, 2.* Fase

Como t representa o tempo, em minutos, e se considera que ¢ = 0 é o instante em que o Paulo
observou, pela primeira vez, a barra de progresso; um minuto antes de o Paulo observar a barra
de progresso pela primeira vez, corresponde a t = —1, pelo que a percentagem da descarga do jogo

associada é:

D(—1) = —200 + 1001og;,(50 x (—1) + 250) ~ 30,103%

Desta forma, como a descarga completa do jogo, corresponde a transferir 8 gigabytes, a percentagem

correspondente, arredondada as décimas, é:

8 x 0,301 = 2,4 gigabytes
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12.2.

13.1.

@
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Para que a descarga do jogo fique concluida, a percentagem deve atingir os 100%. Assim, representamos
na calculadora grafica os graficos do modelo da variagdo da percentagem de descarga (y = —200 +
1001og;( (502 4+ 250)) e da reta correspondente ao 100% (y = 100), numa janela que permita observar
a variagdo da percentagem entre os zero e os 100%, ou seja, —3,5 < z < 20 e também com os valores
esperados para a evolugao da percentagem, ou seja, 0 < y < 100, que se encontra reproduzido na figura
seguinte.

Usando a fungao da calculadora para determi-
nar os valores das coordenadas do ponto de
intersecao do modelo com a reta, obtemos o
valor da abcissa do ponto de intersecao, ou
seja, o tempo (ndmero de minutos) apds o
Paulo ter olhado para a barra de progresso pela
primeira vez, ou seja, o ponto de coordenadas
(155 100)

Da mesma forma, determinamos o valor
da coordenada em que o gréfico do modelo
interseta o eixo das abcissas, ou que permite
determinar o tempo (ndmero de minutos)
antes o Paulo ter olhado para a barra de _3
progresso pela primeira vez, ou seja, o ponto 0
de coordenadas (—3; 0) /

A 4

Assim, temos que antes do Paulo ter olhado pela primeira vez para a barra de progresso passaram 3
minutos e depois de ter olhado passaram mais 15 minutos, até a descarga atingir os 100%, pelo que o
tempo que demorou a efetuar-se a descarga do jogo desde que o Paulo deu inicio ao processo foi:

3+ 15 = 18 minutos

Exame — 2019, 1.* Fase

Recorrendo a calculadora podemos calcular o niimero de eleitores inscritos no momento da criagao
da freguesia, ou seja, zero anos apds a sua criagao (t = 0):

E(0) = 7700 — 14711In(0 4+ 1) = 7700
De forma andloga podemos calcular o nimero de eleitores inscritos cinco anos apds a sua criagao
(t=05):

E(5) =7700 — 14711n(5 4+ 1) ~ 5064

Logo, o valor da reducdo do nimero de eleitores da freguesia, nos primeiros cinco anos, é:

E(0) — E(5) = 7700 — 5064 = 2636
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14.

13.2.

14.1.

14.2.

13/34

Representamos na calculadora grafica os gréaficos do modelo da evolugao do niimero de eleitores em fungao
do tempo tempo (y = 7700 — 1471In(z + 1)) e da reta correspondente & representagido de 5000 eleitores
(y = 5000), numa janela compativel com o limite temporal do modelo do niimero de eleitores, ou seja,
0 <z < 16 e também com os valores esperados para a evolugao do niimero de eleitores (valores inferiores
a 7700), ou seja, 0 < y < 7700, que se encontra reproduzido na figura seguinte.

Y

N

Usando a funcao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de
intersecao do modelo com a reta, obtemos o valor
aproximado (as décimas) da abcissa do ponto de
intersecao, ou seja, os valores correspondente aos
anos passados depois de 2002 em que o numero 5000

de eleitores é igual a 5000, ou seja, o ponto de \
coordenadas (5,3 ; 5000) }

Assim, temos que esta freguesia tem um nimero de
eleitores que garante que a assembleia é constituida
por 13 elementos em 2002 e nos 5 anos seguintes,
ou seja, nos anos de 2002, 2003, 2004, 2004, 2006 e N

2007. 0 53 r

Exame — 2018, Ep. especial

Observando a expressao que define o modelo N, podemos verificar que se trata de um modelo logistico,
limitado superiormente pela assintota de equagao y = 246, pelo que o modelo nao permite a existéncia
de valores superiores a 246.

Por outro lado, calculando N(0), temos:

246 246 246 246

- 14+ ae=065%0 1 4qe0  T4ax1 - 1+a

N(0)
E assim, como a é um nimero real positivo, temos que N(0) é um nimero real maior que zero.

Desta forma, de entre as opgoes apresentadas, a inica que verifica cumulativamente as duas condigoes
enunciadas anteriormente é o grafico da opgao (C).

Resposta: Opcao C

14.2.1. Como o modelo aproxima a altura em funcao de t, medido em minutos, temos que 30 segundos

apos o parasail se ter elevado no ar, deve ser entendido como meio minuto, ou seja t = 0,5

Assim temos que:
e A(0,5) =1+ 35In(25,5 x 0,5 + 0,98) ~ 92,685
e A(1)=1+35In(25,5 x 1 +0,98) ~ 115,674
Desta forma o aumento da altura entre os 30 segundos e 1 minuto foi:

A(1) — A(0,5) ~ 115,674 — 92,685 ~ 22,989

Logo, a percentagem (p) relativamente & altura ao fim de 30 segundos, ou seja, o aumento da
altura em percentagem arredondada as unidades, é:

p 100 22,989 x 100

= ~ 25
A1) - A05)  A(s) P 92,685 i’
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15.

14/34

14.2.2. Representamos na calculadora grafica os graficos do modelo da variacao da altura em fungao do

15.1.

15.2.

@

tempo (y = 1+ 351n(25,5z + 0,98)) e das retas correspondentes & representacao das alturas 120
e 150 (y = 120 e y = 150), numa janela compativel com o limite temporal do modelo, ou seja,
0 < x <5 e também com os valores esperados para a evolucao da altura, ou seja, 0 < y < 200,
que se encontra reproduzido na figura seguinte.

Usando a funcdo da calculadora para determinar Yy
valores aproximados das coordenadas dos pontos de
interse¢ao do modelo com as duas retas, obtemos o

valor aproximado (as décimas) das abcissas dos pontos

de intersegao, ou seja, os valores correspondente aos

tempos em que o parasail estava, respetivamente a 120 150 /
metros e a 150 metros de altura, ou seja, os pontos de /
coordenadas (1,1; 120) e (2,7; 150) 120

Assim, podemos concluir que o parasail se man-
teve a uma altura entre os 120 e os 150 metros durante
2,7 — 1,1 = 1,6 minutos, aproximadamente, ou seja,
durante menos de 2 minutos, pelo que o ator nao tem
razao. 0 1,1 2,7 z

W

Exame — 2018, 2.2 Fase

Como 90 segundos correspondem a 1 minuto e 30 segundos, ou seja, 1 minuto e meio ou seja, 1,5
minutos, temos que a altitude do avido da companhia AirOnPlane, 90 segundos apds o inicio da
monitorizacao, de acordo com o modelo, é:
A(1,5) = ) ~ 1,2
(1) = T3 q7e-nmas = 129
Ou seja, como o modelo dé a altitude em milhares de metros, a altitude do aviao é de 1,295 x 1000 =
1295 metros.

Logo, como o modelo tem uma margem de erro de 10 metros, a altitude real pode variar entre
1295 — 10 = 1285 e 1295 4+ 10 = 1305 metros.

Representando na calculadora grafica os modelos da variagao da altitude dos dois avioes em fungao
8

9
= e =
L+17e 07 ¥ = T4 31e=
modelo, ou seja, 0 < x < 15 e também com os valores esperados para a evolugao da altura, ou seja,

0 <y < 10, obtemos os graficos que se encontram reproduzidos na figura seguinte.

o tempo (y , numa janela compativel com o limite temporal do
do t janel tivel limite t 1d

Usando a funcao da calculadora para determinar Yy

valores aproximados das coordenadas dos pontos T A
de intersecao dos dois modelos, obtemos os valores
aproximados (as décimas) das coordenadas, ou seja,
os valores correspondente aos tempos em que os dois
avides estavam a mesma altitude, ou seja, os pontos

de coordenadas (2,5; 2,3) e (6,5; 7,7)

Assim, podemos concluir que, durante os 15
minutos de voo monitorizado, o aviao da companhia
AirOnPlane voou a uma altitude inferior & do aviao
da companhia BeOnAir entre os 2,5 minutos e os
6,5 minutos, ou seja durante 6,5 — 2,5 = 4 minutos,
aproximadamente.

W
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16.

15.3.

16.1.

16.2.

@

15/34

Calculando a altitude do avido da companhia AirOnPlane ao fim dos 15 minutos de voo monitorizado,
temos:

9
A(15) = 1+ 17e-0,7x15 ~9
Assim, como a altitude méxima prevista era de 12 000 metros, e a altitude atingida foi de aproxima-
damente 9 000 metros, a percentagem (p) da altitude maxima estabelecida no plano de voo, atingida

durante os 15 minutos de voo monitorizado, é de:

12000 _ 100 100x9000
9000  p —P7T T12000 p= o7

Resposta: Opgao D

Exame — 2018, 1.2 Fase

Como o modelo dd uma boa aproximagao, com arredondamento as unidades, do nimero total de
novas partilhas da lista de filmes, ao fim de ¢ horas apds o instante em que o Rui partilhou a lista de
filmes, ou seja, t horas apds as oito horas, temos que:

e as treze horas correspondem a t = 13 — 8 = 5 e P(5) = 12e038*% — 2~ 78
e as catorze horas correspondem a t = 14 — 8 = 6 e P(6) = 12e938%6 — 2 ~ 115

Assim, vem que o ntimero total de novas partilhas realizadas entre as treze e as catorze horas (inclu-
sive) é 37, porque:
P(6) — P(5) ~ 115 — 78 = 37

Representamos na calculadora grafica os graficos do modelo da variacao do nimero total de partilhas
em fungao do tempo tempo (y = 12e%3%% — 2) e da reta correspondente a representacio de 500 novas
partilhas (y = 500), numa janela compativel com o limite temporal do modelo, ou seja, 0 < z < 12 e
também com os valores esperados para a evolu¢ao do nimero de partilhas (valores inferiores a 500),
ou seja, 0 < y < 700, que se encontra reproduzido na figura seguinte.

Usando a fungao da calculadora para determinar valores yA
aproximados das coordenadas do ponto de intersegao

do modelo com a reta, obtemos o valor aproximado (s
décimas) da abcissa do ponto de intersegao, ou seja, o 500

valor correspondente ao ntumero de horas apds as oito
horas em que o nimero de novas partilhas é igual a 500,
ou seja, o ponto de coordenadas (9,8; 500)

Assim, de acordo com o modelo, tinham passado 10
horas depois das oito horas, quando o nimero de novas
partilhas foi pela primeira vez superior a 500, ou seja,
eram 18 horas quando este valor foi atingido. 0

Exame — 2017, Ep. especial
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17.

18.

17.1.

17.2.

18.1.

Representando na calculadora grafica o modelo

da variagao do niimero de alunos inscritos em

Y
2350
fungéo do tempo (y =

W), eareta .1
horizontal definida pela equacao y = 2350,
numa janela compativel com um limite tem-
poral alargado, 0 < x < 20 e também com os
valores esperados para a evolucao da altura, ou
seja, 0 < y < 2500, obtemos os graficos que se
encontram reproduzidos na figura ao lado.

Assim podemos concluir que o ndmero de
alunos inscritos, de acordo com o modelo
apresentado, ird aproximar-se de 2350, que
corresponde, no modelo logistico, ao parametro

W

que determina o limite superior da variacao. 0

Usando o modelo inserido na calculadora gréfica no item anterior, e
visualizando a tabela de valores da fungao, reproduzida na figura ao
lado, podemos identificar que o nimero de alunos matriculados em
2002:

A(2) =~ 754

Assim, pretendemos determinar o ano em que o numero de alunos
matriculados seja 754 + 950 = 1704

Recorrendo novamente a tabela de valores da fungao, pode-
mos verificar que o valor anterior corresponde ao nimero de alunos
inscritos para t = 6, ou seja, A(6) ~ 1704, pelo que 6 anos apds a
inauguracao, ou seja, em 2006 havia mais 950 alunos matriculados
do que em 2002, logo podemos concluir que o jornal passou a ter
instalagoes préprias em 2006.

X Y1

0 391,667

—_

552,610

754,218

988,910

1239,889

1485,066

S| O | W N

1704,294

Exame — 2017, 2.* Fase

Como 2 dias apos a abertura da bilheteira online, corresponde as zero horas do dia 12 de julho de
2000, temos que o numero de bilhetes vendidos antes do dia 12 de junho é o valor de b(2) e o niimero
de bilhetes vendidos até ao final do dia 12 de junho, ou seja até as zero horas do dia 13 de julho é o

valor de b(3), ambos arredondados as unidades.

Assim, o nidmero de bilhetes vendidos no dia 12 de junho é o valor de b(3) — b(2) arredondado

as unidades, ou seja:

b(3) — b(2) = 140 + 6021n(0,5 x 3 + 2) — (140 4 6021n(0,5 x 2 + 2)) ~ 93
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19.

18.2.

19.1.

19.2.

17/34

Representando na calculadora grafica os modelos da variagdo do nimero de bilhetes vendidos nas
duas bilheteiras online em funcio do tempo (y = 140 + 6021In(0,5x + 2) e y = 35¢%14*), numa ja-
nela compativel com o limite temporal dos modelos, ou seja, 0 < z < 30 e também com os valores
esperados para a evolugao da altura, ou seja, 0 < y < 2500, obtemos os graficos que se encontram
reproduzidos na figura seguinte.

Y

4

Usando a fungao da calculadora para de-
terminar valores aproximados das coor- 18127
denadas do ponto de intersecao dos dois
modelos, obtemos os valores aproximados

(as décimas) das coordenadas, ou seja, o

valor correspondente ao tempo em que o

nimero de bilhetes vendidos nas duas bi-
lheteiras era igual, ou seja, o ponto de co-
ordenadas (28,2; 1812,7)

0 28,2 T

A 4

Assim, pela observacdo dos graficos podemos concluir que, até aos 28,2 dias o nimero de bilhetes
vendidos na bilheteira online do parque foi superior ao nimero de bilhetes vendidos pela bilheteira
da empresa ComPromo, ou seja, foi ao fim de 29 dias apés a abertura das duas bilheteiras que o
nimero total de bilhetes vendidos na bilheteira online do parque foi, pela primeira vez, inferior ao
nimero total de bilhetes vendidos na bilheteira disponibilizada pela ComPromo.

Exame — 2017, 1.2 Fase

Como n = 0 corresponde ao dia 1 de janeiro de 2000, temos que: a(0) = 21, assim, resolvendo a
equagao, podemos determinar o valor de b, arredondado as centésimas:

83 83 83
0)=21 —— _—92] & =21 & — =1+5b
a(0) 1+ be—0:25%0 1 + bed T
83
——1=b b2
@21 = 95

19.2.1. Inserimos na calculadora grafica o modelo que dé a percentagem de

horas de emissao diarias no dia 1 de janeiro de cada ano, apds o ano

83
2000 (y = W)’ e visualizamos a tabela de valores da
funcao, procurando os valores compreendidos entre 65 e 74, como X Y1
esta reproduzida na figura ao lado. 9 60,633
Assim, podemos verificar que a percentagem de horas de emissao se 10 64,476
situou entre 65% e 74%, no dia 1 de janeiro correspondem a 11, 12
. . 11 67,824
e 13 anos apds o ano 2000, ou seja nos anos:
12 70,683
2011,2012 e 2013
13 73,082
14 75,066
15 76,688
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20.

19.2.2. Como se pode consultar na tabela do item anterior, no dia 1 de janeiro de 2011, a percentagem

20.1.

20.2.

de horas de emissao dirias foi de 67,82% (a(11) = 67,82).

Assim, podemos calcular o nimero de horas de emissao, nesse dia:

oy o 57,82
0

~ 16,28 horas
Como a empresa comprou 1% das horas de emissdo, o nimero de horas comprado é:
16,28 x L 0,16 h
, — =0, oras
100

Traduzindo o valor anterior em minutos, arredondando o valor as unidades, temos:
0,16 x 60 ~ 10 minutos

Como o tempo adquirido para esta publicidade foi distribuido de igual forma pelos periodos da
manha e da tarde, a empresa terd pago 5 minutos a 1000 € e 5 minutos a 1200 €, ou seja o custo
da publicidade, em euros, foi:

5 x 1000 + 5 x 1200 = 11000 €

Exame — 2016, Ep. especial

As 12 horas do dia 15 de janeiro correspondem a 14 dias e meio ap0s as zero horas do dia 1 de janeiro,
ou seja, ao valor t = 14,5, pelo que o valor de cada PRC, em euros, arredondado com quatro casas
decimais, era:

1,85
v(14,5) = T T2 0TiE 1,6814 €

Como o Francisco pretende obter 1500 PRC, a quantia (¢), em euros, que deve trocar, é:

1 16814
1500 ¢

& ¢=1,6814x 1500 & ¢~ 2522 €

Representamos na calculadora grafica os graficos do modelo da variacdo do valor de cada PRC em
)

14 12¢-0:33

de 1,5 euros (y = 0,75 e y = 1,5), numa janela compativel com o limite temporal do modelo, ou seja,

0 <2 <31 e também com os valores esperados para a evolucao da altura, ou seja, 0 <y < 2, que se
encontra reproduzido na figura seguinte.

funcao do tempo (y = ) e das retas correspondentes as taxas de cambio de 0,75 euros e

Usando a funcao da calculadora para determinar Y
valores aproximados das coordenadas dos pontos de
intersecdo do modelo com as duas retas, obtemos o

valor aproximado (&s centésimas) das abcissas dos 15 /

pontos de intersecao, ou seja, os valores correspon- ’
dente aos tempos em que a ta xa de cambio era,

respetivamente 0,75 € e 1,5 €, ou seja, os pontos de
coordenadas (6,37; 0,75) e (11,94; 1,5)

0,75
Assim, como o periodo de tempo em que a i
taxa de cambio esteve entre os 0,75 € e os 1,15 € !
é de 11,94 — 6,37 = 5,57 dias, os dois amigos nao !
estiveram em Parcévia, simultaneamente, durante ‘ >
0 6,37 11,94 x

dez dias consecutivos.

Exame — 2016, 2.2 Fase
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21.

22.

21.1. Como o modelo dé a percentagem de ouvintes da radio oficial do MaréFest, ¢t horas apds o inicio
da transmissao, ou seja t horas apos as 20h00, a percentagem de ouvintes as 22h00, arredondada as

21.2.

22.1.

décimas, é:

r(2) = 14,8 + 0,7¢%%%% =~ 17,1%

Representamos na calculadora gréafica os graficos do modelo da variagdo da percentagem de ouvintes
e das retas correspondentes as percentagens de 25,2% euros
e de 25,2 + 13 = 382% (y = 25,2 e y = 38,2), numa janela compativel com o limite temporal do
modelo, ou seja, 0 < x < 6 e também com os valores esperados para a percentagem de ouvintes, ou

em funcdo do tempo (y = 14,8 +0,7¢%62)

seja, 0 < y < 50, que se encontra reproduzido na figura seguinte.

Usando a fungao da calculadora para determinar valores
aproximados das coordenadas dos pontos de intersegao do
modelo com as duas retas, obtemos o valor aproximado
(as décimas) das abcissas dos pontos de intersegdo, ou
seja, os valores correspondente aos tempos em que a
percentagem de ouvintes era, respetivamente 25,2% e
38,2%, ou seja, os pontos de coordenadas (4,5; 25,2) e
(5,8; 38,2)

Assim, temos que a hora de inicio da atuagao da
banda principal corresponde a t = 4,5, ou seja, 4 horas e
meia apods as 20h00, isto é, as 00h30.

Da mesma, podemos concluir que a hora de conclusao da atuagao da banda principal corresponde a
t = 5,8, ou seja, 5,8 horas 20h00. Como 0,8 horas correspondem a 0,8 x 60 = 48 minutos, a hora de

conclusao foi as 01h48.

Ou seja, a banda principal atuou entre as 00h30 e as 01h48.

?
Xz

Y
38,2 J
|
|
|
2572/ ‘
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
L
0 45 58

Exame — 2016, 1.2 Fase

O numero de residentes no concelho no inicio de janeiro de 2010 (¢ = 0) é:

1239
P(0)

No inicio de janeiro de 2013, passaram 3 anos completos desde o inicio de janeiro de 2010, ou seja,

1 T 23 x - 0,13x0

~ 52

3 x 12 = 36 meses (t = 36), pelo que o nimero de residentes no concelho é:

12
P(36) = 39

Assim, o valor do aumento do ntimero de habitantes no concelho, neste periodo de tempo foi:

1423 x e0:13x36

~ 1021

P(36) — P(0) = 1021 — 52 = 969 habitantes
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23.

22.2.

23.1.

23.2.

Representando na calculadora grafica o modelo Y
da variagao do niimero de habitantes no conce-

),

lho em fungao do tempo (y =

1+ 23e0.132 1239
e a reta horizontal definida pela equacao P
y = 1239, numa janela compativel com um

limite temporal alargado - 10 anos, 0 < x < 120
e também com os valores esperados para a
evolugao da altura, ou seja, 0 < y < 1500,
obtemos os graficos que se encontram reprodu-
zidos na figura ao lado.

Assim podemos concluir que, com o de-
correr do tempo, o limite para o valor de P é
1239, que corresponde, no modelo logistico, ao
parametro que determina o limite superior da
variagao. 0

A 4

Exame — 2015, Ep. especial

Como t = 1 corresponde ao fim do primeiro dia de negociacao das agbes em bolsa, a cotacao das
agoes ao final do primeiro dia é dado por C(1) e ao final do sétimo dia é dado por C(7):

e C(1)=5,1-3logyo(140,1) =5,1 — 3logy,(1,1) ~ 4,976

o C(7) =5,1—-3logyo(7+0,1) = 5,1 — 3log,,(7,1) ~ 2,546
Logo, o valor da desvalorizacao de cada acao, desde o final do primeiro dia de negociagao das agoes
até ao final do sétimo dia, arredondada as centésimas é:

C(1) — C(7) = 4,976 — 2,546 ~ 2,43 euros

A cotagdo das agoes ao final do segundo dia é dado por C(2), pelo que um tergo do valor registado
no final do segundo dia de negociagao é:
C(2) 5,1-3log;y(2+0,1) 5,1 —3log(2,1)
= = ~ 1,378
3 3 3

Assim, representamos na calculadora gréafica os graficos do modelo da variagao da cotagao de cada
agao em funcdo do tempo (y = 5,1 — 3log(x 4+ 0,1)) e da reta correspondente ao valor de um tergo
da cotagdo no final do segundo dia (y = 1,378), numa janela compativel com o limite temporal do
modelo, ou seja, 1 < x < 20 e também com os valores esperados para a evolugao da altura, ou seja,
0 <y < 5, que se encontra reproduzido na figura seguinte.

Y

N

Usando a fungao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto
de intersecao do modelo com a reta, obtemos o
valor aproximado (&s décimas) da abcissa dos
ponto de intersecao, ou seja, o valor correspon-
dente ao tempo em que a cotagao das agoes era
um terco do valor registado ao fim do segundo
dia, ou seja, o ponto de coordenadas (1,378 17,3)

Assim, como o wvalor indicado foi atingido 1,378 ——
apos o final do 17.° dia, a cotagdo esteve acima
deste valor durante 17 dias apds os rumores
terem comegado. R

|
|
|
|
0 17.3 x

Exame — 2015, 2.* Fase
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24.

25.

24.1.

24.2.

25.1.

Como 1985 corresponde a 5 anos pos 1980, ou seja, corresponde a t = 5, temos que a percentagem
de encartados que sao mulheres é 38%, porque:

- 58
14 1,7e70:23%5

M (5) ~ 37,7
Assim, como o total de novos encartados foi 4750, o numero de mulheres que foram encartadas nesse
ano, é:

4750 x 0,38 = 1805

Inserimos na calculadora grafica o modelo que dé a percentagem de
horas de emissao didrias no dia 1 de janeiro de cada ano, apds o

ano 2000 (y = W), e visualizamos a tabela de valores
da fungao, procurando o primeiro valor superior a 50, como estd X Y1
reproduzida na figura ao lado.
8 45,670
Assim, podemos verificar que o primeiro valor de t, para o 9 47,756
qual se obtém uma percentagem superior a 50% ¢é 11, a que
corresponde o ano 1991 (11 anos apés 1800). 10 49,554
11 51,082
Logo, o primeiro ano em que, no més de janeiro, a percenta-
gem de novos encartados do sexo feminino foi superior a 50% foi em 12 52,366
1991. 13 53,432
14 54,311

Exame — 2015, 1. Fase

Como o dia 1 de junho de 2000 corresponde a t = 0, pelo que o nimero de habitantes de Peso nesta
data é:
P(0) = 1800 x ¢*%5*Y = 1800 x 1 = 1800

Assim, temos que a populagao duplica quando atingir o valor

2 x P(0) = 2 x 1800 = 3600

Inserimos na calculadora grafica o modelo que da a variagao da X Yl

populacio de Peso (y = 1800 x €%:95%) e visualizamos a tabela de 10 2967,7

valores da fungao, procurando o primeiro valor superior a 3600,

como estd reproduzida na figura ao lado. 11 3119,9
12 3279,8

Assim, podemos verificar que o primeiro valor de t, para o

qual se obtém uma populagdo superior a 3600 é 14, ou seja, 13 3448

podemos concluir que 14 anos apds o dia 1 de junho de 2000, o 14 3694.8

namero de habitantes de Peso venha a duplicar. i
15 3810,6
16 4006
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25.2. Representando na calculadora grafica os modelos da variagao dos populagoes de Peso e Neiva em
fungdo do tempo (y = 1800 x €%%% e y = 2000 + 10001n(2z + 5)), numa janela compativel com
o limite temporal dos modelos, ou seja, 0 < z < 30 e também com os valores esperados para a
evolugao da altura, ou seja, 0 < y < 9000, obtemos os graficos que se encontram reproduzidos na
figura seguinte.

Usando a func@o da calculadora para Yy
determinar valores aproximados das
coordenadas do ponto de intersecao

dos dois modelos, obtemos os valores
aproximados (com duas casas decimais)

das coordenadas, ou seja, o valor corres- 5969,44
pondente ao tempo em que a populagao

das duas cidades é igual, isto é, o ponto

de coordenadas (23,98 ; 5969,44)

Assim, pela observacdo do grafico,
podemos verificar que o nimero minimo
de anos ao fim dos quais se estima que
o numero de habitantes de Peso seja
superior ao numero de habitantes de
Neiva, com arredondamento as unidades,
é 24 anos. 0

\
L4

T

25.3. Inserindo na calculadora grafica as listas com os dados relativos aos anos (x) e & populagdo (y),
temos:

0

1 894
2 | 1144
3 | 1407
4

5

6

1665
1920
2183

Desta forma, determinando a regressao linear para estes dados, obtemos os valores de a e de b, apro-
ximados com duas casas decimais: a ~ 258,07 e b = 632,21

Assim, temos que o modelo para a populagao de Runa é:
R(t) = 258,07t + 632,21

Desta forma no dia 1 de junho de 2012, ou seja, 12 anos ap6s o dia 1 de junho de 2000, a populagao
de Runa, arredondada as unidades, é:

R(12) = 258,07 x 12 + 632,21 ~ 3729 habitantes

Exame — 2014, 2.* Fase
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26.

26.1.

26.2.

©

Inserindo na calculadora grafica, numa lista os tempos referidos e em outra lista os nimeros de
micro-organismos correspondentes, temos:

L1 L2
3
5 119,39

Calculando a regressdo para um modelo exponencial (y = a x €*®), obtemos os valores:
e a=3
o b~ 1,452

Assim, temos que o modelo pretendido é:
P(t) =3 x "2 (com t > 0)

Calculando o ntimero de micro-organismos que tinham sido contabilizados na dgua no instante em
que se adicionou a substancia (¢ = 0), temos:

M(0) = 19,39 x e~ %08%0 = 19 39 » 1 = 19,39 milhares de milhdes por cm?®

Assim, um oitavo do niimero anterior é:

8

M(0) = 19é39 ~ 2,424 milhares de milhdes por cm?

Assim, representamos na calculadora gréfica os graficos do modelo do niimero de micro-organismos,
apés ter sido adicionada a substancia, em funcao do tempo (y = 19,39 x e~%98%) ¢ da reta corres-
pondente ao valor de um oitavo do valor inicial (y = 2,424), numa janela compativel com o limite
temporal do modelo, ou seja, 0 < x < 20 e também com os valores esperados para a evolugao do
numero de micro-organismos, ou seja, 0 < y < 30, que se encontra reproduzido na figura seguinte.

Usando a func¢ao da calculadora para determinar valores
aproximados das coordenadas dos pontos de intersecao y
do modelo com a reta, obtemos o valor aproximado (com
trés casas decimais) da abcissa dos ponto de intersegéo,
ou seja, o nimero de dias necessarios para que o nimero
de micro-organismos presentes na agua seja igual a um
oitavo do nimero de micro-organismos que tinham sido
contabilizados na dgua no instante em que se adicionou
a substancia, isto é, o ponto de coordenadas (25,992 ; 2,424)

Assim o ndmero minimo de dias necessarios para que
o nimero de micro-organismos presentes na dgua seja 2424 —
inferior a um oitavo do nimero de micro-organismos que ‘
tinham sido contabilizados na dgua no instante em que se
adicionou a substancia foi de 26 dias.

(N

0 25992

Exame — 2014, 1.2 Fase
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27.

27.1. Inserindo na calculadora grifica as listas com os dados relativos & duragao da chamada () e ao custo
total da chamada no tarifdrio N (y), temos:

Duracao Tarifario N
(em minutos) (euros)

(z) (v)
0,196

0,338
0,473
0,561
0,606
0,626
0,633
0,637
0,638
0,639

—_

OO | W| N

—
o

Calculando a correlagao do tipo logistico para os dados inseridos nas listas anteriores, obtemos os
seguintes valores de a, b e ¢ com arredondamento as milésimas:

e a = 5,730

e b= 0,931

e c~ (0,639

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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27.2. Inserindo na calculadora grifica as listas com os dados relativos & duragao da chamada () e ao custo
total da chamada no tarifdrio M (y), temos:

Duracao Tarifario M
(em minutos) (euros)

() (y)
0,094

0,188
0,282
0,376
0,470
0,564
0,658
0,752
0,846
0,940

—_

O | 0[N || T | W N

—_
o

Determinando o coeficiente de correlacao linear, referente a estas duas listas, com aproximagao as
centésimas, obtemos o valor r = 1

Visualizando o diagrama de dispersao referente as duas listas obtemos o seguinte grafico:

—
|

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5 r
0.4 .

0.3 3

0.2 3

0.1 + .

Custo total da chamada (€)
>

Duracao da chamada (min)
Como os pontos do diagrama de dispersao estao alinhados e dispostos sobre uma reta, a correlagao

é perfeita, o que é conformado pelo valor do coeficiente de correlagdo (r = 1), pelo que um modelo
de crescimento linear é perfeitamente apropriado para descrever os dados relativos ao Tarifario M.

mat.absolutamente.net
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27.3. Representamos na calculadora grafica os graficos dos modelos da variacao do custo das chamadas em

1+ 5,730e-0:931x
tarifario N) e (y = 0,94z, para o tarifdrio M), numa janela compativel com o a duracao das chamadas
indicadas na tabela, ou seja, 0 < x < 10 e também com os valores dos custos indicados na tabela, ou
seja, 0 < y < 1, que se encontra reproduzido na figura seguinte.

cada um dos tarifirios, ambos em funcdo da duracdo da chamada, (y , para o

Usando a funcao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de
intersecao dos dois modelos, obtemos os valores ~
aproximados (com trés casas decimais) das coorde-
nadas do ponto de interse¢ao, ou seja, os valores
correspondente a duracdo e ao custo associado
para os quais os dois modelos tém o mesmo custo
associado, ou seja, (6,724 ; 0,632) 0,632]----------——=

Assim, podemos verificar que de acordo com a
variagao dos dois modelos, para chamadas com
duracao até 6,724 minutos, o tarifirio M tem
custos inferiores aos do tarifirio N. Para duragoes
superiores a 6,724 minutos os custos do modelo M
sao superiores aos dos dois modelos.

W

Podemos ainda observar que os custos do tarifirio M aumentam de forma proporcional & duracao
das chamadas, enquanto que os custos do tarifario N tém um aumento residual com o aumento da
duragao das chamadas a partir do sétimo minuto.

Exame — 2013, Ep. especial

28.1. Como 2018 corresponde a 2018 — 1980 = 38 anos a partir do inicio da contagem, temos que a previsao
do numero de habitantes para o ano 2018, arredondada as unidades, caso se adote o modelo N por
um periodo de tempo mais alargado, é:

N (38) = 678,211 x e%9%5%38 ~ 8018 habitantes

28.2. Inserindo na calculadora gréfica as listas com os dados correspondentes a ¢ = 0,5,10,15 ¢ 20 (z) e os
correspondentes valores de N (y), temos:

t N
@ |
0 650
940
10 | 1380
15 | 1999
20 | 2373

Desta forma, determinando a regressao linear para estes dados, obtemos os valores de a e de b, arredon-
dados as unidades: a =~ 90 e b ~ 567

Assim, temos que o modelo para o niimero de habitantes de Pontes de Cima, neste periodo de tempo é:
N(t) = 90t + 567

Desta forma podemos verificar que, de acordo com o modelo, o niimero de habitantes em 1980 (no inicio
da contagem do tempo) era aproximadamente 567 e que aumentou aproximadamente 90 habitantes por
cada ano em que o modelo se manteve adequado, pelo que o valor aproximado do crescimento anual do
nimero de habitantes da localidade, de acordo com o modelo apresentado pela Joana é de 90.

@
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28.3. Representamos na calculadora grafica os graficos do modelo da variacao do numero de habitantes
em funcido do tempo tempo (y = 678,211e%965%) ¢ da reta correspondente & representacio de 7000
habitantes (y = 7000), numa janela compativel com o limite temporal do modelo, ou seja, 0 < z < 50
e também com os valores esperados para a evolucao do numero de habitantes, ou seja, 0 < y < 10000,
que se encontra reproduzido na figura seguinte.

Usando a funcao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de
intersecao do modelo com a reta, obtemos o valor

aproximado (as unidades) da abcissa do ponto de /
intersecao, ou seja, o valor correspondente ao ano 7000
em que o numero de habitantes é 7000, ou seja, o

ponto de coordenadas (36 ; 7000)

Assim, é previsto que o numero de habitantes
seja 7000, 36 anos apds o inicio da contagem do
tempo, ou seja, no ano 1980 + 36 = 2016.

W

A nova escola deverd ser construida em 2016.

Exame — 2013, 2. Fase
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29.

29.1. Observando os dados da tabela, podemos verificar que a variagao do capital na conta z é um aumento

linear, ou seja, todos os meses ao capital existente é adicionada um valor fixo.

Da mesma forma podemos verificar que na conta Y, a variagao do capital corresponde a um aumento
exponencial, ou seja, todos os meses o capital é aumentado numa percentagem fixa, como se pode
observar na tabela seguinte:

Final Final Final Final Final Final
do 1.° més do 2.° més do 3.° més do 4.° més do 5.° més do 6.° més
X 1500420 = 1520420 = 1540420 = 1560+20 = 1580+20 = 1600+20 =
1520 1540 1560 1580 1600 1620
v 1500%x 1,01 = | 1515%x1,01 = | 1530,15x 1,01 = | 1545,45%x 1,01 = | 1560,91%x1,01 = | 1576%x1,01 =
1515 1530,15 1545,45 1560,91 1576,52 1592,28

Assim temos que, o capital, no final do n-ésimo més é dado pelas expressoes:
e Conta X: 1500 + 20 + 20 + ... +20 = 1500 + n x 20

n vezes

X (n) = 1500 + 20n

e Conta Y: 1500 x 1,01 x 1,01 x ... x 1,01 = 1500 x 1,01"

n vezes

Y (n) = 1500 x 1,01"

Representamos na calculadora grafica os graficos dos modelos da variagao do capital em cada uma
das contas, ambos em fungao da tempo, (y = 1500 4 20z, para a conta X) e (y = 1500 x 1,01%, para
a conta Y'), numa janela compativel com horizonte temporal indicado pela Carla, ou seja, 0 < z < 60
e também com os valores do capital correspondentes, ou seja, 1500 < y < 3000, que se encontra
reproduzido na figura seguinte.

Usando a fungao da calculadora para
determinar valores aproximados das Y
coordenadas do ponto de intersegao dos

dois modelos, obtemos os valores (arre-
dondados as décimas) das coordenadas — 2624,2
do ponto de intersegao, ou seja, o valor

dos meses que devem passar para que 0S

dois modelos indiquem o mesmo capital,

ou seja, (56,2; 2624,2)

Assim, podemos verificar que de acordo
com a variagao dos dois modelos, o capital
da conta Y ¢ inferior ao da conta X até
ao 56.° meés e superior a partir do 57.° 1500
meés, apds os depdsitos iniciais, pelo que —
se pode concluir que a Carla tem razao.

0

29.2. De acordo com o modelo, um periodo de capitalizagao igual a 10 meses, corresponde a = 10, e

assim, temos que, o nimero de aplicagoes feitas no fundo, com arredondamento as unidades, é:

30 L
N(10) = 1516 x o L15510 ~ 30 aplicagbes

Exame — 2013, 1. Fase

mat.absolutamente.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/macs#11-ano

30.

31.

30.1.

30.2.

31.1.

31.2.

Como 2018 corresponde a 2018 — 2006 = 12 anos apds 2006, ou seja, no contexto do modelo apresen-
tado corresponde a t = 12, temos que o numero aproximado de milhares de unidades de sangue que
serao recolhidas em 2018, é:

A(12) = 1001In(4 + 0,49 x 12) = 229

De acordo com a informagao constante nos folhetos distribuidos, para que essas necessidades sejam
asseguradas, é preciso recolher 250 000 unidades de sangue por ano, ou seja 250 milhares. Assim,
representamos na calculadora grafica os graficos do modelo da variagao do ntimero de milhares de
unidades de sangue recolhidas em fungao do tempo (y = 1001n(4 + 0,49z)) e da reta correspondente
ao valor 250 000 unidades (y = 250), numa janela compativel com o limite temporal do modelo, ou
seja, 0 < z < 20 e também com os valores esperados para a evolugao da altura, ou seja, 0 < y < 260,
que se encontra reproduzido na figura seguinte.

Usando a funcao da calculadora para determinar 'S
valores aproximados das coordenadas do ponto 250 ——
de intersecao do modelo com a reta, obtemos o w
valor aproximado (com trés casas decimais) da i
abcissa do ponto de intersegao, ou seja, o nimero !
de anos apds 2006 em que o numero de recolhas é !
igual a 250 000, ou seja, o ponto de coordenadas w
(16,999 ; 250)
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Assim, o numero de recolhas sé serd atin-
gindo no ano correspondente a t = 17, ou seja,
no ano

2006 + 17 = 2023

Exame — 2012, 2.2 Fase

Calculando o nimero de telemdveis vendidos (em milhares), respetivamente, 5 meses e 6 meses, apds
o inicio das vendas, temos:

o N(5) =4,8 x 3915%5 ~ 10,942

o N(6) = 4,8 x 3%:15x6 ~ 12 902
Assim, o valor do aumento das vendas entre o quinto e o sexto més apds o inicio das vendas, em
milhares, com arredondamento as centésimas, é:

N(6) — N(5) ~ 12,902 — 10,942 ~ 1,96

Inserindo na calculadora gréafica, numa lista os tempos referidos e em outra lista os nimeros de
micro-organismos correspondentes, temos:

L1| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
L2 | 0,541 | 2,532 | 13,163 | 14,204 | 15,105 | 16,236 | 16,257 | 16,288 | 16,290

c

Calculando a regressao para um modelo logistico =
g P g (y =7 v

), obtemos os seguintes valores,
com arredondamento as centésimas:

e a = 2414,66

e b=3,10

e ¢~ 15,79
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Representando na calculadora grafica os modelos da variagao do ntmero de telemdveis vendidos e
16

1+ 2307 x e=3=
janela compativel com o limite temporal dos modelos, ou seja, 0 < z < 9, isto é durante os primeiros

9 meses e também com os valores esperados para a evolugao da altura, ou seja, 0 < y < 20, obtemos
os graficos que se encontram reproduzidos na figura seguinte.

de computadores vendidos, ambos fungio do tempo (y = 4,8 x 3%1°% ¢ y = ), numa

Y

N N

Usando a funcao da calculadora para determi- 16 /
nar valores aproximados das coordenadas dos
pontos de intersecao dos dois modelos, obte-

mos os valores aproximados (com duas casas
decimais) das coordenadas, ou seja, os valores
correspondentes aos tempos em que o nimero 7.22
dos dois tipos de equipamentos vendidos € igual,

isto é, os pontos de coordenadas (2,47 ; 7,22) e

(7,31; 16,00)

N
?

xT

0

Assim, pela observagao do gréafico, podemos concluir que a afirmacao é falsa, verificando que, de facto,
ao final do segundo més apoés o inicio das vendas, o nimero N de telemdveis vendidos é maior, porque,
para esse periodo de tempo, a curva que o representa esta acima da curva que representa o nimero
V' de computadores vendidos. Mas, nao é verdade que final do terceiro més e a partir dai, o nimero
V' de computadores vendidos é maior, uma vez que tal s6 acontece entre o terceiro e o sétimo meés,
voltando o nimero de telemodveis vendidos a ser superior a partir do oitavo més.

Exame — 2012, 1. Fase
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32. Observando a tabela podemos verificar que em cada ano o capital acumulado na instituigdo A, que o
capital acumulado ao fim de n anos é sempre 1,025 vezes superior ao ano anterior. Isto é, corresponde a
625

25000 0,025, ou seja 2,5% ao ano, pelo que o capital acumulado ao fim

uma taxa de juro composto de

de n anos, é:
A, =25000 x 1,025 x 1,025 x ... x 1,025 = 25000 x 1,025™

n vezes

Da mesma forma podemos observar, relativamente a instituicdo A é sempre 700 €superior, em relagdo ao

= 0,028, ou seja 2,8% ao ano, pelo

ano anterior. Isto é, corresponde a uma taxa de juro simples de 25000

que o capital acumulado ao fim de n anos, é:

B, = 25000+ 700 + 700 + ... 4+ 700 = 25000 + n x 700

n vezes

Assim, representando na calculadora grafica os
graficos dos modelos da variacao do capital em
cada uma das contas, ambos em funcao da tempo,
(y = 25000 x 1,025%, para a instituicio A) e A
(y = 25000 + 700z, para a instituicdo B), numa
janela compativel com horizonte temporal de 15 anos,
ou seja, 0 < x < 15 e também com os valores do
capital correspondentes, ou seja, 25000 < y < 40000,
obtemos as representagoes graficas que se encontram
reproduzidas na figura ao lado.

3198356 | - - - - oo
Usando a fungao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de
intersecao dos dois modelos, obtemos os valores
(arredondados as centésimas) das coordenadas do
ponto de interse¢cao, ou seja, o valor dos anos que
devem passar para que o capital acumulado nas
duas instituicoes seja igual, obtemos o ponto de de
coordenadas, (9,98 ; 31983,56)

Assim, podemos verificar que, a partir do 10.° <
ano, o capital acumulado na instituicao A é superior,
pelo que ao fim de 10 anos é que a instituicdo A se
torna vantajosa.

v

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|

0 9,98 x

Exame — 2011, 2.2 Fase

33.

33.1. Inserimos na calculadora grafica o modelo P (y = %), e
e ’

visualizamos a tabela de valores da fungao, procurando os valores
mais préximos de 2453, como estd reproduzida na figura ao lado.

Y1
2065,04

obtém um valor arredondado as unidades de 2453 é 8, ou seja, 2398,02

podemos concluir que ao fim de 8 meses apds o inicio do estudo o 945313

numero de desempregados inscritos nessa delegagdo do IEFP era !
2478,72

2453.
10 2490,39
11 249567

X
5
Assim, podemos verificar que o valor de ¢, para o qual se 6 2283,85
7
8
9
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33.2. Usando a calculadora gréfica para representar o modelo (P), numa janela compativel com os valores
definidos para t, ou seja, 0 <t < 24, e também com os valores esperados para o nimero de inscritos
na delegacdo do IEFP, isto é, 0 < y < 2500 podemos observar a representagdo grafica que estd
reproduzida na figura seguinte.

Yy

N

Podemos observar que durante o estudo o numero
de inscritos no IEFP aumentou sempre, embora esse 2500 F------—= ‘
aumento tenha sido mais acentuado nos primeiros !
meses do estudo e depois tenha havido uma fase de !
crescimento progressivamente mais lento na segunda !
metade do estudo, pelo que o nimero méaximo de |
inscritos se verificou no final do estudo, ou seja ao fim |
de 24 meses e tenha atingido o valor de 2500 inscritos. |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L

Logo, observando que no inicio do estudo esta-
vam inscritos no centro 200 pessoas, temos que a
diferenca entre o nimero de inscritos no inicio e no
final do estudo, foi de 2500 — 200 = 2300 inscritos. 200

Exame — 2011, 1.2 Fase

34.1. Como o dia 18 de Setembro, corresponde a t = 18, temos que o nimero aproximado, arredondado as
unidades, de casos confirmados de infecao pelo virus HIN1, no dia 18 de Setembro, é:

S(18) = 62,11 + In(1,5 + 18) ~ 65

62,10
1 + 25¢ 0.797z

),

34.2. Inserimos na calculadora grafica o modelo A (y =

e visualizamos a tabela de valores da fungao, procurando os valores X Y1
mais préximos de 51, como estd reproduzida na figura ao lado. 3 18,884
Assim, podemos verificar que o valor de ¢, para o qual se obtém 4 30,571
um valor arredondado as unidades de 51 é 6, ou seja, podemos 5 42,395
concluir que o dia 6 de Agosto, foi o dia em que o nimero de casos 6 51,344
confirmados de infe¢ao pelo virus HIN1 foi 51. - 56,743
8 59,566
9 60,932
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34.3. Usando a calculadora grafica para representar os dois modelos, podemos observar as representagoes
graficas que estao reproduzidas na figura seguinte.

Podemos ainda verificar que no més de agosto
o modelo descreve um aumento acentuado de
casos de infecao durante a primeira metade
do més, e depois uma fase de crescimento
lento na segunda metade do més, sendo a
variacao de 5 casos de infecao no inicio do
meés até 62 casos no final do més, ou seja,
uma diferenga de 62 — 5 = 57 casos.

Relativamente ao meés de setembro, o
aumento descrito pelo modelo é sempre
relativamente pequeno, ainda assim, com
tendéncia a abrandar ao longo meés, sendo a
variagao de 63 casos no inicio do més até 66
casos no final do més, ou seja, uma diferenga
de 66 — 63 = 3 casos.

Desta forma, podemos verificar que o
aumento do numero de infegoes foi significa-
tivamente superior no més de agosto, e que
o més de setembro se caracterizou por um
aumento ligeiro, que ja vinha a ser observado
na segunda metade do més de agosto.

66

63 |

Exame — 2010, 1.2 Fase

35. Como t = 0 corresponde ao final do ano 2000 e t = 7 corresponde ao final do ano 2007, temos que o
aumento do numero de residentes em Portugal, entre o final do ano 2000 e o final do ano 2007, segundo
o modelo apresentado, em milhares de individuos, é:

36.

P(7) — P(0)

10728,45

10728,45 84

T 140,05 x e 012XT 140,05 x e 0:12X0

Exame — 2009, 2. Fase

36.1. De acordo com o modelo, a estimativa do niimero de animais existentes, na area protegida, 20 anos
apds a criagdo da mesma (z = 20), arredondado as unidades, é:

@

125,445

~ 124
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36.2. Representando na calculadora grafica os dois modelos da variagao do niimero de animais existentes
na area protegida, ambos fungao do niimero de anos decorridos desde a criacao da area protegida

125,445

= 2r — =
(y 87 T 3,5 ey 1+ 16,351 « 6_0’355z

), numa janela compativel com o primeiro meio século

de existéncia da area protegida, ou seja, 0 < x < 50, isto é durante os primeiros 50 anos e também
com os valores esperados para a evolugao do nimero de animais, ou seja, 0 < y < 150, obtemos os
graficos que se encontram reproduzidos na figura seguinte.

Observando os dois graficos obtidos, podemos
verificar que o unico modelo que é compativel
com a informacao de que ao fim de 25 anos
a populacao atingiria o nimero maximo é
o modelo logistico, porque prevé um cresci-
mento da populagao até cerca de 125 animais
passados 25 anos e uma estabilizacao da
populacao neste valor nos 25 anos seguintes.

O modelo linear estima um crescimento
continuado, sem evidéncias de que o cresci-
mento da populagao venha a estabilizar, o que
nao é compativel com a existéncia de uma
capacidade maxima da area protegida, pelo
que este modelo nao é considerado adequado.

Y

4

125

A 4

Exame — 2008, 2. Fase

37. De acordo com o modelo linear apresentado, a populacao estimada em 2010 e 2050, é, respetivamente:

e 2010: p = 0,0477 x 2010 — 84,95 = 10,927 milhoes
e 2050: p = 0,0477 x 2050 — 84,95 = 12,835 milhoes

Na primeira década do séc. XXI, o modelo linear permite fazer previsoes préximas das estimativas do INE
(10,626 milhoes de habitantes), pelo que se pode considerar adequado. Como o INE estima um decréscimo
da populagao entre 2010 e 2050, o modelo de crescimento linear deixa de ser adequado porque continua a
estimar um crescimento continuo da populagao ao longo do tempo, nomeadamente entre 2010 e 2050.

A tendéncia de crescimento populacional populacional indicada com o modelo ndo é compativel com
os indicadores de ordem social apresentados, como a taxa de fecundidade abaixo do limiar de substituicao
das geragoes, bem como a improbabilidade de ocorrerem saldos migratdrios que permitam inverter esta
tendéncia.
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