AGRUPAMENTO DE ESCOLAS DE MORTAGUA
Ficha n2 05 - Trigonometria - 112 ano 2015-2023

1. Nafigura, esta representado o circulo trigonométrico. Sabe-se que:

* 0 ponto A pertence ao primeiro quadrante e a circunferéncia; ¥4 b
e 0 ponto B pertence ao eixo Ox; A
* 0 ponto C tem coordenadas (1, 0);
e 0 ponto D pertence a semirreta OA; i
* 0s segmentos de reta [ AB] e [ DC] sdo paralelos ao eixo Oy. 5 3 lc 3
Seja a a amplitude do angulo COD (a € }OZD Qual das expressdes seguintes da a
area do quadrildtero [ABCD], representado a sombreado, em funcdo de a ?
tga sin(2a t sin(2a sin(2 sin(2a
(A 97— (2 ) (B)%— (2a) (C)tga - ") (D)tger — ) (2015-1¢)

4. Um cubo encontra-se em movimento oscilatério provocado pela forga eldstica exercida por uma mola. A Figura
esquematiza esta situacdo. Nesta figura, os pontos O e A sdo

pontos fixos. O ponto P representa o centro do cubo e
. : . ~ . IVIVIVL DIVIVI
desloca-se sobre a semirreta OA. Admita que ndo existe A AV AV AV AV AV AVAVAVAVAY,
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qualquer resisténcia ao movimento. Sabe-se que a distancia,

1
em metros, do ponto P ao ponto O é dada por d(t) =1+Esen (ﬂ't+:j. A varidvel t designa o tempo, medido em

segundos, que decorre desde o instante em que foi iniciada a contagem do tempo (t € [0,+ oo[)

Resolva os itens a) e b) sem recorrer a calculadora.
a) No instante em que se iniciou a contagem do tempo, o ponto P coincidia com o ponto A. Durante os
primeiros trés segundos do movimento, o ponto P passou pelo ponto A mais do que uma vez. Determine os
instantes, diferentes do inicial, em que tal aconteceu. Apresente os valores exatos das solugdes, em

segundos.

6. Na figura, estdo representados o circulo trigonométrico e um trapézio retangulo [OPQR].

Sabe-se que:

e 0 ponto Ptem coordenadas (0,1) / \
e 0 ponto R pertence ao quarto quadrante e a circunferéncia. TN
Seja a a amplitude de um angulo orientado cujo lado origem é o semieixo positivo Ox e cujo

lado extremidade é a semirreta OR. Qual das expressdes seguintes da a area do trapézio
[OPQR], em funcdode a ?

cosa
2

(A)

+ Sena Cos (B)%—senacosa (C)cosa+T (D)cosa

(2015-29)

sena cosa sena cosa
- == (2016-19)

7. Num dia de vento, sdo observadas oscilagdes no tabuleiro de uma ponte suspensa, construida sobre um vale.
Mediu-se a oscilacdo do tabuleiro da ponte durante um minuto. Admita que, durante esse minuto, a distancia de um
ponto P do tabuleiro a um ponto fixo do vale é dada, em metros, por

h(t) = 20+2icos(27rt)+tsen(27zt) (t é medido em minutos e pertence a [0,1])
T

b) Em [0,1], o conjunto solu¢do da inequacgdo h(t)<19,5 é um intervalo da forma ]a,b[. Determine o valor de
b-a arredondado as centésimas, recorrendo a calculadora gréfica, e interprete o resultado obtido no
contexto da situa¢do descrita. Na sua resposta:

reproduza o grafico da funcdo h visualizado na calculadora (sugere-se que, na janela de
visualizacdo, considere y €[19,21] ) ;

apresente o valor de a e o valor de b arredondados as milésimas;

apresente o valor de b-a arredondado as centésimas;

interprete o valor obtido no contexto da situacao descrita. (2016-12)



8. Na figura, esta representada uma circunferéncia de centro no ponto O e raio 1. Sabe-se que:
e os diametros [AC] e [BD] sdao perpendiculares;
e 0 ponto P pertence ao arco AB
e [PQ] é um didmetro da circunferéncia; P
e o ponto R pertence a [OD] e é tal que [QR] é paralelo a [AC] . ol _~z P
Seja a a amplitude, em radianos, do angulo AOP La € }OED . Qual das seguintes 0\\

expressOes da a area do triangulo [PQR], representado a sombreado, em funcdo de a ?
cos(2a sen(2a cos(2a sen(2a
WD (A (o)) ) Enita)

[>-]

~

D
(2016-29)

10. Seja f a fungdo, de dominio A e contradominio ]—1,+oo[, definida por f(x)=tg x. Qual dos conjuntos seguintes
pode ser o conjunto A?

whis  eEE o offY e

4’4 2 4
2
! )i_l sex<1
l-e
11. Seja g a fungdo, de dominio IR, definida por g(x) =42 sex=1
sin(x—1)
+———2 sex>1
1-x
b) Resolva, no intervalo 14,5[, a equagdo g(x)=3. (2017-19)

2
. . a .
12. Considere o desenvolvimento de [2xsena+ j ,emque xelRe x=0. Determine os valores de «,

pertencentes ao intervalo ]7[,27:[, para os quais o termo independente de x, neste desenvolvimento, é igual a 1.
Resolva este item recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora. (2017-29)

13. Num jardim, uma crianca estd a andar num baloico cuja cadeira estd
suspensa por duas hastes rigidas. Atras do baloico, hd um muro que limita
esse jardim. A figura esquematiza a situacdo. O ponto P representa a posi¢cao 4%,
da cadeira. Num determinado instante, em que a crianca esta a dar balanco, N
é iniciada a contagem do tempo. Doze segundos apds esse instante, a
criancga deixa de dar balango e procura parar o baloico arrastando os pés no

muro

W— (1) —>]
S

chdo. Admita que a distancia, em decimetros, do ponto P ao muro, t L
segundos apds o instante inicial, é dada por solo
30 +tsen(rt) se0<t<12 . ) )
d(t)= ot (o argumento da fungdo seno esta expresso em radianos)
30+12e“sen(xt) set>12

a) Determine, recorrendo a calculadora gréfica, o numero de solugbes da equacdo d(t)=27 no intervalo [0,6], e
interprete o resultado no contexto da situagdo descrita. Na sua resposta, reproduza, num referencial, o(s) grafico(s)
da(s) funcdo(des) visualizado(s) na calculadora que |lhe permite(m) resolver o problema.

b)" Admita que, no instante em que é iniciada a contagem do tempo, as hastes do baloi¢o estdo na vertical e que a
distancia do ponto P ao chdo, nesse instante, é 4 dm. Treze segundos e meio apds o instante inicial, a distancia do
ponto P ao chdo é 4,2 dm. Qual é o comprimento da haste? Apresente o resultado em decimetros, arredondado as
unidades. Se, em célculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas decimais.

(2017-22)



17. Na figura estd representada, num referencial o.n. xOy, a circunferéncia de centro na origem e raio 1. Sabe-se
que: ¥ A

e 0s angulos AOC e COD sao geometricamente iguais e cada um deles tem amplitude

(<3l

e 0 ponto A estd no segundo quadrante e pertence a circunferéncia;

e oponto D tem coordenadas (1,0);

e 0o ponto C pertence ao primeiro quadrante e tem abcissa igual a do ponto D;

e 0 ponto B pertence ao eixo Oy e o segmento de reta [AB] é paralelo ao eixo Ox;

tgar cos®(2a)
2

(2017-EE)

Mostre que a area do triangulo [ABC], representado a sombreado, é dada por

21. Na figura estd representado um triangulo [ABC].
Sabe-se que AC = 5, BAC =57° ¢ ABC =81° .

Qual o é ovalor de AB, arredondado as centésimas?

(A)3,31 (B) 3,35 (€) 3,39 (D) 3,43 (2018-29 fase-Cad 1)

22. O planeta Mercurio descreve uma 6rbita eliptica em torno do Sol. Na figura esta representado um esquema de

uma parte dessa érbita. Relativamente a esta figura, tem-se que: v

* 0 ponto S representa o Sol; o ponto M representa o planeta Mercurio;

* 0 ponto A representa o afélio, que é o ponto da drbita mais afastado do Sol; At

¢ x é a amplitude do angulo ASM, compreendida entre 0 e 180 graus.

Admita que a distancia, d, em milhdes de quilémetros, do planeta Mercurio ao Sol é dada, em fungdo de x, por
d= 555

10-2,06cos x
graus). Nesse instante, o planeta Mercurio encontra-se a uma certa distancia do Sol. Passado algum tempo, a
amplitude do angulo ASM é trés vezes maior e a distancia do planeta Mercurio ao Sol diminuiu 3%.

. Seja a a amplitude do angulo ASM, num certo instante (a estd compreendido entre 0 e 20

Determine, recorrendo as capacidades gréficas da calculadora, o valor de a, sabendo-se que esse valor existe e é
Unico. Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora. Na sua resposta:

e equacione o problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fun¢do(des) visualizado(s) na calculadora que Ihe permite(m)
resolver a equacgdo;

e apresente o valor de a em graus, arredondado as unidades. (2018-29 fase-Cad 1)

T T
27. Considere a funcdo f, definida em {—E, E} por f(X)=cC0sX. Qual dos seguintes cojuntos é o contradominio

da funcdo f?

(A) { L : \/ﬂ (B) {\/5 1} ©) E ,1} (D) {O, ﬂ (2018-EE-Cad 2)

2'2 2



28. Qual é a solucdo da equacdao 2cosx+1=0 nointervalo [—7z,0] ?

5x 21 Vs Vs . i
(A)—? (B)—? (C)_E (D)_E (2019-1¢ fase-Cad 2)

29. Um ponto P desloca-se numa reta numérica, no intervalo de tempo 1=[0,10] (medido em segundos), de tal forma

2
que a respetiva abcissa é dada por x(t) = 3cos(;rt +?ﬁj ,com tel.Qual é o periodo, em segundos, de x(t)?

(A)2 (B)3 ©C)2r (D)3 (2019-12 fase-Cad 2)

31. De um tridangulo, sabe-se que os comprimentos dos seus lados sdo 4, 5 e 6. Seja a a amplitude do maior angulo
interno desse triangulo. Qual é o valor de sen« , arredondado as milésimas?

(A) 0,989 (B) 0,992 (C) 0,995 (D) 0,998 (2019-22 fase-Cad 1)

1
33. Seja g a fungdo definida em |0, z[ por g(x) = ZCOS(ZX) —COS X

b) Seja f a fungdo, de dominio }—%,O[, definida por f(X)=g(—X)+g(%—xj. Qual das expressées

seguintes também pode definir a fungdo f ?

(A) senx+cosx (B) —senx—cosx (C) senx— cosx (D) —senx+cosx (2019-22 fase-Cad 2)

34. De um triangulo, sabe-se que os comprimentos dos seus lados sdo 4, 5 e 8. Seja a a amplitude, em graus, do
maior angulo interno desse triangulo. Qual é o valor de « , arredondado as unidades?

(A)75°  (B)100° (C)120° (D)125°  (2019-EE-Cad 1)

36."

- A Figura a esquerda é uma fotografia da torre da Igreja de Sao Pedro,
situada em Zurique, na Suica. Nessa torre, encontra-se um dos maiores
reldgios da Europa. Na Figura a direita, esta representado um esquema
desse reldgio. No esquema, o segmento de reta [EF] representa o
ponteiro das horas. Relativamente a Figura da direita, sabe-se ainda que:

e o circulo de centro E estd inscrito no quadrado [ABCD]

e« EF=35m e AB=9m

Seja h a funcdo que dé a distancia, em metros, da extremidade do ponteiro das horas a reta AB, t horas apds as zero
horas. Determine, em fungdo de t, uma expressao analitica da fungdo h (2019-EE-Cad 2)

37. Na Figura, estdo representados, num referencial o.n. xOy, a circunferéncia
trigonométrica, a reta r de equa¢do x=1, e um ponto A, de ordenada a (a>1),
pertencente a reta r. Estd também representada a semirreta OA , que intersecta a
circunferéncia trigonométrica no ponto B. Qual das expressdes seguintes da, em funcdo
de a, a abcissa do ponto B?

(A) 21 (B)va?+1 (C) j (D)+/a? -1

a“+1 Ja?-1 -

(2020 12f)
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38. O mecanismo de manivela-biela é composto por uma manivela de comprimento fixo, que efetua um movimento
de rotagdo (sempre no mesmo sentido), e por uma A
biela, também de comprimento fixo, que transforma manivela _
esse movimento de rotacdo no movimento alternado @ Lt T
de translacdo de um pist3o. Sabe-se que: ) .

pistao

® 0 ponto P representa o pistao;

* 0 segmento de reta [OM ] representa a manivela, que tem 1 cm
de comprimento;

* 0 segmento de reta [MP] representa a biela;

® 0s pontos A e B sdo os pontos em que a distancia do pistdo ao d

centro de rotacdo da manivela, O, é minima e maxima, respetivamente;

* 0s pontos O, A, P e B sdo colineares.
Sabe-se que o movimento de rotagdao da manivela se inicia quando o pistdo se encontra na posi¢do B e que a
manivela descreve voltas completas a uma frequéncia angular constante. Admita que a fungdo que da, em
centimetros, a distancia do pistdo ao ponto O, em fungdo do tempo, t, em segundos, contado a partir do instante em

que é iniciado o movimento, é dada por d(t) =cost +49-sen’t ,t>0 (o argumento das fungdes seno e cosseno

esta expresso em radianos)
a) Qual é, em centimetros, o comprimento da biela neste mecanismo?

(A) 2 (B)3 (C)4 (D)5

b) Durante os primeiros cinco segundos, apds o inicio do movimento, registou-se, num certo instante t,, a distancia
do pistdao ao ponto O. Sabe-se que, dois segundos apds esse instante, a distancia do pistdo ao ponto O diminuiu 25%.
Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, a distancia, em centimetros, arredondada as décimas,
do pistdo ao ponto O no instante t,, sabendo-se que este valor existe e é Unico. Nao justifigue a validade do
resultado obtido na calculadora. Na sua resposta:

e apresente uma equacdo que lhe permita resolver o problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fun¢do(des) visualizado(s) na calculadora que lhe permite(m)

resolver a equacgao e apresente as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s) arredondadas as centésimas;

e apresente o valor pedido em centimetros, arredondado as décimas.

Se, nos cdlculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas decimais. (2020 12f)

41. Os satélites artificiais sdo utilizados para diversos fins e a altitude a que sdo colocados
depende do fim a que se destinam. Admita que a Terra é uma esfera. A Figura apresenta um
esquema em que se pode observar a superficie terrestre coberta por um satélite, quando este
se encontra numa certa posicdo. Nesta figura,

* R é oraio, em quildmetros, da Terra;

* h é a altitude, em quildmetros, do satélite (h>0);

e r é 0 raio, em quildmetros, da base da calote esférica cuja superficie é coberta pelo

satélite (O<r<R)
vh? +2hR
+R

Sabe-se que, para cada posicdo do satélite, a percentagem da area da superficie terrestre coberta pelo satélite é

¢ as grandezas h e r podem relacionar-se por meio da igualdade I =

2
dada por 50| 1— l—(%j

a) Qual é a percentagem da area da superficie terrestre coberta por um satélite se o raio da base da calote
3
esférica for igual a g do raio da Terra?

(A) 20% (B) 15% (C) 10% (D) 5%



b) Considere que o raio da Terra é 6400 km. Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, a
percentagem da area da superficie terrestre coberta por um satélite se a altitude deste for igual ao raio da base
da respetiva calote esférica. Apresente o resultado arredondado as unidades. Nao justifique a validade do
resultado obtido na calculadora. Na sua resposta:

e apresente uma equacado que lhe permita resolver o problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcdo(des) visualizado(s) na calculadora que lhe
permite(m) resolver a equagdo e apresente as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s) arredondadas as
centésimas;

e apresente o valor pedido arredondado as unidades.

Se, nos cdlculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas decimais. (2020-29)

5

44, Considere a fungdo h, de dominio IR, definida por h(X) = ———
4+ 3c0s(2x)

7
a) Qual é a taxa média de variagdo da fungdo h entre % e ?ﬁ ?

(AL (B)% ()0 <D)—%

b) Determine, sem recorrer a calculadora, as abcissas dos pontos do grafico da fung¢do h , pertencentes ao
intervalo |-, 7|, cuja ordenada é 2. (2020-esp)

45. Na figura estdo representados, num referencial o.n. xOy, a circunferéncia de centro em O e raio 3 e o tridngulo

[ABC]. Sabe-se que: s

* 0 segmento de reta [AB] é um diametro da circunferéncia; 4
e e T
eaéainclinagdodaretaAB | ax € |—, x| |; N
2 9] ]
e 0 ponto C pertence ao semieixo positivo Ox;
* a reta BC é paralela ao eixo Oy (]
Mostre que a area do triangulo [ABC] é dada pela expressdo —9sin a COS« (2021-19)

T
47. Considere, para um certo numero real positivo k, as fungdes f e g, de dominio [—E,E] definidas por

f(x) =ksen(2x) e g(x) =kcosx. Sejam, num referencial ortonormado do plano, A, B e C os pontos de

intersecdo dos graficos de f e g, sendo A o ponto de menor abcissa e C o ponto de maior abcissa. Sabe-se que o
triangulo [ABC] é retangulo em B. Determine, sem recorrer a calculadora, o valor de k. (2021-19)

T 1 T
48. Sabe-se que sen(a—EJ:—g e que ae}O,E{ Determine, sem recorrer a calculadora, o valor de

T avb
tg (7[—0{)+ZCOS(—?+0{ . Apresente o resultado na forma ,aeZ,belNecelN. (2021-2¢2)
C
50." Na figura esta representada a circunferéncia trigonométrica. Sabe-se que: Ay
® 0s pontos A, B e C pertencem a circunferéncia; C
e 0 ponto A pertence ao semieixo positivo Ox e o ponto B pertence ao primeiro B

quadrante;
¢ a amplitude do angulo BOC é igual ao dobro da amplitude do angulo AOB

=Y

1 0 A
® 3 area do tridangulo [AOB] é igual a k (0 <k< Ej

Mostre que a ordenada do ponto C é dada, em fungo de k, por 6k —32k? (2021-29)



51. Na figura esta representado, num referencial o.n. xOy, o arco de circunferéncia AB, A
contido no primeiro quadrante do plano cartesiano, cujo centro é a origem do

B

. . L . \ P
referencial e cujo raio é iguala r (r > 0). O ponto A pertence ao eixo Ox e o ponto B S
pertence ao eixo Oy.

Seja P um ponto do arco AB, distinto de A e de B, e seja d o comprimento do arco AP.
O ponto S pertence ao eixo das ordenadas e tem ordenada igual a do ponto P. O
ponto T pertence ao eixo das abcissas e tem abcissa igual a do ponto P. Mostre que

uma expressado que da o valor de BS+TA ,emfuncdodededer,é
rN2—sen| — [—cos| —
r r

55. Na Figura, estd representado o triangulo [ABC] . Seja xe}o,%[, a

=Y

0 T A

A

amplitude, em radianos, do angulo BAC . Sabe-se que CBA=2x e que
BC=2cm . Mostre que o comprimento de [AB], em centimetros, é dado, para

cada valor de x, pela expressdo 8cos” x—2 (2022 19)

58. Na Figura, estda representado um triangulo, [ABC], inscrito numa

semicircunferéncia de didmetro AC=4. Seja a a amplitude do angulo CAB.Mostre
que a drea da regido sombreada na figura é dada, em fungdo de «, por 27 —4sen(2c)
(2022 esp) A

59. Na Figura, estdo representados, em referencial o.n. Oxy, uma circunferéncia de centro na origem e os pontos A,
P e Q, que pertencem a circunferéncia. Sabe-se que: .

® 0 ponto A tem coordenadas (2,0)

3
¢ 0 angulo orientado AOQ tem amplitude « e}z,;[

® 0s pontos P e Q tém a mesma abcissa

e OP.0Q=3

Determine o valor de cos(2a) (2023 19)

62. Na Figura, estdo representados, em referencial o.n. Oxy, uma semicircunferéncia de raio 2, e centro na origem
do referencial, e o tridangulo isdsceles [ABC]. Sabe-se que:

.
® 0 vértice A pertence ao semieixo positivo Ox ‘
® 0 vértice B pertence ao semieixo positivo Oy B
® 0 vértice C pertence ao semieixo negativo Ox
e AB=BC

¢ o0 lado [AB] é tangente a semicircunferéncia no ponto T

e A0T=0a, e}o,g{

8
Prove que a drea do triangulo [ABC] é dada, em fun¢do de «, por ——— (2023 29)
sen(2a)



63. Na Figura, estdo representados, em referencial o.n. Oxy , a circunferéncia y p
trigonométrica, o triangulo [ABC] e a reta de equacao x = 1. Sabe-se que:

® 0 ponto A tem coordenadas (1,0)

® 0 ponto B pertence a reta de equacdox =1

e Cé o ponto de intersecdo da semirreta OB com a circunferéncia trigonométrica

e AOB=¢, ae}O,g{e cosazg !/ x

Determine a drea do triangulo [ABC] (2023 esp)

B3

Sol - (l)B(3)C(4.a)§,2,g(5)— 23 6)D(7.a)1(7.b)a ~ 0,606;b ~ 0,877:b—a ~ 0, 27(8)D(9.2)N&otem AO.

(9.b) em[—%,o[ N em}—?—g} min relat parax = —E(Q.C)y =—X+1+In2;x, = -1,19ex, ~-0,17
(10)B(11.1)cont parax =1(11.2) {1+ 7} (12) {13—2” 117—”} (13.1)4(13.2)18(14)A(15)D(16a)V (16b)y = —2x+2

(16¢)1,23(18) A(19.a) A(19b)sim(19c) /" em }O, %}e em [37” , 7:} \vem [% , 37”} maxrelat =1parax = %

maxrelat == parax z;minrelat == parax = —(20)B(21)C(22)10° (23)D(24) — \/_ (25)B(26b)ndotem
(26¢)B(27)C(28)B(29) A(30a)y = x(30b)sim(31)B(32)C(33a) wem }0 %}mem{zg {PI (2?77 §j (33b)B

B3

(34)D(35a)1(35b) /" em }O ?} \vem [% 7T|: max relat = 3 parax = —(36)h(t) 4,5-3, 5COS( j(S?)A

. 1 . 1
(38a)B(380)2,8(39.a)sim(39.0) \u em} \/_} /em L/_ +oo{ min relat = 5 Parax= $(40a)8(41a)c
(4]b)23%(42)Nao(44a)C(44b){——,—% % 2?”}(47)\/7 (ag)— 24 (49) \vem [6 [/ em{o,%}

minrelat =1para x =0;maxrelat = — para X== (52) -= (54)cont(56)descont(57) wem }O —2} eem [5—” 7{

12
zf

nem {1 5—2} Pl parax = 1—e parax=— (59) (60a) D(61)D(63) —
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