= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Modelos matematicos para a cidadania

Vamos recordar

Ficha1 Proporcoes

BIONPT OMOd © AVIO LYWW

~ pag.8 H
1. Podemos calcular a razao: -
prego ara cada marca. Assim, ficamos a saber qual é o preco a pagar por cada grama
quantidade P ' ' a preco apagarp 9 '
quantidade

b)
preco

para cada marca. Com isso vamos ficar a saber qual a quantidade de doce que
conseguimos comprarcom 1 €.

Vamos ver a resposta usando a alinea a).

( Marca DAN Marca NAD )
299€ _ 239€
L S50 ~001068 €/g | ZI5o —0,00956€/gJ

O doce da marca NAD é mais barato.
A Anténia deve comprar, caso pretenda, o doce da marca NAD.
Vamos ver a resposta usando a alinea b).

( Marca DAN Marca NAD )
280 g 2509

Concluimos que, com 1€, a Antdnia consegue comprar mais quantidade de doce da marca NAD.

2. Com 3 unidades de cimento e 5 unidades de gesso temos 8 unidades de massa.
Para 8 unidades de massa sédo precisas 3 unidades de cimento.

8_30 ou 8 ——3 ou §><30=11,25kg
3 x 8
30 X
_ _90 _
8x=90 & x=g & x=11,25kg
Para 8 unidades de massa sao precisas 5 unidades de cimento.
%=@ ou 8 ——5 ou §><30=18,75kg
X 8
30 X
8r=150 < =120 & x=1875kg

Portanto, sdo necessarios 11,25 kg de cimento e 18,75 kg de gesso para obter 30 kg de massa.

3. 03x23=69
Devem estar pelo menos 7 membros presentes para aprovar uma atividade.

4. Valor do desconto, em euros, 1500 — 1299,99 =200,01 .
200,01 ..o
Desconto, em percentagem, 500 ~ 13%
5.1. Percentagem da refeicdo sem IVA mais IVA: 100% + 13% =113%
Valor da refeicio sem IVA: % %100~ 119,73 €

5.2. ValordoIVA: 13530 -119,73=15,57 € ou 0,13x 119,73~ 15,57 €

6.1. Se o carrotem 20% de desconto, significa que 4239,20 € corresponde a 100% - 20% =80% .

O preco do carro em dezembro, em €, é %

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

6.2.

1.1.

7.2

No més de setembro, ao preco-base do carro, 4239,20 €, acresce o valor do IVA que sera de
4239,20x0,23=975,016 €, totalizando 4239,20+975,016=5214,216 €.

No més de dezembro, ao preco-base do carro, 5299,00 €, acresce o valor do IVA que sera de
5299,00x0,23=1218,77 €, totalizando 5299,00+1218,77 =6517,77 €.

Com 3 rapazes e 2 raparigas temos no total 5 alunos.
Por cada 5 alunos temos 2 raparigas

§=@ ou 5 ——2 ou g><120:48
2 X 5

120 X
Ex=240 < x=% & x=48

No 10.°ano, ha 48 raparigas inscritas a Matematica A.

Por cada 5 alunos temos 3 rapazes, logo arazao dos rapazes é %= 0,6.
No 10.° ano, a percentagem de rapazes inscritos a disciplina de Matematica A é 60%.

Ficha 2 Modelos matematicos nas elei¢coes

1.1.

1.2

2.1.
2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

Total | Percentagem |
Votos ListaA | 29 42,65%
expressos | ListaB | 39 57,35%
Votos brancos 0 0,00%
Votos nulos 0 0,00%

Seja n o nimero de votos nulos.
Para a Lista B obter mais votos, temos que 39 —n>29 < n<10.
Para o resultado das eleigdes ser o mesmo, o nimero maximo de votos nulos é 9.

Votos validamente expressos: 4083 — 9 — 35=4039

Votos a favor: 4039 x 0,7083 ~ 2861

21665 —-4083 -9 —35

~ 0
51665 ~ 80,95%

2861
21665

Embora a concordancia em manter a data do feriado tenha ganho, tendo atingido aproximadamente
71% dos votos, somente cerca de 13% dos inscritos concordam em manter a data do feriado!

x 100% =~ 13,21%

3.1.

3.2.

4.1.

Candidato A: 7x4+2x1+3x1=33
CandidatoB: 7x3+2x4+3x2=35

CandidatoC: 7x2+2x3+3%x4=32

CandidatoD: 7x1+2x2+3x3=20

O Reitor eleito pelo método de Borda é o candidato B.

O numero total de votos é 12.
Para obter maioria absoluta tem de ter pelo menos metade dos votos mais 1, ou seja, pelo menos
6+ 1=7 votos.

O candidato Atem 7 votos, logo seria o eleito por maioria absoluta.
Competicdo A: 5+10=15

Competicdo B: 30+10=40

Competicdo F: 25+20=45

A banda, por maioria simples, participaria na competicao de futebol.

M/X&M@ ’0 ' Porto
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4.2. Competicao A: 20+10=30
Competicdo B: 5+25=30
Competicdo F: 10+30=40
A competicdo menos desejada pela banda é a de futebol.

43.

= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

Competicdo A: (5+10)x3+(25+30)x2+(20+10)x1=185

CompeticdoB: (30+10)x3+(10+20)x2+(5+25)x1=210
CompeticdoF: (25+20)x3+(5+10)x2+(10+30)x 1 =205

A banda, pelo método de Borda, participava na competicao de basquetebol.

Ficha 3 Modelos matematicos na partilha

1.1. Votos validamente expressos: 824+ 310+ 112+ 64 +40=1350
Para obter maioria absoluta o numero de votos tem de ser pelo menos metade mais 1, logo tem de

ter pelo menos,

1350
2

+1=676 votos.

Como 824 >676, o PS obteve a maioria absoluta.

1.2.

Numero de abstencgdo: 3855 -1430=2425

Numero de votantes: 824 +310+112+64+40+63+17=1430

Percentagem de abstencéo: 2425 x100=62,91%
3855
1.3.
[ Partidos |Votos | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
PS 824 |824,0|412,0|274,7 | 2060 | 1648 |137,3 | 117,7 | 103,0| 91,6 | 824 | 749
PPD/PSD | 310 |310,0| 1550|1033 | 775 | 620 | 51,7 | 443 | 388 | 344 | 31,0 | 28,2
CDS-PP 112 |1120| 560 | 373 | 280 | 224 | 187 | 16,0 | 140 | 124 | 11,2 | 10,2
B.E. 64 640 | 320 | 21,3 | 16,0 | 128 | 10,7 9.1 8,0 7.1 6.4 5.8
PCP-PEV 40 40,0 | 200 | 133 | 100 | 80 6.7 5,7 5.0 4,4 4,0 3.6
1.4. PS: 7 lugares PPD/PSD: 2 lugares Restantes partidos: 0 lugares
1.5. O quociente do Ultimo candidato eleito € 117,7, portanto para que o CDS-PP elegesse um

candidato teria de obter, no minimo, mais 6 votos (

1.6.

118
1

112+6=118 e —=118,o>117,7).

A afirmagéao do militante do CDS-PP é verdadeira, pois a distribuicdo dos mandatos seria:

PS: 6 lugares PPD/PSD: 2 lugares CDS-PP: 1 lugar B.E. e PCP-PEV: 0O lugares
ag. 13
= . 9682553 -5408805 _ o
2.1. Percentagem de abstencédo: 9682553 ~0,4414=44,14%
2.2. a) Votos validamente expressos: 5408 805 - 112851 -89544=5206410
.. 095x5206410
Divisor: 530 =21504,737
b)[ pPartidos N.° de votos N.° de votos/D Total de mandatos
A 1993921 92,720 08 92
B 1747 685 81,269 77 81
C 550892 25,617 24 25
D 445980 20,738 69 20+1
E 81054 3,769 123 3
F 75 140 3,494 114 2
G 61632 2,865973 2+1
H 59 995 2,789 85 2+1
Total 230
MAMS I W Forto
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Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

Ficha 4 Modelos matematicos nos salarios

1.1. O 12 representaos 12 meses doanoe o 52 é o numero de semanas de um ano.

1.2. a)
b)

c)

3%

1.3. o

1.4.

760 % 12
52 x 35
920x 12
52x35
1285,26x 12

~5,01<€
~ 6,07 €

59 x 35 ~ 847 €

6 _257€/dia

por Remuneracéo x Taxa — Parcela a abater, obtemos assim o valor

920€x0,21-0,21x1,3%(1350,22 - 920€)=75,74994

a) Aremuneracado mensal base do Max é 920 €, portanto o montante de reten¢do na fonte € dado

Logo, a taxa efetiva mensal de retencao na fonte é %= 0,08233689 ~ 8,234% .
920 _
b) 365 x(21+21+23+20+21)=267,18 €
c) Descricao Quantidade |Valor unitario| Abonos Descontos ‘
Vencimento-base 21 dias 920,00 € 920,00 €
Subsidio de alimentacéao 6,00 € 126,00 €
ADSE (3,5%) 3220€
SS (11%) 101,20 €
IRS (8,234%) 75,75 €
Total 1046,00 € 209,15 €
Total areceber 836,85 €

d) O Max tem como salério base 920 € por més e um subsidio de refei¢ao diaria no valor de 6 €.
Num ano, o Max teria aproximadamente um rendimento bruto de 920x 12+6x22x12=12624 €.
Como o rendimento anual é inferior a 20 370,4 €, o Max, no primeiro ano, fica isento.
O Max no més de agosto vai receber 836,85+ 75,75=912,60<.

e,)

e,) [

Por uma horarecebe 6,07 € (— M)

" 52x35

Como 1 e 8 sao feriados acresce ao valor de uma hora 25%, logo cada hora extra tem o valor

de 6,07€+6,07€x025~759¢€.

Descricao Quantidade | Valor unitario Abonos Descontos ‘

Vencimento-base 920,00 €
Subsidio de Natal 267,18 €
Subsidio de alimentacao 23 dias 6,00 € 138,00 €
Horas extraordinérias (HE) 8 horas 759€ 60,72 €
ADSE (3,5%) 43,68 €
SS (11%) 137,27 €
IRS (0,0%) 0,00€

Total de abonos / descontos 1385,90 € 180,95 €

Total areceber 120495 €

MATIMO [
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s Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 5 Modelos matematicos na poupanca

1.1.

1.2,

1.3.

14.

2.1.

MXDom - televis&o: ~ 487,80 €. 599,99 - 487,80=112,19 €

1,23

169,99

23 ~ 138,20 €. 169,99 — 138,20=31,79 €

maquina de café:

619,99

123 ~ 504,06 €. 619,99 - 504,06=115,93 €

ELEmax - televisao:

149,99
1,23

Compra em MXDom: Compra a televisao por 599,99 € e recebe umvalede 112,19 €. Compraa
maquina de café e desconta esse vale: 169,99 — 112,19 =57,80 €. Portanto, pela televiséo e pela
maquina de café, a Dona Clotilde vai pagar 599,99 + 57,80 =657,79 € .
Compra em ELEmax: Compra a televisédo por 619,99 € e recebe umvale de 100,00 €. Com esse
vale compra a maquina de café e desconta esse vale: 149,99 — 100,00 =49,99 €. Portanto, pela
televisao e pela maquina de café a Dona Clotilde vai pagar 619,99 + 49,99 = 669,98 € .

maquina de café: ~121,94€. 149,99 — 121,94=28,05 €

Portanto, o valor menor é na loja MXDom. A Dona Clotilde deve comprar os 2 eletrodomésticos nesta

loja.

599,99
1,16

MXDom - televisio: ~517,23€. 599,99 - 517,23=82,76 €

Compra a televisdo por 599,99 € erecebe umvale de 82,76 €. Com esse vale compra a maquina

de café e desconta o vale: 169,99 — 82,76 =87,23 € . Portanto, pela televisdo e pela maquina de
café, a Dona Clotilde vai pagar 599,99 + 87,23 =687,22 €.

ELEmax - a Dona Clotilde vai pagar o mesmo 669,98 €.

Por isso, a opcao mais econdmica seria a loja ELEmax.

112,19
599,99

7,99 € por més, porano: 7,99x12=95,88 €
No final do ano economiza 95,88 — 59,88=36 €.

Por exemplo, % 18,7%.

2.2,

2.3.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

-

799 - 149

Precisa de 8 meses.

Uma vantagem de optar pela subscricdo anual é o facto de ser mais econdémica.
Uma desvantagem é o facto de, se quiser utilizar menos de 8 meses, ter sempre de pagar a
totalidade.

Capital acumulado ao fim de 3 anos:

Com juro simples: C,=5000+ 5000 x 0,04 x 3=5600,00 €
Com juro composto: C,=5000 x (1 +0,035)° ~ 5543,59 €
A melhor proposta ao fim de 3 anos é a proposta A.

Proposta A: Valor do juro simples: 600,00 € ; juro liquido: 600 — 600x0,28=432 €
Proposta B: Valor do juro composto: 543,59 € ; juro liquido: 543,59 — 543,59 x 0,28~ 391,38 €

Capital acumulado ao fimde 10 anos:
Com juro simples: C,,=5000+5000x 0,04 x 10=7000 €

Com juro composto: C,,=5000 x (1+0,035)'° ~ 7052,99 €
A melhor proposta ao fimde 10 anos é a proposta B.

Significa que a Maria pretende reforcar a conta, portanto a opcao que Ihe permite entregas
adicionais é a proposta A.

10 ' Egirttgra
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s Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 6 Modelos matematicos no crédito

4g. 18
1.1. a) Por ano, a Fabiana tem de pagar mais 1000 x 0,06 =60 €. A Fabiana deve aav6 1060 €.

b) Como a Fabiana ndo fez nenhum pagamento, tem de pagar mais 1060 x 0,06 = 63,60 € .
A Fabiana deve aavé 1123,60 €.

0&%6 x 1000 € =5 €. Portanto, a Fabiana deve 1000 —40=960 €.

a,) Parcela aabater nadivida: 45x12 -5x12=40%x12=480 €
Ao fimde 12 meses, a Fabiana deve 1000 — 480=520 €.

az) Como, por cada més, paga um juro de 5 <€, o valor a abater por més, no total, é 40 €.

1.2. a,) Por cada més, tem um juro de

Por isso, vai demorar 1280 =25 meses a pagar a divida.
b) Como o valor total, ao fim de dois anos, € 1120 €, a prestacdo mensal é 1;‘210 ~ 46,67 €.

Para a Fabiana pagar em dois anos tera uma prestacao mensal de 46,67 €.

c) Valor mensal do juro: 5 €
Juronos 40 meses: 40x5€=200<€

Total da divida: 1000 +200= 1200 € ou c,,= 1000 (1 +%x 40) =1200
. 1200 _
Valor mensal: 20 =30€

A Fabiana vai pagar por més 30 €.

2.1. 3anos=12x3=36 meses
O Antonio vai pagar 100,19 x 36 =3606,84 € .

2.2. Relativamente ao valor da mensalidade, acrescenta-se custos relativos a impostos e outros
encargos. Neste caso, esse valor é 52,80 €.

3.1. ATAN varia tendo em conta o spread e o valor indexante. Nesta proposta, o valor da Euribor é maior
que na proposta A, obtendo-se assim um valor superior da TAN.

3.2. O casal deve escolher a proposta A, pois o MTIC desta proposta é mais baixo (com uma diferencga de
4735,67 €).

Ficha 7 Modelos matematicos e tecnologia

1.1. 1034+210+676=1920

1.2. Numero de representantes da lista M: 3 ; Numero de representante da lista A: 2

1.3. a) Numero de representantes da lista M: 2; NUumero de representantes da lista X: 1; Numero de
representantes da lista A: 2
b) A afirmacdo do presidente da lista X é verdadeira, pois colocando por ordem decrescente 0s
quocientes, obtinhamos:
ListaM ListaA ListaM ListaA ListaX ListaM
1034,000 > 676,00 > 344,667 > 225,333 > 210,000 > 206,800

c) A lista X nao teria nenhum representante no Conselho Geral.

2.1. No programa em Python (1) aplica-se o calculo com juro simples.
No programa em Python (2) aplica-se o calculo com juro composto.

2.2, Célculos: 6000x0,035x3=630; 6000+630=6630
Respostas:
O valordojuro é 630.
O capital acumulado é 6630.

’0 ' Egirttgra
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2.3.

2.4.

2.5.

capital=6000

taxa=0.035

tempo=3
capacum=capital*(1+taxa)**tempo
juro=capacum-capital

print (“O capital acumulado é:", capacum)
print ("O valor do juro é: ", juro)

O juro capitalizavel semestralmente significa que é capitalizado em dois periodos no ano. A taxa de
0,035

2
Bastava alterar apenas os valores da taxa para 0,0175 e o do tempo para 6.

No (1), o capital acumulado é 6630 . Portanto, a taxa de juro efetiva é 2888 -

corresponde a 10,5% (3x3,5%).

No caso (2), o capital acumulado é 6000 x (1 — 0,035)°=6652,31. Portanto, a taxa de juro efetiva
. 6652,31

juro semestral é =0,0175 e o tempo passa para o dobro.

1=0,105, que

é 6000 1~0,1087, que corresponde, aproximadamente,a 10,9%.
Avaliagao global do tema
Ficha 8
1. (A) | pég.22_
231+237 +480=948
480 ~ 9
1.2, 5948 * 100 ~ 50,63%
2.1. (B)
6080 _ . 6080 _ . 6080 _ .. 6080 _
T34490 - 00457 27497022116 &555=1 5927 =103
2.2. (A)
5927 N o
57 497 x 100 ~ 21,56%
2.3. Aafirmacéo é verdadeira, pois a percentagem de votos & gg;g x 100% =~ 58,55% .
24. p N
Norte Centro LVT Alentejo | Algarve | Madeira | Acores
([ ListaA 4 1 5 1 1 1 0
Lista B - - - - - - 1
| ListaC 2 1 4 0 0 0 0 )
31, 1266,11x 12 ~7.30

3.2.
3.3.

3.4.

52 x40
A afirmacédo do Bruno € verdadeira.

SL=1266,11-0,11%x1266,11 - 0,14 x 1266,11=949,58 €

Célculo do salério liquido para um salario bruto de 1106 € ;

SL=1106-0,11%x1106 — 0,075 x 1106 =901,39

Apesar da taxa efetiva mensal da retencéo ser quase metade, a afirmacgao do Bruno é falsa, porque recebe
mais 48,19 €.

4
Capital acumulado final = 5000 (1 +%> ~ 5254,73 €

4
Juro: 254,73 -61,13=193,6 €
O Bruno, ao fim de um ano, recebe 193,60 €.

M/X&M@ ’0 ' Porto
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= Propostas de Resolucao

Funcoes

Vamos recordar

Ficha 1 Representacoes de funcoes

Caderno de Fichas

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2,

2.3.
3.1.
3.2.
3.3.

3.4.

Airbus 220-110
Airbus 220-300
Boeing 737
Boeing 737-900

BIONPT OMOd © AVIO LYWW

|

A correspondéncia € uma funcao, porque a cada tipo de avido associa um e s6 um nimero de

lugares.

D = {Airbus 220-110, Airbus 220-300, Boeing 737, Boeing 737-900}

D'={110, 135, 189, 200}

D={1,2,3,4}
D'={-3,0,3,6}

[x [1]2[3]4
lf@)| 6 | 3] 0 [-3

fx)=—3x+9
f(2)=3x2-5=1

Determinar aimagemde 3 écalcular f(3)=3x3-5=4.

3x-5=-5 & 3x=0 & x=0
O objeto cujaimagem é —5 é 0O (zero).

y f

wlo

4.1. Otempovariaentre 0 e 4s. Aalturavariaentre 0 e 1Tm.

4.2. Por exemplo, nos instantes 1s e 3 s abola esta a mesma altura.

43.

T
———— Altura/m

1

7 N

0] % X2 4 1‘empo/s

Nos instantes x, e x,, abolaencontra-se a meio metro do chao.

MAEIY
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5.1.

5.2,

5.3.

1.°° 15min: 0,75; 2.°° 15min: 0,70; 3. 15min: 0,70; 4.°° 15min: 0,70
Uma hora no parque P2 custa: 0,75+3x0,70=2,85€.

Caderno de Fichas

Na primeira hora: 1+ 3 x0,85=23,55 euros. Nas restantes horas, custa 0,85 x 4 =3,40 euros, por hora.

355+3,40x>14 & 3,40x>1045 & x>

10,45

Como B,TO

10,45
3,40

~ 3,073, aduracdo do estacionamento tera de ser superiora 4h (1.2 hora+ 3 horas).

15 min correspondem a um quarto da hora, ou seja, 0,25 h: como 0,073 < 0,25, a duragdao minima

do estacionamento foi 4 h 1 min.

Para a mesma unidade de tempo (15 min), o custo do parque aumenta sempre a mesma quantia,

pois o incremento no eixo dos yy é sempre o mesmo. O grafico corresponde ao parque P3.

Ficha 2 Generalidades acerca de funcoes

1.1. D;=1-2, 3]; D;=1-1, 2]

1.2. D,=[-4, 6]; D,=[-3, 2[U {4}
D,=[-4, 3[U13, 6]; D,=[-4, 3]

1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
2.1.

2.2,
2.3.
2.4.

D;=[-6, 4[; D;=[-3, 4]

D=1-2, 5]; Dj={-2, 0, 2}
D,=[-5, 0[U]0, 5]; D\,=]-3, 0[U]0, 3]
ol

g édecrescenteem [- 1,

[3, 4].
a)[-1, 2]

Maximos relativos: 2 (absoluto), 1 e 0. Minimos relativos: 1, 0 e — 2 (absoluto).

Maximizantes: — 1 e todos os elementos dos intervalos 10, 1] e [3, 4];
Minimizantes: 2 e todos os elementos dos intervalos [0, 1[ e 13, 4[.

[1,2] e [4, 5[, écrescenteem [2, 3] e éconstanteem [0, 1] eem

3.1.

3.2,

4.1.
4.2,
43.

5.1.

5.2.
5.3.

a)f(x)<0 < x€[-2, 2]U[4, 5]

b) f é crescenteem [-5, 4] eem [0, 3] e édecrescenteem [-4, 0] eem [3, 5];

Méaximos relativos: 3 e 1, para x=—4 e x=3, respetivamente;

Minimos relativos: 2, —2 e -1, para x=-5, x=0 e x=5, respetivamente; —2 é o minimo

absoluto e 3 é o maximo absoluto da funcéo f.

Por exemplo:

5 _4 —V‘.

-2

D,=[-3, 6] e D;=[-2, 4]
f(x)—2f(-3)=f(6) & f(x)—-2x(-2)=4 & fX)+4=4 & f(X)=0 & x=—-2Vvx=3

Maximos: f(2)=2 (absoluto)e f(5)=0; Minimos: f(— 1)=—3 (absoluto) e f(4)=—-2; Zeros: {1, 3,5}

[ x |-3 P 3 6 |
lf(x) -2 - 0 + 0 + 4|
11, 3[
13, 4]

MATIMO [
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= Propostas de Resolucao

Ficha 3 Funcao afim

Caderno de Fichas

1.1. Temos que verificar que aimagemde 1 pelafuncdo h é 4. h(1)=1+3=4

1.2,

1.3.

2.1.

2.2,

3.1.

Como (1, 4) pertence ao gréficode f, temos que f(1)=4:
2x1+b=4 & b=4-2 & b=2

Como (1, 4) pertence ao gréficode h ede f, também tem de pertencer ao graficode g.
Temos g(1)=4 e, por substituicdo, obtemos ax1-2=4 < a=4+2 < a=6.

Como g é uma funcao afim, é definida por uma expressao do tipo g(x)=ax+b, emqgue a éo

declive dareta que arepresenta e b a ordenada na origem.

1= _
a—m—& Logo, g(x)=3x+b.

Utilizando acondicdo g(1)=-1 < 3x1+b=-1 <& b=-1-3 < b=-4,

gx)=3x-4

gX)=0 & 3x-4=0 & 3x=4 & x=%

Como aordenadade A é o dobro da abcissa de B, temos que y,=2x;.

Xg X Y4
2

A area do triangulo [OAB] é

Xg X 2Xg
2

Como a abcissa é positiva, temos que xz;=2 e y,=4.

As coordenadas sédo, respetivamente, A(0, 4) e B(2, 0).

Substituindo, obtemos a condicao

=4 & Xi=4 & xz=%2.

, pois a abcissa e a ordenada sao positivas.

3.2. Como o gréafico é uma reta ndo vertical, a fungdo pode ser expressa por f(x)=ax+b, emque a éo

declive dareta e b aordenada na origem.

a=g%g=—2 e b=4. Logo, f(x)=—2x+4.
33. [ ¥ |—oo 2 +oo

+ 0 -
f(x)
N\

41. gx)=0 & 2x-3=0 & 2x=3 & x=%; h(x)=0 & £+l=0 & Xx+2=0 & x=-2

4.2,

43.

5.1.

4 2

y=2x-3 y=2x-3 y=2x-3 y=2x-3
x,1 & 1 & =

8x—-x=12+2

_Xx_ 1 _2_X
212 2x-3=% 8x—12=x+2
y=2x-3 y=2x2-3 y=1

= = =
7x=14 x=2 x=2

As coordenadas de / sdo (2, 1).

As coordenadas de / sdo (2, 1), de G(0, —3) ede H<0, l).

2
— 1 7 %’Q 7
Base: GH==+3 =~ altura: 2. Aareade [GHI] é == (u.a).
2 2 2 2
Comoeixo Oy: f(O)=w=%. As coordenadas sdo <O, %)
5-3x

Comoeixo Ox: f(x)=0 &

§0) 2

MATIMO [

=

=0 & 5-3x=0 & 3x=5 & x=%. As coordenadas sao
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= Propostas de Resolucao

5.2

6.1.

6.2.

Ficha 4 Funcao quadratica

N

a)a=-

b)a=1 (por exemplo)

c)a=0

Caderno de Fichas

f(x)=kx+k*—6; f é uma funcdo definida por uma expressdo do tipo f(x)=ax+b, a, bER,
sendo a=k e b=k>—6.

a)f(1)=0 < kx1+k’-6=0 < K’+k-6=0 < k=—3V k=2
b) A fungao afim é decrescente se e s6 se o coeficiente de x é negativo. Logo, k=—3.

1.1. g(x)z%f(x)
1.2. h(x)=3f(x)
13. ix)=fx-1)-2
14. jx)=—Ff(x+1)+3
21. f(x)=0 & 2x°-8=0 <& x°=4 <& x=+2.Oszerosde fsdo -2 e 2.
2.2. i
X |—oo -2 +o00 \ i /
+ ! +
f(x) + 0 - _zwz T
2.3. (0, —8); x=0 -
2.4.
[ X |—oo 0 +c>o|
lf@) N -8 / |
2.5. D;=[-8; +o9]
2.6. (C)
h(x)=—(2x>-8) +1=—2x*+8+1=-2x*+9, logo D,=]-o0, 9].
3.1.e3.2. | pag. 33 ]
Vértice Eixo | Zeros |Concavidade Monotonia Extremo |Contradominio
D [-eo. 3]
ecrescenteem |— oo, 5
3.1. V(% 0> x=% % Para cima ] 0 (minimo) [0, +o0]
e crescente em [5, +c>o[
_ ~ . Crescenteem ]— oo, —3] e ..
3.2.V(-3, —1)|x=—3|Ndotem| Para baixo decrescente em [— 3, + o] -1 (Médximo)| ]—oo, —1]
4.1. f(x):a(x—h)2+k e h=_12+3=‘| . Assim, f(x):a(x—‘l)2+k.
f(-—1)=0Af(2)=6 < 4a+k=0ANa+k=6 <& a=—2Ak=8; f(x)=—2(x—1)°+8
4.2, D.=]-o0, 8]
4.3. f écrescenteem ]—oo, 1] e édecrescenteem [1, +oo.
51. f(x)=a(x—1)°+2
f(2)=0
a(2-17°+2=0 < a=-2
fF)=—2@x—1)"+2
MAMS I W Forto
Editora
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= Propostas de Resolucao

5.2.

5.3.

5.4.

g)=a(x-1)’-4

g(3)=0

a(3-1°-4=0 & 4a=4 & a=1
g =(x-1)7°-4

Abcissa do vértice: 0 ; 4_ 2
h(x)=a(x—2)>+k
h(-2)=0Ah(0)=-3
16a+k=0A4da+k=-3
3 A k=_
a—4/\k— 4
h(x)=%(x—2)2—4

—2+4

Abcissa do vértice: =1

i)=a(x—-1)7>+k
i(=2)==1Ai(0)=3
9a+k=—1ANa+k=3

2

Caderno de Fichas

6.1.

6.2.

1.1.

7.2.

1.3.

8.1.
8.2.

8.3.

8.4.
8.5.

g)=-2x-1°+2, Vv(1, 2)
D,=]-o0, 2]; Zeros:0 e 2

f)=3(x-2°-3; V(2, -3)
Di;=[-3, +oo[; Zeros: 1 e 3

g(x)=10 <& —2x°+8x=0 < x=0Vx=4
O eixo de simetria tem equacado x=2.

g(2)=-2x2>+8%x2+10=18
Dy=1]-00,18]

g)=0 < —2x*+8x+10=0 <& —-2(x—-2)°+18=0 < x=—1Vx=5

Afuncdo g é crescente e positivaem ]-1, 2].
Oszerosde g séo —4 e 0.

Como x=-2 é eixo de simetria, a abcissa do vérticeé —2.
Podemos escrever g(x)=a(x+ 2+ K.

g(0)=0 {4a+k=0 {4a+3—a:0 <:}{a=—1
g(-1=3 a+k=3 k=3-a k=4

Logo, g(x)=— (x+2)°+4.
(2.4 ¥
Y1, 3

(-4, 0)

x=-2
O gréfico de g tem concavidade voltada para baixo, D;=]- oo, 4].

A funcao é crescente e negativaem ]— oo, —4].

MATIMO [

2,189):
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

9.1. h(0)=—4,9x0°+29,4x0+0,9=0,9; O projétil foi lancado a 0,9 m de altura.

9.2, —49t°+29,4t=0 < t=0Vt=6
Abcissa do vértice: t=3
Ordenada do vértice: h(3) =45
h(t)=-49(t—-3)°+45, c.g.m.

93. h(2)=—4,9%x1+45=40,1 m; t=3 define o eixo de simetria da parabola.

Portanto, h(2)=h(3-1)=h(@+1)=h(4).

O projétil também esteve a 40,1 metros de altura decorridos 4 segundos.

9.4. O vértice da pardbola tem coordenadas (3, 45). Logo, a altura maxima atingida foi 45 metros,

passados 3 segundos do seu langamento.

10.1. Sendo M o ponto médio de [AB], os tridngulos [AMC] e [ADG] s&o semelhantes.

GD _x 4

Logo: Z==3 & GD=2x e, como DE=6 —2x, vem A(x)=%x(6—2x)=8x—

3 3
10.2. A(x)=0 & x=0Vvx=3
Abcissa do vértice: x= 3

2
At 3\ _&. _8(,2 _
Ordenada do vértice: A (5 )=6; A(x)—g(x —3x) =

3

A area é maxima para x = 5

8 9

-5

10.3.A(x)<%/\0<x<3 & Bx-2°<2A0<x<3 &

3 2

= (xg%\/x>g>/\0<x<3 = xE]O,%]U[—

4

Ficha 5 Equacodes e inequacoes do 2.° grau

9
4

3

3
X3

, sendo essa areaiguala 6 u.a.

8
3

252,

3

2
) +6; Vértice da parabola: V<—, 6)

2

—16x°+48x-27=0 & x=§\/x=%

4

-2+4

7 |

1.1. Abcissa do vértice:

g =alkx—1)7>+k

_1
g(-2)=0 {9a+k=0 - a=3
g0)=-4 at+k=-4 k=

N|©

A expressao é g(x)= %(x - 1)2 - % .

1 2 9 e a2 9
1.2. a)i(x—1) —5— 4 & 2(-x 1) - 4+2
- %(x—1)2=% & (x=172=1
S x-1=-1Vvx-1=1
& x=0Vvx=2
1 2 _9__5 T _12=_5.9
b)i(x—1) —5="5 & 2(x 1) = 5+

S 2-1=3 & k-1=4
& x—-1=-2Vx-1=2
& x=—-1Vvx=3
1 2 9 7 _ _
1.3. a)i(x—1) -5% & x=-3Vax=5
S=1-3, 5[
b)%(x—1)2—%=8 & x=—4Vx=6

MATIMO [
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= Propostas de Resolucao

2.1.

2.2,

2.3.

f)=0 < —4x’-3x+1=0 & —-4x*-3x=-1 & x +2x—
2,3,.(3)_1 (§>2 ( §>2_1 (§> ( 3
<:>x+4x+<8>_4+8 <:>x+8 _4+8 8
3__5 3_5 - _1
®x+§— 8\/x+8_8<:x_ 1\/x—4
_1+% 3
Abcissa do vértice: 5 ="3
crtice: F(—3)o_a(_3Y _ <_§) _25
Ordenada do vértice: f( 8>_ 4< 8) 3 5 +1_16
_ 3 25
f(x)= 4<x+8) +76

f)=1 & —4x’-3x+1=1 & —4x*-3x=0 & x(-4x-3)=0 < x=0Vx=—

w

S= [— T ] Esbocgo do grafico: /\

Caderno de Fichas

1

4

>__5
64

alw

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

4.1.

4.2,

43.

—xX’+4=0 & x=-2Vx=2
S=]-00, —2[U]2, +00[

—2x*+3x+2=0 & x:—%\/x:2
-1

<132

—4xX°+4x-1=0 & x=%

S=02

2x°-4x=0 <& x=0Vx=2
S=]0, 2[

—4x°+6x—3=0 (impossivel IR)
S=0

247 —9x—5=0 < x=—%\/x=5

-39

—x°+8x-16=0 < x=4
S=R.

Para qualquer nimero real, x, 1+4x>>0;
x(1+4x%) <0 & x<0
S:]—OO, O[

x*—6x+9=0 < x=3
S={3}.

—-x*+8x-16=0 & x=4
=R\{4}

A(x,0), P(x, —2x+8), B(0, —2x+8): OA=x; AP=—2x+8
A(x)=0OAxOP=x(-2x+8)=—2x*+8x

A)=—2x"+8x=-2(x*-4x)=—2(x*-4x+4) +8=-2(x - 2)>+8; V(2, 8)

A area maxima do retdngulo é 8 e ocorre para x=2. As suas dimensdes sdo OA=2 e OB=4.

AX)<BAD<X<4 & —2x°+8x—-6<0A0<x<4 & (x<1Vx>3)A0<x<4

& x€]0, 1[U]3, 4[

MAEIY

Porto
Editora

©1011p3 01104 6 AYIO0 LYWIN



= Propostas de Resolucao

Ficha 6 Funcdes afim e quadratica

Caderno de Fichas

1.1. (C)
12, x€]-2, 2[
1.3.

[x -2

3

5_|

| fo) | 0 / 2 N

-1

/

N.D. |

2.1. O grafico de uma funcao afim é uma reta, logo é definida por uma expresséo do tipo g(x)=ax+b.

-5-3

a=———=-2,9(-1)=3 & -2x(-1)+b=3 & b=1

3-(=1)
gx)=—2x+1

2.2. (B)
gx)=0 & —-2x+1=0 & x=

2.3.

N[=

X — o0

g )

+
S o=
|

24. (C)

31. h(x)=0 & —3x°+6x=0 < x=0Vx=2

Abcissa do vértice: 0 _5 2_ 1

Ordenada do vértice: h(1)=3
Coordenadas do vértice: (1, 3)

3.2. (A)
(1.3

41. P(x, 0)eQ(8 x): BP=V/(x - 4) +16=BQ; PQ=

BP + BQ PQ O triangulo [BPQ] é isdsceles e, pelo reciproco do teorema de Pitdgoras, é

retangulo.
42, A(x)=BPXBQ=BP (x-—4)°+16 _( _ 448
2 2 2
4-3- a) A[OPB]=

2

b)AX)L10 & %(x—4)2+8<10/\x€[0, 8] & x*-8x+16+16<20AX€EJ0, 8]

xX>—8x+12<0AX€E0, 8] < x€[2, 6]

(8 —x)+x?;

c) Como o vértice tem coordenadas (4, 8), adrea é minimapara x=4.

B-x)xx —x*+8x_ x*

1
4-4- A[PAO] = = =——7+ 4.x ’ A[BPAO] = A[BPQ] + A[PAO] = 5()6 - 4)2 + 8 + (

2 2 2

MAEIY

M=2x: AXx)=2xAx€[0, 8] & 5(x—4)2+8=2x/\x€[0, 8] & x=4Vvx=8

2:6)6

)<1s
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 7 Funcodes definidas por ramos

11. A, 10), B(4, 2) e C(8, 0); mAB:24_7_1C§):—2;AB:y:—2x+1O
_0-2__1. R - _ 4 oy 1 .
Mee=g 4= 2,BC.y— 2x+b, 2x8+b—0<:>b—4,y_ 2x+4,
—-2x+10 se 0<x«<4
Flx)= —%x+4 se 4<x<8

1.2.

1.3.

2.1.

2.2,

2.3.

a)f(1,5)=—2x15+10=7
b)f(5)=—%><5+4=1,5

a) Como f é decrescentetemos que f(x)=4 < -2x+10=4 <& x=3.
Logo, f(x)<4 < x>3 <& x€[3, 8]

b)f(x)>2 < x€[0,4] & fx+2)>22 < x€[0-2,4-2] & x€[-2, 2]

Para x<4, f(x)=a(x—2)°+8:

F(4)=6 < a(4-2+8=6 < a=—%

1 2
Para x>4, y=2x-10; f(x)={_§(X—2) +8 se x<4

2x—10 se x>4

F)=0 < (—%(x—2)2+8=0/\x<4)\/(2x—10=0/\x>4) & x=—-2Vvx=5

f é crescenteem ]—oo, 2] eem ]4, +oo] e é decrescenteem [2, 4].
f tem um maximo relativo igual a 8 para x=2 e ndo tem extremos absolutos.

3.1.

3.2,

3.3.

4.1.

4.2,

43.

1\ _ A 1 ,_ 17
g(2)+g<§>——3x2+1+2x<§) —4——6+1+2—4— 5
X — 00 0 1 + 00

o)\ 4 / -2 \

Para a=2 ou a=4, afuncdo h tem apenas dois zeros distintos, pois o grafico
de h é obtido a partir do grafico de g deslocando-se a unidades na vertical.

a) Seja h(x)=—x>+4x .
h(x)=0 < x=0Vvx=4
Abcissa do vértice: 2
Ordenada do vértice: f(2)=1
fFX)=—(x—-27°+1; V(2. 1)
b)f(x)=0 < x=1Vx=3
c) V(2, 1) e aconcavidade do gréfico é voltada para baixo.
f(0)=—0*+4x0-3=-3; f(5)=-5°+4x5-3=-8; D;=[-8, 1]

MATIMO [

(1.-2)

=4 \h
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 8 Problemas com fungoes

1.1.
1.2,

1.3.

1.4.

2.1.

2.2,

2.3.

24.

f(x)=0 < x=6

A fungao f é uma funcao afim cujo grafico € uma reta com declive negativo (— 1

3
decrescente para todo o valor de x.

y
T
S 5 g
0 6 <12 X
6. -2) )
-2 se x<6
3
gx)= .
§—4 se x>6
A (200, 100) e B(250, 200); mp,=0,5; OA: y=0,5t; my=2;

OB: y=2t+b; 100=2%x200+b < b=-300; y=2t-300
ho= 0,5t se 0<t<200
" 12t-300 se 200<t<250

1.5m=150cm; h(f)=150 < 2t-300=150 < t=225;
225min = 3h45min

V.so=1m>=1000 dm®; Em 200 minutos a torneira debitou 1000 litros.
Logo, o débito é de 1000/200=5 litros por minuto.

a) 1Th=60min; h(60)=0,5x60=30 cm=3dm: V=10x10x3=300 dm>=300L

Em alternativa, como o caudal € de 5 L/min, temos 60x5L=300L.
b)4h=240min; 240x5L=1200L

),Iogo fé

3. m

3.2.

4.1.

4.2,

4.3.

AB=%=O,2; AB: y=02t+b; 1=02x2+b < b=06; y=0,2t+0,6
0.3 se 0<tg0,5
C() =108 se 0,5<t<1

0,2t+0,6 se 1<tg12

1h45 min=1,75h
C(1,75)=0,2x1,75+0,6 =0,95
O custo de um estacionamentode 1 h 45 min é 0,95 €.
@XQ—B_
Seique AB=12; QB=x. Preciso de calcular PQ.
PQ_QC o, PR_6-x ., pg-26-x

AB BC 12 6
Logo, a drea do trapézio [ABQP] é dada por: A(x)=

A area do trapézio [ABQP] é dada por

12+2(6 —x)
2

AX)=20 < 12x-x’=20 & x*—12x+20=0 < x=2Vx=10
Como x €10, 6[, ovalorde x paraoqualaéreaé 20cm® é 2cm.

xx=12x — x?

Area do retangulo: 12x6=72
Area do trapézio é superior ou igual a um quarto da area do retangulo:

A(x);%x72/\0<x<6 & 12x—x*>18A0<x<6 &

& —x*+12x-18>0A0<x<6 < x€[6-3v2, 6]
Calculos auxiliares: 18 - 12x+x°=0 < x=6-3V2Vx=6+3v2

MAEIY

%—3& 6 6+3x/5\
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= Propostas de Resolucao

Ficha 9 Funcoes e tecnologia

Caderno de Fichas

1.1. A populacdo cresce auma taxa de 5% a hora, até

2.1.

2.2,
2.3.

24.

atingir 1500 bactérias; aumenta 5 bactérias por hora até atingir 1600 ; mantém o mesmo numero de
bactérias durante 5 h e, de seguida, decresce a uma taxa de 5% por hora até restar 1 bactéria.

y=-2

Por exemplo, x=5 ou x=0.
x=float (input ("x ="))
if x>5 and x<=8:
y=5
else:
y=0
print (y)
x=float (input ("x ="))
if x>-2 and x<=5;:
y=2*x-2
else:
y=3
print (y)

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

Coordenadas do vértice: <l, %)

3
fx)=—4 & x=-1 \/x=%

F) <1 < x<0\/x>%

XE]-o00, O[U]%, +c><>[
Ordenadade C: y=f(0)=1
Abcissas de A e B:

1

fx)=0 & x=—§ Vx=1

Area do triangulo [ABC]:

ABx OC _ (1-(-3)) ="
2 2

=ﬂ=
6

wIN

MATIMO [
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Avalia¢ao global do tema
Ficha 10
ag. 46
11. D;=[-2, 8[; D;=]-3, 4]
1.2
[ x -2 1 8 |

[ fx) -2 / 4 \ N. D.

Minimo relativo: — 2
Maximo absoluto: 4

1.3. (B)
1.4. (A)
_-1-0_1. - 1 - __2
2.1. a—_1_2—3,g(2)—0 = 3><2+b—0 & b= 3
1,2
g =zx-3
2.2,
[x ) 2 +c>o|
lf(x) - + l
3. (D)
pag. 47
41. g)=a(x—0)°+1 [pégar)
g2)=-1 & a(2-0P+1=-1 & 4a=-2 < a=—%
Logo, g(x)=—%x2+1.
_ 12 a 2_ _
42. g0)=0 & X +1=0 & x'=2 & x=+V2 - /> ]
Um intervalo onde a funcao é decrescente e positiva é [0, v2I. - 7 2\
1.2 1.2
43. g <x-3 & 5% +1<x-3 & —5X -x+4<0 _4/\2 _
—1x2—x+4=0 & X —2x+8=0 & X’+2x-8=0 & x=—-4Vx=2 / \

4.4.
5.1.

5.2,

2
S=]-o0, —4[U]2, +o9]

(B)
Para x<3, f(x)=a(x—2)°+k.
fO)=2AFf(1)=—1 < d4a+k=2Aa+k=—1 < a=1Ak=-2
Para x>3, f(x)=ax+b.
1

f4)=0ANf(6)=—1 < 4a+b=0AbGa+b=-1 & a=—2/\b=2

_X40 se x>3

{(x—2)2—2 se x<3
f(x)=
2

F)=0 < ((x—2)2—2=0/\x<3)v<—§+2=0Ax>3)
& x=2-V2Vvx=4

MA’\&M@ ’0 ' Porto
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Geometria
Ficha 1 Referencial 0. n. Oxy. Transformacoes geométricas
S
1.2
y
™
4 J
s\ AAANAA )
) 4
0] X
=1 c

O ponto C pertence ao 4.° quadrante.
1.3. B(0, -8)

1-4- a) A[AOB] = 82L6= 24 u. a.

b) O'(0, 0); A6, 5); B0, 8)

21. A0, 3);B(3,0); C(3,3) e 0(0,0) m
22, A0, -3);B(3,0); C(3,-3)e 0(0,0
2.3. (B)
3.1. x=0
32. B(O,-2)e D(2,0). Reta BD: y=ax+b; pelo ponto B resultaque b=-2.
0-(-2)

Determinemos o declive: a= 1

2-0
Assim, BD: y=x-2
Como C(3, 2), verifiguemos que as suas coordenadas nio satisfazem a equacdo dareta BD.

2#3—-2=1, como se pretendia mostrar. O ponto C nao pertence areta BD.

3.3.
y
3
2(9 -------- 'ﬁC
A y
‘D' ‘D

-3 ol 1 2 3 4 «x
.A‘

c )
-3

’0 ' Egirttgra



= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 2 Pontos e distancias no plano

1.1. Ascoordenadas dos pontossdao B (-1, —2) e C (3, 0).

1.2,

1.3.

2.1.
2.2,

2.3.

As coordenadas do ponto médio de [BC] s&o:

(—12+3, —22+0>=(1 -1

Para determinar o perimetro tenho de calcular a medida entre cada vértice, ou seja, d(O, B), d(B, C)
e d(C, O).

©1011p3 01104 © AYIO0 LYWIN

d(0, B=\(-1-07+(-2-07=VT+4=V5
dB, O)=\(B=(= 1)) +(0-(=2)*=V16+4=v20=vV4x5=25

d(C, 0)=V/(3-072+(0-0>=3

Logo, o perimetro é:

V5+2v5+3=3+3V5

(B)

Para mostrar que o tridngulo é isésceles tenho de calcular a medida de cada lado, ou seja, d(P, Q),
dQ,R) e dR, P).

d(P, Q=V(2-(2)+(-1-17=V16+4=V20

d(@, R=\(-2-27+(-3- (1)’ =V16+4=v20

dR, P=\(-2-(=2)+(1-(=3))’=+0+16=4
Como d(P, Q) =d(Q, R), otriangulo [PQR] é is6sceles.

Como o tridngulo é isésceles, considero [RP] a base e a altura é a distancia entre o ponto médio de
[RP] e o vértice Q.

—-24+(=2) 1+(-3)
2 ' 2

Coordenadas do ponto médio de [RP]: < ) =(-=2,-1)

Altura=/(-2 -2+ (= 1-(-1)’=v16=4

Logo, a area do tridngulo é 4 >2( 4-8.
3.1. Ascoordenadas dospontossdo A (-1, -1 e C (1, —-1). m
3.2. Ospontos B e D pertencemao eixo Oy, logo sdo daforma (0, y).
Como o perimetro do losango é 12, o seulado mede 3.
Temos que d(A, B) =3 & \/(0—(—1))2+(Y—(—1))2=3
& V1+(y+1°=3 & 1+(y+1)°=9
& (y+1V°=8 & y+1=%V8 < y=—1+V/8
As coordenadasde B e D sdo (0, —1-v8) e (0, —1+V8).
33. A(-1,-1) e B(0, —1-+8), logo o ponto médio tem coordenadas (—% #)
A reta vertical que passa no ponto médio do segmento [AB] tem equacao x=—%.
4. DL ) KIS gk o k=kAk+3=4k & 3K=3 & k=1

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra



= Propostas de Resolucao caderno deFichas

A(-2,a; B(b, 1); C(, d;

B é o ponto médio de [AC]: %=b/\a+d=1 & —2+c=2bAa+d=2
C é o ponto médio de [BD]: bJ2“7=c/\_32+1=d & b+7=2cANd=-1
—-2+c=2b c=4 a+d=2 a=3

{b+7=2c A {b=1 € {d=—1 A {d=—1

A(=2,3);B0O,1;C@4,-1)

Ficha 3 Mediatrizde um segmento de reta

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2,

Se P(x, y) éum ponto da mediatriz de [DB]:
x+27+(y-4)’=(x-4+(y-2) & —4y=—12x & y=3x

Seareta AD é paralelaao eixo Oy e D temabcissa — 2, entdo AD é aretade equacdo x=—-2.
O ponto A pertence areta de equacdo x=—2 €, como AD=AB, também A pertence a mediatriz
de [DB]:

x=—2Ay=3x & x=—-2Ay=-6.Logo, A(-2, —6).

Como o lado [BC] é paralelo ao lado [AD], o ponto C pertence aretade equacdo x=4 ea
mediatriz de [DB]:

x=4Ay=3x & x=4Ay=12. Logo, C(4, 12).

Um losango é um paralelogramo. Logo, A[ABCD]=¥=Exh ,emque D=AC, d=BD e h éa

medida da altura do paralelogramo relativa a base [AB].
D=AC=1(4+2’+(12+6)>=v360=6v10; d=BD=V(-=2 -4 +(4-2>=v40=210;
AB=AD=4+6/=10

A[ABCD]zs—vmzz V10 _ 6% 10=60 e A o0 =ABx h=10h

Temos, portanto, 10h=60, peloque h=6.

r:y=mx+b; b=ordenadade A=8.

C(@B,2)er. Logo, 2=mx3+8 < m=-2, pelo que aequacao reduzidade r é
y=—2x+8.

Como B(x, 0)€r, 0=—2x+8 < 2x=8 < x=4. Logo, B tem coordenadas (4, 0).

Como (2, 4) é o ponto médio de [AB], pois <0L4 8;0

2
[AB].

Se P(x, y) éum ponto da mediatriz de [AB], entéo:

) =(2, 4), areta pedida é a mediatriz de

(x+0V+ (-8 =(x—4 +(y-0) <& xX’+y’—16y+64=x"—8x+16+y’ & y=%x+3

3.1.

3.2,

Se P(x. y) éum ponto da mediatriz de [AC], ent&o:

x=3’+y+1)’=x+1)’+(y-7° < y=%x+%
Dado que o quadrildtero [ABCD] é um losango, BA=BC. Logo, o ponto B pertence a mediatriz de
[AC].
Como B também pertence areta de equacdo y=x, entdo B é o ponto de intersecao das duas
retas.

5

y=%x+§/\y=x & 2x=x+5Ay=x <& x=5Ay=5. Temos, entdo, B(5, 5).

M/X&M@ ’0 ' Porto

Editora

©1011p3 01104 © AYIO0 LYWIN



= Propostas de Resolucao caderno deFichas

33. AC=V(=1-372+(7+1)°=v80; AB=V(5-37+(5+1)>=v40; BC=AB=40
([ABCD] é umlosango)
AB’+BC =(v/40)"+(v40)’ =80=BC;
AB’+BC =AC’. Logo, 0 angulo CBA é reto.
Dado que num paralelogramo (um losango é um paralelogramo) os angulos adjacentes ao mesmo
lado sédo suplementares e 0s dngulos opostos sdo iguais, podemos concluir que os quatro angulos
internos do losango [ABCD] sao retos. Logo, o losango [ABCD] é um quadrado.
4.1. Seja P(x, y) um ponto da mediatriz de [AB].
x+2°+(y+1P=(x-6)+(y-3) <& y=—2x+5
4.2. a) C(0, y) pertence areta de equacdo y=—2x+5, porque AC=BC:
y=-2x0+5 < y=5. Logo, C(0, 5).
b) C(x, — 3) pertence aretade equacédo y=—2x+5:
—-3=-—2x+5 & 2x=5+3 & 2x=8 < x=4. Logo, C(4, -3).
43. C éopontodeintersecaodasretas y=—x e y=—2x+5.
Como y=—xAy=-2x+5 < x=5Ay=-5, temos C(5, —5).
AB=1/(6+27+(3+1)>=v80=4+5. Aaltura do tridngulo relativa a base [AB] é h=MC, sendo
M o ponto médio de [AB]. M(2, 1) e h=MC=1(5-20+(=5-1)*=v45=35.

ABZXh=4‘/§’;3\/§=2x3(\/§)2=6x5=3o.

LOgO, A [ABC] =

Ficha 4 Equacao reduzida da circunferéncia

ag. 56
1.1. Seja P(x, y) um ponto da mediatriz:

a) (x= 2+ (y+ 1= -0 +(y-3) & y=gx+4

b) x—0)’+(y—3)’=(x+4)+(y-5) < y=2x+8
1.2. O centro da circunferéncia é o ponto de intersecdo das mediatrizes de [AB] e [BC]:
1,1
y=5X+5
Raio: r=DB=1/(=5-01+(-=2-3)=v50=5v2
13. M(1, 1). O centro da circunferéncia é o ponto E de intersecdo da mediatriz de [AB] com o eixo Ox:
1

y=%x+§/\y=0 < x=—1Ay=0, logo E(-1, 0).

r=EM=vV(1+1°+(1-0°=v5
Equagdo: (x+1)°+y’=5

Ay=2x+8 < x=-5Ay=-2. O centro da circunferéncia é oponto D(-5, —2).

2.1. Aabcissade E é 4, substituindo na equacao da circunferéncia de centro A obtemos
(4-4°+(y-3)=25 & (y-3)’=25 & y-3=%5 & y=3%5
Como E tem ordenada negativa as suas coordenadas sédo (4, —2).
Como A e B tém amesma ordenada, temos que E e F também tém a mesma ordenada.
As coordenadas de F sdo (9, —2).

2.2. B(4+5, 3)=(9, 3). Equacao da circunferéncia de centro B: (x—9)2+(y—3)2=25
(x=9P+(y-3’=25Ay=0 <& (x-9°=16Ay=0 < (x=5Vx=13)Ay=0. Aabcissade C
é 5.

2
23. A=Aperg — %Acfrculo =5°— % =25- %

10 ' Egirttgra
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ag. 57
3.1. Coordenadas: A(—6, 1) e B(2, —3)
e —3—1 _ 1
Declive: 2-(—6)" 2

3.2.

3.3.

3.4.

4.1.

4.2,

Obtemos —%x2+b=—3 & —-1+b=-3 & b=-2

A equacao reduzidadareta AB é y=——-x-2.

1
2
A(-6,1) e B2, -3); AB=\(2+6)°+(-3-1’=v80=4V5;
r1+r2=\/§+ V20=\/§+2\/§=3\/§

Dado que AB> r,+r,, podemos concluir que as circunferéncias %, e %, nao se intersetam.

Centro C, ponto médio de [AB]: C<_62+2, %):cez, —1); raio: Q:%:—'SO:\&O

Equacgdo: 8,: (x+2)°+(y+1)°=20
C(-2,-1);8: x—27+(y+3/°=20
(=2-2+(=1+3)%=20 < 16+4=20 (verdadeiro)

C(1,3): (1-3°+(3-6)°=13 < 4+9=13 (verdadeiro); 1x(1+6)+3°=16 < 7+9=16
(verdadeiro)

Logo, como C pertencea ¢, ea %,, podemos concluir que C é um ponto de intersecdo das duas
circunferéncias.

Centrode %,: A(3, 6)

€ x(X+6)+y’=16 < x*+6x+9-9+y’°=16 < (x+3)°+y?’=25; centrode &: B(-3, 0)
Se P (o, B) éum ponto da mediatriz de [AB], entao:

d(P, A=d(P, B) & (-3 +(B-6)’=(a+3)°+p> & —12a-12=-36 < a+L=3

Ficha 5 Semiplanos

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

r: x=0

. C(0+(=1) —3+1>_ 1
Ponto médio de [AB]: < 5 , 5 = (—5, - 1>
Paralelaa Ox, portanto t é umareta horizontal e asuaequacdoé y=-1.
(D)
Aintersecdo dasretas r e t é representada pela condicédo x=0Ay=-1, portanto o ponto de
intersecdo é (0, —1).

A equacao reduzida tem a expressdo: y=mx+b
Ya—Ys_ =3-1 _
Xo—Xxg 0—-(=1)
Como A pertence areta e a sua abcissa é zero, concluimos que a ordenada na origemé — 3.
A equacgao reduzidadareta AB é y=—4x—3.

a) b) c)

Calcular m: m= -4

MA\&M@ ’0 ' Porto
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2.1. 2.2 2.3.
y y
R | 2
_E_% 11—
-2 0 X :
-3 0 3x
31 x>20ANAyYy<O0Ay>x-2
32, (y<OAy>2x-2)Vvx<O0
33. y2x-2A(x<0Vy=0)
ag. 59
4. Altura do paralelogramo: h=3.
Aupsep=15 & ABxh=15 & ABx3=15 & AB=5. Logo, B(1+5, 0)=(6, 0).
. m=3=0_3. _g_3(_ _3,_ 5 y_0=3
Reta BC.m—8_6_2,y 0—2(x 6) & y=5% 9. Areta AD éparalelaa BC: y 0—2
_3,_3
(x_1) <: .y_2x 2
Condigao: %x—9<y<%x—%/\0<y<3

5. C(0,2), A(k, 0), Bk, k);

Aoms =24 <> 2Z"><k=24 © 2Kk+K'=48 & K'+2k-48=0 & k=6
>
. . . ol 6-2 2., o m 2
52. C(0,2);A(6,0); B(6,6):reta CB: y=mx+b; m—m—g, b=2;: CB: y—§x+2
Condicao: O<y<%x+2/\0<x<6

5.3. Seja P(x, y) um ponto da mediatriz de [AC].
dP, A)=d(P, C) & (x-6)+(y—-0’=(x-0’+(y—-2)° & y=3x-8
5.4. Dado que [AFCG] éumlosango, F e G pertencem a mediatriz de [AC]. G pertence ao eixo Oy e F

pertence areta de equagdo x=6. Ponto G: x=0Ay=3x-8 < x=0Ay=-8; G(0, -8).
Ponto F: x=6Ay=3x-8 < x=6Ay=10; F(6, 10)

6.1. raio=d(0, A)=V1*+2*=5

A equacdo da circunferéncia é x*+y*=5

6.2. Tenho de provar que B(2, — 1) satisfaza condicdo x*+y’=5
2%+ (- 1)2 =5 & 5=5 verdadeira; B pertence a circunferéncia.
-1-2
2-1
Equacdo reduzidadareta AB: y=—3x+5

6.3. Declive:

=—3; ordenadanaorigem: —3x1+b=2 < b=5

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra
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Ficha 6 Circulo

ag. 60
L ©

Resolucdo: d(A, P)<d(B, A) define um circulo de centro A eraio AB. Logo, arespostaé C.

2.1. Como a origem tem coordenadas (0, 0), tenho de provar que substituindo na condigdo obtemos uma
proposicdo verdadeira.
0+1)’+(0-2°<8 <& 1+4<8 < 5<8, proposicio verdadeira. Logo, a origem pertence ao
conjunto A.

2.2, Como aordenada é 4, substituimos na condicdo o y por 4, obtemos
x+1)+(4-2°<8 & (x+1)°+4<8 & (x+1)°<4
Os nimeros que ao quadrado sdo menores que 4 sao os nimeros entre —2 e 2, logo
(x+1°<4 & -2<x+1<2 & -2-1<x<2-1 & -3<x<1
Logo, aabcissa de B pertencea [-3, 1].
3.1. Centro: (3, = 1)
Raio: 3
(x=3Y+(y—(-1)°<3’
x=37+(y+1°<9

3.2. Centro: (-3, =1)
Raio: distancia do centro a origem

Raio: V(=3 -0 +(-=1-07>=v9+1=v10

(= (=3)+(y-(=1)’< V10’
(x+3)°+(y+1)°<10

4.1. A condicao representa um circulo de centro A eraio AB:
dB, A=V(1 = 2P%+(=1-3°=vV1+16=V17
=1+ (y=(=D)’<VIT & (=1 >+ (y+172<17

4.2. Substituindo na condi¢do anterior as coordenadas de Q, temos de obter uma condi¢do verdadeira.

(1-1°+B+1)°<17 < 0+16<17 < 16<17, proposicao verdadeira. Logo, Q pertence ao
conjunto.

4.3. Porexemplo, (5, 7).
5-17+(7+1)°<17 & 16+64<17 < 80< 17, proposi¢io falsa
Logo (5, 7) ndo pertence ao conjunto definido na alinea.

5.1. Mediatrizde [AB]: (x+3)°+y’=(x-3)’+(y-6)° <
& X +6x+9+y =x"—6x+9+y° - 12y+36 &
& Bbx=—6x+9-12y+36 < y=—x+3

5.2. Declive: g= 2

Ordenada na origem: 0
Aequacdodareta s é y=2x.

5.3. O centro da circunferéncia é o ponto de intersecdo da mediatriz de [AB] comareta s.
Centro da circunferéncia: y=2x Ay=—-x+3 & x=1Ay=2
Logo, C (1, 2).

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra
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5.4. Centro: (1, 2)
Raio: distanciade Ca A

Raio: V(=3 —1)°+(0 - 2)>=v16+4 =20
()c—1)2+(y—2)2<\/ﬁ2 & -17+(y-2)7°<20

5.5. D éopontodeintersecdodasretas r e s.
Como r éparalelaa Oy e passaem A temequacdo x=-3.
Coordenadasde D: y=2xAx=-3 < x=-3Ay=-6
Logo, D (-3, —6).

Ficha 7 Geometria no plano e tecnologia

1.1. O tridngulo é equilatero.

1.2. Trés medidas formam um tridngulo se e s6 se a soma de duas delas é maior que a outra.
Neste caso 2+ 2 ndo é maior que 6, logo ndo é possivel obter um triangulo.

1.3. lado1=2
lado2=2
lado3=6
if lado1+lado2 > lado3 and lado3+lado2 > lado1 and lado1+lado3 > lado2:
if lado1 ==lado2 ==lado3:
print ("O triangulo é equilatero.")
eliflado1 ==lado2 or lado1 ==1lado3 or lado2 = =lado3:
print ("O triangulo é isdsceles.")
else:
print ("O tridngulo é escaleno.")
else:
print ("Com essas medidas ndo é possivel formar um triangulo.")

1.4. A condicao para classificar um triangulo dado depende de trés medidas: a, b, ¢
* escolher a maior medida, por exemplo, a
« testar se a’=b’ +c? para ser um tridngulo retangulo
«testar se a’><b’+ ¢’ para ser um tridngulo acutangulo
s testar se a’>>b’+c” para ser um tridngulo obtusangulo

2.1.

A reta é estritamente paralela ao lado do tridngulo que nao foi bissetado.

2.2. Duas retas paralelas tém o mesmo declive.

Sejam, A(x,, ya) . Blxs, s, Clxc, Yo . As coordenadas dos pontos médios de [AB] e [BC] séo

N(XB+xA YB+YA> eM(xB+xC YB"‘YC).

2 2 2 2
YetYc YetVYa
- +Vo— (Va+ -
0 declive dareta AC é £ ~Y2 ¢ o declive dareta NM é —2 2 _YetVe e yA)=yc Ya
Xe— X, Xg+Xo XgtXa Xg+Xc—(Xpg+Xa) Xoc—Xa
2 2

Como sao iguais as retas ACe NM séao paralelas.

MASIO [ |
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23, AW

A x
CVT]\
2.4. Mediatriz de [AB]: (x—2)2+y2=(x+2)2+(y—4)2 & —4x=4x-8y+16 & y=x+2

Mediatrizde [AC]: (x = 2)*+y*=(x+4)°+(y+2)’ <& —4x=8x+16+4y < y=—3x—4
Para determinar a intersecéo resolvo o sistema de equacdes:

y=x+2 {y=x+2 o {y=x+2
y=-3x-4 X+2=-3x-6

y= y==3x=4\ g9 4

N|=

=

4x=-6 x=—% X(=15;0,5) y=x+2

O ponto de intersegdo das mediatrizes do triangulo [ABC] tem

3 1 A(2,0) X
coordenadas (——, —) .
2° 2 C(~4,-2)

Ficha 8 Geometria analitica no plano

ag. 64
1.1. A mediatrizde [AB] é dada pela condicao:
=07+ (y=(=3)"=(x= (=D +(y-1)° & F+y+3=x+1’+(y-1)° &
7

S X+y +6y+9=x"+2x+1+y* - 2y+1 <& 6y+2y=2x+2-9 & y=%x—§

1.2. (D)

A mediatriz de [AB] é perpendiculara AB, portanto tem o mesmo declive: m= 1

4
Como passaem B(—1, 1), substituimos 0 m e as coordenadas de B e obtemos %x =D+b=1 & b=%

A equacgao reduzida é y=%x+%. Resposta: (D)

13. (A)
C pertence areta de equacao y=%x+% e tem ordenada zero. Assim, 0 =%x+% & x=-5e
C(-5,0).

14. AB=V(=1-0+(1+3)°=v17; CB=\(=1+5)*+(1+0*=vV17
Como a medida dos catetos é a mesma, o tridngulo [ABC] é um triangulo retangulo isdsceles.

1.5. Centro = Coordenadas do ponto médio de [AC]: (—% —%)
Raio — d(A, C) v25+9 /34
aio = = =
2 2 2
2
r2_(\/34> _34_17
“\ 2 T4 2
2 2
Equacao da circunferéncia: <x+%) +(y+%> =g
_ itui- 5 _145Y ( §)2_ﬂ 9,25_17 ., 34_17
1.6. B(—1, 1) substitui-se na equacdo e obtemos ( 1+2> + 1+2 =5 = 4+ 2- = 2 -
Como satisfaz a condigcao, o ponto B pertence a circunferéncia.
1.7. (B)
AB: y=—4x-3
cy=X,5
BC: y_4+4
AC: y=—-3x-3
5
x,5 3
y<—4x—3/\y<Z+Z/\y>—€x—3

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra
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2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

Como A pertence ao eixo Oy, as coordenadas de A sdo (0, y)

e como também pertenceareta r, temos 2x0—-y=2 < —y=2 & y=-2
Como B pertence ao eixo Ox, as coordenadas de B sdo (x, 0) e como também pertence areta r,
temos 2x-0=2 & 2x=2 & x=1

As coordenadassdo A (0, —2) e B (1, 0).

Coordenadas do ponto médio de [AB]: C <0%1 - 22+ O) = <% -1 )

Portanto, R (—% 1).

A equacao reduzida tem a expressdo: y=mx+b
Ye—=Y¥s_ 1-0 _

S m= o
Calcular m.m—xR_xB—_l_1 _§— 3
2 2

Calcular a ordenada na origem: substituir o m e as coordenadas de B naequagdo mx+b=y

2 _ _2
—§><1+b—0 = b—3

A equacao reduzida dareta AB é y=— %x+ %

(C)
=0 +(y+2 =@ -1+ -0 & X+y° +4y+4=x"-2x+1+y’ &
__ -_2,_3 -_1,_3
& dy+4=-2x+1 & y= 4x 2 = y= 2x 2
Uma reta perpendicular a r tem de ter o mesmo declive que a mediatriz do segmento de reta [AB].

Como os declives, da mediatriz é —% eodeclivedareta RB é — % sdo diferentes, logo areta RB
nao é perpendicular areta r.
A area do tridngulo [ABR] é igual a soma das areas dos tridngulos [EAB] com [EAR)].

2
EA X |xg| <2+§>X1
A[EAB] = 2 = 2

=4
3

wWIN

A[EAR] = 2 2

2 1

EA X |xg| _ <2+§> X§=
4.2_6_

3+ _3_2

wN

Portanto, Aiszs=

Ficha 9 Referenciais cartesianos no espaco

1.1.

1.2.

Seja a aaresta do cubo. O cubo tem como faces seis quadrados de lado a.
Areatotal do cubo=6a°. Logo, 6a°=24 < a’=4 < a=+2
Como se trata de uma medida, a aresta do cubo é 2cm.

A0, 0,0); B(0,0,2);C(2,0,2);D(2,0,0); E(0,2,0); F(0,2,2);G2,2,2);H2,2,0
Aorigemé A; Eixo xx: AD; Eixo yy: AE; Eixo zz: AB

’0 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

b)

A(-1,-1,0);B(-1,-1,2);Cc(1,-1,2); DO, -1, 0);
E(-1,1,0);F(-=1,1,2);G(1,1,2); H1,1,0)

OD: a*°+a*=2? & a2=2 <:> a=+v2
A0, -v2,0); B(0, 2); C(V_ 2);D(vV2,0,0);
E(-v2,0,0); F(- v* 0 2) G (o, ) H(0, v2, 0)

3.1.

3.2,

A(-1,4,1),B(0,4,0),C(-2,2,2),D(-1,1,3),E0,0,2), F(-1, -3, 1),
G0O,-2,0), H(-1,-2,-1),1(4,-2,0),J(5.0,0), K4, -1,-2),L(5,3,1),
M@4,3,-2), N(-1,1,-2),0(0,0,0),P1,3,-1),Q(-1,4,-2)

AB=EH=4; ABxAD=8 < 4xAD=8 < AD=2;

ABXxADXAF=72 & 4x2x(m+a:)=72 = 8x(a+2a)=72 & 30A=9 < OA=3;
OF=20A=2x3=6
A0,0,-3),B(4,0,-3),C(4,2,-3),D(0,2,-3),E0,2,6),F(0,0,6), G(4,0,6)e
H(4, 2, 6)

H(4, 2, 6)

E(, 2, 6)

Como P pertence a [HE], as suas coordenadas sdo (x, 2, 6)
O volume da piréamide [EFPD]:

* & um nono do volume do prisma: 79—2= 8

, areada ba33exaltura=2>2<xx9:3=3x

| [e¢]

Temos que, 3x=8 & x=

W
wl|o

.2,6).

As coordenadas de P sao

l” ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 10 Planos paralelos aos planos coordenados. Retas paralelas aos eixos
coordenados

ag. 68
11. A(2,3,5);B(2,3,2);C(2,6,2); F(-3,3,5); G(-3,6,5); H(-3, 6, 2)

1.2. a)x=2
b)y=6
c)z=2
d)x=-3
e)y=3
f) z=5
13. a)x=2Ay=3
b)y=6/Az=2
c)x=-3Az=5
14. AB=2z,-2,=5-2=3;BC=y,—y,=6-3=3; AF=x,-x,=2—(-3)=5
V[ABCDGHEF]=32X5=45
Condicdo daaresta [DG]: y=6 Az=5A-3<x<2, peloque P (x, 6, 5), com —3<x<2.
Base da piramide: [ABCD]; considere-se a altura da piramide: a
\/[ABCDP]=%>< 3’xa=3a
1
5
Adistanciade D a P temdeser 3, logoaabcissade Pé 2-3=-1.
As coordenadasde P sdo (-1, 6, 5).
21. y=3

22. x=—1Az=5

ComO \/[ABCDP] = ‘/[ABCDGHEF] N temOS que 38 = 9 < a= 3

3.1. Se U e V pertencemaoeixo Oy e DC é paralelaao eixo Ox e as bases sdo quadrados
delado |5+ (= 5)| =10, entdo as faces do prisma estdo contidas nos planos de equacdes
z=5,z=-5,x=5,x=-5,y=-4¢e y=8.

Portanto: A(5, -4, -5); B(-5, -4, -5); C(-5,-4,5); D5, -4,5); E(5, 8, 5);
F(5,8,-5);G(-5,8,-5); H(-5, 8, 5)

3.2. a)[FE]: x=5Ay=8A-5<z5

b) [DEHC]: —-5<x<5AN-4<y<8Az=5

3.3. Seja M o ponto médio de [CD]. UM=5; UV=|8— (- 4)|=12
—2 —2 — — ) —2 — —
MV =UM +UV <& MV =5°+12° &< MV =169 & MV=vV169 <& MV=13

MV>0

DCxMV_10x13 _

5 5 65.

MV é a medida da altura do triangulo [DVC], pelo que Agpyq=
Alateral = 4 X A[AVC] = 4 X 65 = 260 u. a.

41, Vpi,émide=%xAbasexaltura = 216=%x6x6><A_\/ & 12x(A0+0V)=216 < AD+9=18 <
< A0=9.
A altura daagua é 9dm.

42. A(0,0,-9),B(6,0,-9),C(6,6,-9),D(0,6,-9 e V(0,0,9)

4.3. Aparte da piramide ndo submersa é uma piramide semelhante a piramide [ABCDV], sendo arazdo
de semelhanca na reducgao r=%=%=%. Logo, Viiamide exterior = <%

€ Viguano depssito = (216 — 27) dm?®=189 dm®. Existem no depésito 189 litros de agua.

’0 ' Egirttgra

3
1
> X Viiramide [aBcov) = g% 216=27
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 11 Distancia entre dois pontos e ponto médio de um segmento de reta no espaco

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2,

2.3.

3.1.

3.2,

AB=1/(0+1)+(5-3)’+(3-5=v9=3;
AC=V(2+1)?+(4-32+(5-5°=v10;
BC=V(2-0)+(4-5/+(5-3/=v9=3.
O triangulo [ABC] éisodsceles.

AB=V(3-5/+(3+1)’+(1+3)°=V36=6;
AC=V(5-5)+(=6+172+(7+3°=v125=55;
BC=V(5-3)+(-6-37+(7-1)=V12T=11.
O triangulo [ABC] é escaleno.

AB=\(-2+3/+(2+2)+(-3-5/ =VB1=9;
AC=\(6+3)+(-2+2+(-4-5/=VBIx2=9V2;
BC=V(6+27+(-2-2/+(-4+3)° =V81=9.

O triangulo [ABC] é isosceles.

AB=V(1-47 +(6+2 +(~ 1 -4 =V08;

AC=\(-2-47+(0+2’+(1-4)=7;

BC=V(-2-1+0-6>+(1+1)>=7.

Como AC=BC, otriangulo [ABC] é is6sceles; AC +BC =7°+7°=49+49-98=AB".
Pelo reciproco do teorema de Pitagoras, o triangulo [ABC] é retanguloem C.

Seja P(0, 0, 2). d(A, P)=d(A, 0) < V(0 -42+0+2°+z-4"=V(=4)’+2°+(- 4} <
& (z-4)P=16 < z=8; P(0, 0, 8)

1+(=2) 6+0 —1+1>=<_1 3'0)

Coordenadas de P:( 5 Py 5 5

4+<_%> ~2+3 4+o>=<% 1 2)

Coordenadas do ponto médio de [AP]: ( 5 , 5 o

AC=1(08-22+(=1+1)°+(7.4+1)°=1,44+0+70,56 =72
—2 —2 —2 —2 —2 2 —2

AB +BC =AC < AB +AB =(V72)" < 2AB =72 &
«— AB =36 < AB=6. Amedida da aresta do cubo é 6.

AB>0

v 1

P

iramide = %Abase xaltura=5x6x6x6=72 u.v.

w|

4.1.
4.2,

4.3.

d(A. B)=\/(2~(~3)"+(1-07+(0 -0/ =v26

C pertence ao eixo Oy, portanto C(0, ¢, 0)
Como d(A, C)=d(B, C) < 4+(c—-1°=9+¢c?> & c*—2c+1+4=9+c? < c=-2
As coordenadas de C sdo (0, —2, 0).

d(A, C)=d(B, C)=V(0+3)*+(=2-0+(0-0°=v9+4=V13

Area da base: ACXBC _V13xV13 _13

2 2 2

Volume do prisma = 13 x altura

2
26 = % x altura < altura=4

MA\&M@ ’0 ' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

4.4.
4.5.

4.6.

x=0ANy=-2
Coordenadasde F (0, —2, 4)

Ponto médio de [FA]: (042'2, _22"'1 , 4“2'0)=<1 , _%, 2)

Equacéo do plano paraleloa xOz: y = —%

Coordenadas: A(2,1,0); E(-3,0, 4); P(O,y, 0

d(E, A=d(E, P) < V(2+3 +(1-07+(0-4=1/(-3-0+(0-y’+(4-0) <
& 25+1+16=9+y°+16 & y’=17 & y=+V17
Como P pertence ao semieixo positivo, as coordenadas sao (O, V17, 0).

Ficha 12 Plano mediador

1.1.

1.2.

2.1.

2.2,

2.3.
3.1.

3.2.

3.3.

Seja P(x, y, z) um ponto do plano mediador.
dA, P=dB,P) & (x-2’+(y-07+z-1)’'=(x-07+(y-2)°+z-1)° &

S X —dx+4+y'=X"+y - 4y+4 & —4x+4y=0 & x-y=0

Seja P(x, y, z) um ponto do plano mediador.

dA, P)=d(B, P) & x+3) °+(y-7 +(2z-01"=x-5’+(y+5 +(z-4) <

& X+6x+9+4y - 14y+49+2°=x - 10x+25+y°+ 10y +25+2° - 82+ 16 &

& 6x+10x— 14y —10y+8z+9+49-25-25-16=0 < 16x—-24y+8z-8=0 &

& 2x-3y+z-1=0

dM, B)=%d(A, B)=%\/(—1 _3P+(—6+2°+(3-1)7°=3

Seja P(x, y, z) um ponto do plano «, plano mediador de [AB].

dA, P)=d(B, P) & (x=3 +(y+2) +zZ-1’=(x+1)’+(y+6)°+(z—-3)° < 2x+2y—z+8=0
Pk, -3,3k€a < 2k+2x(-3)-3k+8=0 < —-k-6+8=0 & k=2

Seja P(x, y, z) um ponto do plano mediador de [BD].

=1+ -2 +z-3 =(x-2+(y+2)’+(2z-2° &

& X2+ 1+y Ay +4+7° —62+9=X"—4x+4+Y +4y+4+ 7' 42+ 4 &

& —2x+4x-4y—-4y—-6z+4z+14-12=0 &

& 2x—-8y—-27+2=0 & x-4y-z+1=0

Uma equacao do plano mediadoré x —4y—z+1=0.

A(0, 0, 2). Como AB=AD, oponto A pertence ao plano mediador de [BD].
Logo, 0-4x0-z+1=0 < z=1. Portanto, A0, 0, 1).

0+1 0-1 1+6 1 1 7
M( : : )‘:’M(i'_i'§>

4.1.

4.2,

4.3.

44.

2 2 2
ag. 73
2
1+5 2+2 0+0) _
M< 2 ' 2 "2 >_(3'2'0)
Como BA é uma reta paralela ao eixo Ox, DC é uma reta paralelaa Oz. Portanto, D e C téma

mesma abcissa e ordenada que M.

Como M é o centro da base, a distdnciade M a A éigual a distdnciade M a D ede M a C.

O ponto M pertence ao plano de equagdo z=0, logo as coordenadas de D sdo (3, 2, 2) easde
Cséo(3,2,-2).

=1+ =2 +22=(x =3 +(y-2)’+(z-2) & —2X+1=—6x—4z+13 &
& 4x+4z-12=0 & x+z-3=0
Uma equacao do plano pedido é x+z—-3=0.

MA\&M@ ’0 ' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao

4.5.

4.5.

Aresta da base: d(A, D)=V2°+2°=+/8; Areadabase: 8

Como ovolume é 16, temos 16=%x8xh & h=6.

Caderno de Fichas

Como EM=6, temos que y,— ;=6 < 2-6=y; < y,=—4
E tem a mesma abcissa e cota que M. Logo, as coordenadas de E sdo (3, —4, 0).

Os tridngulos [ABE] e [HFE] sao semelhantes, portanto as suas alturas também sdo diretamente

proporcionais.
AB_6 HF=2x4=8
ﬁ— 2 & HF= 3 X4 = 3

Metade de HF é %

As coordenadas do ponto médio de [FH] sdo (3, 0, 0), pois o plano CDE tem equagdo x=3.

As coordenadas dos vértices do quadrado [FGHI] séo:

13 . 4\. (5 . _4
F<?.O.O>.G<3,O,3>,H<3,O,O),/<3,0, 3)

Ficha 13 Superficie esférica e esfera

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

2.1.

2.2,

3.1.

3.2,
3.3.

Superficie esférica de centro C(0, 0, 0) eraio r=1
Superficie esférica de centro C(1, —2, 0) eraio r=v5
Esferadecentro C(0, 1, —1) eraio r=2

Esferade centro C(-1, 0, V2) eraio V2

a)r=AB=1/(-3-17+(-2+4+(1-5)’=6;

b) Centro: M(—=1, =3, 3); r=%/ﬁ3=%x6=3;

c)r=d(A, plano yOz)=|abcissade A|=1;
d)r=d(B, plano xOz)=|ordenada de B| = |- 2|=2;

Centro M(-1, =3, 3) eraio r=3:
x=-1+3 & x=2;

x=-1-3 & x=-4;

y=-3+3 & y=0;

y=-3-3 & y=-6;

z=3+3 & z=6;

z=3-3 & z=0

(x—=1)+(y+4)’+(z-5)°=36
x+1)2+(y+3)P°+(z-3)°=9
x=1*+(y+4)’+(@z-5"=1
x+3) 7+ (y+2)P’+(@z—-1)°=4

X+2°+y*+(7-4°<25A2=7 & x+2°+y*’<16Az=7
Circulo cujo centro é o ponto de coordenadas (-2, 0, 7) eraio 4 contido no plano de equacdo z=7.

-2-5<k<-2+5 & —-7<k<3

x+22+ (1) +(z-4)°<25Ay=-3 & (x+2’+(z-4°<24Ay=-3.
A seccgdo produzida é um circulo de centro (-2, —3, 4) e V24.

A érea do circulo é \/24275 =24rw.

4.1.

4.2,

()5—1)2+(y+2)2+(z—3)2 ;

Centro da superficie esférica: C(1, —2, 3). Se a superficie esférica é tangente ao plano xOy,

entdo o raio é dado por r=|cotade C|=3 e k=3> & k=9

B=1 +(=1+2’+(5-3°=9 < 4+1+4=9 (V);
B-12+(=3+2°+(5-3°=9 < 4+1+4=9 (V)
Logo, os pontos A e B pertencem a superficie esférica.

MATIMO [
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

43.

4.4.

5.1.

5.2.

5.3.

Se [AD] é um diametro da superficie esférica, entdo o centro, C, é o ponto médio de [AD]:

(3+x -1+y 54z
2 2 "2
D(-1,-3,1)
a) Seja P(x, y, z) um ponto do plano mediador.

=3 +(y+1)’+(2z-5°=(x-3’+(y+3)’+(z-5° & y=-2

>=(‘I, -2,3) & x=—1Ay=-3Az=1;

b) O plano o passaem C. Logo, a seccao é uma circunferéncia deraio 3. O seu comprimento é

2nr=6m.
4+6 6+4 —-4+6)\_
M< 2 ' 2" 2 >_(5'5'1)

O centroda esferaé M(5, 5, 1) e oraio € metade da aresta do cubo.
BC=1/(6-4Y+(10-6+(0+4) =V36=6; r=2BC=3

Inequagao da esfera: (x — 5)°+(y —5)°+(z— 1)°<9

a)(x—6)+(y—101+z-0 =(x—-6)+(y—4)’+(2Z-6)° & —12y+12z+48=0 < y-z-4=0

oa:y—-z—4=0

b) O ponto M (5, 5, 1), centro da esfera, pertencea o« dadoque 5—-1-4=0. Logo, a seccdo
produzida na esfera pelo plano o é um circulo de raio 3. Asuadreaé tx3°=9n u.a.

Ficha 14 Geometria no espaco e tecnologia

1.1.
1.2.

1.3.

2.1.
2.2,

2.3.

O plano é paralelo ao plano yOz.

A abcissa mantém-se e a ordenada e a cota
alteram-se. =3

Por exemplo, para y=—2 obtemos um plano
paralelo ao plano xOz. i

Nos pontos desse plano, a ordenada mantém-se e a
abcissa e a cota variam.

Por exemplo, para z=4 obtemos um plano
paralelo ao plano xOy .

Nos pontos desse plano, a cota mantém-se e a
abcissa e a ordenada variam.

Areta é paralelaao eixo Oz.

A abcissa e a ordenada mantém-se e a cota altera-
-se.

Por exemplo, para y=—2 A z=1, obtemos uma
reta paralela ao eixo Ox. G
Os pontos dessa reta tém mesma ordenada e a
mesma cota enquanto o valor da abcissa muda.
Por exemplo, para x=1 A z=—-4 obtemos uma
reta paralela ao eixo Oy.

Os pontos dessa reta tém mesma abcissa e a
mesma cota enquanto a ordenada varia.

MAEIY

A=(3,2,6)

A=(3.22)
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

3.1. Construindo dois pontos obtenho um cubo.

3.2.

Preciso de dois pontos e o raio da base.

3.3. Tenho de construir dois pontos médios em faces opostas.

4.

E saber quanto é a aresta do cubo, pois o raio da base é metade da aresta do cubo.

Para ter uma visualizacéo 2D da intersecao do plano com a superficie esférica,
selecionar a interse¢cdo e com o botédo direito do rato escolher Criar vista 2D de ¢

Permite visualizar que k variaentre —2 e 2. Logo, para que a interse¢ao seja -1 ojgEE
uma circunferéncia, k€]-2, 2[. )

Ficha 15 Geometria analitica no espaco

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Aesferatemcentro S(=1, =1, 0) eraio r=v12=2V3.
O centro da esfera, S(—1, —1, 0) é ponto médio do segmento de reta [AH].
Se A(x, y, z), entdo:

(x53, y;1,z;2)=(—1,—1, 0) & x=T1Ay=—3Az==2; A(1, -3, —2)

Seja a amedida da aresta do cubo: AC =AB +BC =a’+a°=2a>: AH =AC +CH =2a’+a’=23a’
Como AH=2r=4+/3, vem: 3a%=(4v3)° < 32°=16x3 < a’=16 < a=4

a>0
O plano AGH passa no centro do cubo. Logo, passa no centro da esfera. Assim, a sec¢ao produzida
na esfera pelo plano AGH é um circulo de raio r=v12 easuaéreaé mx (\/ﬁ)2 =12nu.a.
(B)
G+ 12+ (y+1P+22=12Ax=-4Az2=1 & (y+1)’=2Ax=—4AZ=1
& (y==1-V2Vy=—1+V2) Ax=—4Az=1
A reta interseta nos pontos de coordenadas (-4, —1-v2,1) e (-4, —=1+v2, 1).
A distancia entre os pontos é —1+v2 — (-1-v2)=2V2.

’0 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

1.5.

1.6.

Coordenadasde F(1, -3, 2)
Como FG éparalelaa Oy, umacondicaodaretaé x=1Az=2.

(C)

BGE é o plano mediador do segmento de reta [FH] .
x+3) 4+ (=1 +2Z-2 =(x-1’+(y+3’+(z-2) =
S XP+6x+9+Y° - 2y+1=xX"—2x+1+y’+6y+9 &
& 6x+2x-2y-6y=0 & 8x-8y=0 &< x-y=0

2.1.

2.2,

2.3.

24.

2.5.

A e B pertencem a superficie esférica, pois:
2 - 1)2 +(=12+ 4)2 +(=5+ 1)2 =81 < 1+64+16=81 (Verdadeiro); o ponto A pertence a
superficie esférica.

0-1°+(@4+4)°+3+1)7°=81 < 1+64+16=81 (Verdadeiro); o ponto B pertence a superficie
esférica.

@= \/(0 - 2)2 +(4 + 12)2 +(3+ 5)2 =v324=18. A e B pertencem a superficie esférica e
AB=18=2r.

Logo, [AB] é um didmetro da superficie esférica.

(-6-1°+(—8+4)°+(3+1)°=81 < 49+16+16=81 (Verdadeiro). Logo, o ponto D pertence a

superficie esférica.

Se E(x, y, z) e [DE] é um didametro dessa superficie esférica, entdo o centro, C(1, -4, —1), éo

ponto médio de [DE]:

(x -6 Y-8 z+3
2 " 2 " 2

E@8,0, -5)

(B)

Um plano paralelo ao plano xOz tem equacgao daforma y=a.

Como o centro tem coordenadas (1, —4, — 1) eoraio é 9, existem dois planos paralelos a xOz
y=—4+9Vy=-4-9 & y=5Vvy=-13

)=(1, —-4,-1) <& x—-6=2Ay—-8=-8Az+3=-2 & x=8Ay=0Az=-5.

X4+ (y—4P +(z—-3 =(x+6)+(y+8)’+(z—-3)° < x*+y*—8y+16=x’+12x+36+y*+16y+64 <
& —-8y+16=12x+36+16y+64 <& 12x+24y+84=0 & x+2y+7=0

(C)

(x—1)2+(y+4)2+(z+1)2=81 AX=TAYy=2 & (z+1)2=9/\x=7/\y=2

& (z=-4ANVzZ=2)AXx=T Ay=2

E(7,2,-4) e F(7,2,2), portantoa d(E, F)=6.

Ficha 16 Vetores

1.1.

1.2.

a)A+ﬁE’:A+ZJ>:J

b)I+IL =1+EH =L

O FJ+LK=FJ+JH=FH

d) DC + CG =DG=IL
e)ﬁﬁﬁi:ﬁ:ﬁ
f)IL-GL=IL+1G=1IG=FE

a) | HF [ =2 AL [ =2x4=8

b) || 7 || =va?+ 37 =5

o | ac | =v2x4)?+@x3)?=v145
o | HC - 2aH || <[ Hi | =3+ &7 =v73

M/X&M@ ’0 ' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

2.1.
2.2,
2.3.
24.

3.1.

3.2.

3.3.
3.4.

OD=0C+CD=0+0E=0G+V
AD =20D =2 (T+V) = 20+2V
EF=EO+OF=-vV+CO=-vV-0
CF=2C0=2(-0)=-20
1-.1>.5- 5 6~ 6

—§U+6V+€U+6V—€U+6V=U+V

—23+2b+2b+3-b=—3+3b
= 3x+2y+3x 2y ( 3+3>x < 2) —3x+2y
=45~ gb+65--2b=105 - ( 15>b 105-b

| N

157"

—

U=ﬁ+%E_J’=§I>+E_G'=§-I>+m=§<’= OF e v=%a\l>+2H_G>=aE>+E_C>=a3>

Como &':g&:’ isto &, U=%V, podemos concluir que k=%.

5.1.

5.2,

6.1.

6.2.

7.1.

7.2.

1.3.

a)WIb+I)>=W\I’+WI>=W-I>
b) PL + AG = KA + AG = KG
c) [G+ST=LG+GR=LR
d)ﬁ+ﬁ+ﬁ=§5+ﬁj+ﬁr=ﬁ
e)K_L>—m:+Wf=E:+WV'+M_C>=E\l>+Wf=Q_M>+M_C'=a3>
f) KR -FS —-MP=KR+SF+FL=KR+SL=KR+RK=KR — KR =0
a)F+LN=F+FR=R
b)R+PL +1B=R+PL+LM=R+PM=R+RN=N
c) T+CT\/f—ﬁ=T+W+ﬁ=T+%+@=T+@=T+ﬁ=L
d)A+B_S>—ﬁ+m=A+B_S'+E?>+U\I>=A+§+ﬁ+U=A+§+ﬁ=A+w+ﬁ=A+m=H
a)ﬁ—2m=ﬁ+2m=ﬁ+m=m
b) FP — LEH = AK +LHE = AK + HG = AK + KJ = AJ
a) |FK - GB| = |[FK + kP = [| 7P|
7Pl =v22+ 17+ 2% =3
o [Fd - 18] < | + 15| < 7 + G < |
lFG || =v22+22=vB=2v2

m+G_D>=(A_D>+m)+ (G_A>+A_D') =2ﬁ+(m—m) =2A_D>+f)'=2A_D>

Vsc’)lido= chbo+ Vpirémide = 33 =33+ 1 X 32 X ‘|ﬁ|‘ ~ ||E/>|| = 2

3
— —

Osvetores EV e GB sao colineares.

IGE| =Vl < Bl =InlEV] = 3=Iix2 < k=2

N

Dado que os vetores G_B> e EV tém sentidos opostos, k< 0. Portanto, k=—

10 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

Ficha 17 Coordenadas de um vetor. Operacoes

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

2.1.

2.2,

2.3.

24.

3.1.
3.2.

3.3.

3.4.

W=-1-2.9-6,-9=(1.-2)-6. -9=(-2.3)
2 5 5

gen 93 e(42)- (391 %)

3737 o 7-30-7 @ (2. 8)

~U=1T-2V & T=3V-20 & T=(8. - L)

u=(-3 —5)+<—2,%>= -5 _%>

7=(2.-5)-(5.5)=¢-3. -9

D=A+BC=(5, -1)+(=3, —=5)=(2, —6)

W=CA -DB=(9, 1) (-3, 9)=(12, —8):
Wl =v12%+ (- 8)°=v208 =v16 x 13 =413

”C_A'”: V9?+12=/82; ”D_B'” =v/(-3)>+9% =190 ; N3o é um retangulo porque as diagonais sdo

diferentes.

M2, 1); MD=\/(2 -2 +(=6-102=7; X’ +y*—4x -2y —44=0 < (x—2)°+(y—1)’=49;
centro M(2, 1) eraio r=MD

4.1.

V=AUA V=10 A1 <0

lZll=v16+9=5; |[V]|=10 < |A0]|=10 < |A|x5=10 < |A|=2 & A=-2VA=2
Como A<0,A=-2e V=AU=-2(—-4, 3)=(8, —6).

42. V=20n[V]=6 A2>0; [V1=6 < I1ill=6 < RIx5=6 < =2 < 1=-Zva=2
-6 cvop=8_ —(_24 18
Como 1>0, 2—5 e V—Au—5( 4, 3)—< £ 5)
51. (x—4)°+(y+4)’=(x+3)°+(y+5)’ & y=—7x-1
52. y=—T7x-1Ax=0 & y=-1Ax=0.
Portanto, o centro do quadrado tem ordenada — 1.
5.3. Seja M o centro do quadrado: M(0, —1); W=W=(3, 4) e W=m=(—4, 3)
B=M+MB =(0, -1)+(3, 4)=(3,3) e C=M+MC =0, —1)+(-4, 3)=(~4, 2)
5.4. Centro: M(0, —1); raio: r=%ﬁ=%\/(—3—4)2+(—5+4)2=—'§0; equacao: x2+(y+1)2=275
55. AD=(-7,-1); AC=(~8, 6);
3AD - 50=2AC <> 5U0=3AD - 2AC ¢ 50=3(-7, -1)-2(-8, 6) <
& 5U0=(-21, -3)+(16, - 12) < 5u=(-5, -15) < u=(-1, -3)
6. Se k=2, U e V ndosdo colineares. Se k=2, U e V sdo colineares se e somente se 2’\(/__1 :k%/gz.
2k=1_ V5 o _1ykeg °
V5 k-2 2
- A
MASEVO] e,
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

7.1.
1.2
1.3.
1.4.

9.1.
9.2.

9.3.

9.4.
10.

B—ZB_C>=(—1,2, -2)-2(4,2,-6)=(-9, -2, 10)

AB +2(=2BC) =3, -1, —4)—4(@4, 2, —6)=(-13, -9, 20)

2A_B'—%B_c'=2(3, _1, —4)—%(4, 2,-6)=(0, -5, 1)

2AB +2BC +CA=2AC - AC=AC=(7,1, —10)

AB=B-A=(-a, 3,b+3); BC=C-B=(b+1, -6, ~9—b). Se a=0 ou b=—3, AB e BC
ndo sao colineares.
b+1_-6_-9-b

Para a#0 e b#-3, AB e BC sao colinearesse —— = —=
—-a 3 b+3

& a=2Ab=3.

W=AB+U-2V=(6, —4, - 3)
X=-2U-4V=(10, =20, - 2)

1 5,5 _13)
4 4'4' "8

t=4€,+ 20— 26,+6V=(-10, 24, 3)

Arestado cubo é 2.
Coordenadas A(2,0,0), B(2,2,0) e G(0, 2, 2)

Vetores: A_G>(—2, 2,2 e ﬁ(x—z y-2,2)
BTD’:%A_G' = (x—2,y—2,z)=%(—2, 2,2)

U+A_B’=<

1]
N|w
< =
1] 1l
[ NN N =

N
Il

As coordenadas de P

— N
|\)|A

1.1

11.2.

113.

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

7 §>

2'2)°
— —
AB=(-2,4,-4); AC=@-3, —a, a); 23=_Ta=_i4 & 4a-12=2a & a=6

Mug=M2,3, -4); C=M & (@, 1-a,a-2)=(2,3, -4) & a=2Na=-2
A condicao é impossivel. Logo, ndo existe a €R parao qual C é o ponto médio de [AB].

AE =kAB , com k>0e||A_E>H=15'||A_B>”= —2)2+42+(—4)2=6
5

l2E]| =15 < |kaBll=15 < Kx6=15 < [K|= 2 o k=2

AE=kAB=§(—2, 4, -4)=(-=5,10, =10); E=A+AE =(=2, 11, —=12)

O ponto E é o ponto médio de [AC]: E(6£2, 2;4, 1‘g3>=(2, 3,2

EF=(2, 4, 4); ||§5||=\/22+42+42=x/%=6

AC=(-8,2,2): —\ (=8 +22+2°=v72. Se | ABl|=x
xz+xz=(\/72)2 & x?=36 < x=6

x>0

v=108 < Lx|2B| x|EV] =108 = Ix36x|EV]=108 < |EV]=9
= 3 = 3 = =

’0 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

125.V=E+EV: EV =kEF, k>0 e |EV|| = |kEF| =9

IkeFll=9 = WlEFl=9 o kx6=9 = k=3:EV=3(. 4, 4=6.6.6):
V=(2,3,2+@3,6,6)=(5,9, 8

126. BE=E—B=(0, -3, 3): D=E+ED =E+BE =(2, 3, 2)+(0, -3, 3)=(2, 0, 5)

Ficha 18 Equacoes dareta

1.1.
1.2.
13.
1.4.

2.1.

2.2

2.3.
24.
3.1.

3.2,

3.3.
3.4.

3.5.

ag. 86
(x.y)=(0, N+k(2, —3), kER

2x+y=0 < y=-2x; (x, y)=(0, 0)+k(1, =2), KER
(x,y)=(0, -2)+k(1, 0), kKER
(x,y)=(-3,0+k(0, 1), kKER

m=0 (areta é horizontal); y=4
A reta passa no ponto de coordenadas (— 1, 3) etemadirecdo de (0, 2) (areta é vertical); x=—1

(0,y)=(-4,9+k(4, -3) & k=1Ay=6; A(0, 6);
(x,0=(-4,9+k(4, -3) & k=3Ax=8; B(8,0)

Ponto genéricode r: (-4 +4k, 9 — 3k ); substituindoem s: y=—2x+11, vem
9-3k=-2(-4+4k)+11 < k=2, donde C(4, 3).

Centro: C(4, 3); raio: r=0C=V4?+3%=5; equagao: (x—4)’ +(y - 3)’=25

Como (0—-4)’+(6-3)=25 e (8—4)+(0-3)>=25, A(0, 6) e B(8, 0) pertencem a

circunferéncia.

0+8 6+0
2 ' 2

O ponto médio de [AB] tem coordenadas ( ) =(4, 3), ouseja, éocentroda

circunferéncia. Logo, [AB] é um didametro.

Reta r: m=?=—%
Reta s: passanoponto (0, 11) etemadirecdode (1, m)=(1, —2),
logo (x, y)=(0, 11)+k(1, -2), kKER

__3 __3
ey-9= 4(x+4) & y= 4)c+6

4.1. ()C—2)2+(y+1)2=()c—6)2+(y—7)2 = y=_%x+5
4.2. Centro: M<2+76 _17+7)=(4, 3); raio: r=m=\/(4—2)2+(3+1)2=\/%;

43.
44.

4.5.

4.6.

equacdo: (x —4)° + (v— 3)2 =20
E(0,5): (0-4)°+(5-37=20 < 16+4=20 (V). Logo, o ponto E pertence a circunferéncia.
DC=AB=(2,-6); C=D+DC =(6, 7)+(2, —6)=(8, 1)

AC=C-A=(8-2,1+1)=(6, 2); s: (x, y)=(2, —1)+k(6, 2), KER

c@8,Ner: y=—%x+5: 1=—%><8+5 < 1=-4+45 & 1=1 (V). Logo, o ponto C pertence

areta r.

A altura do paralelogramo relativa ao lado [AD] é [MC], pelo que a sua area é iguala AD x MC.
E=\/(6_2)2+(7+1)2=v80=4\/§; M—Cz\/(8_4)2+(‘| _3)2=m=2\/§;

Aparalelogramo =4 \/g %2 \/g =8x5=40

’0 ' Egirttgra

©1011p3 01104 © AYIO0 LYWIN



= Propostas de Resolucao caderno deFichas

5.1.

5.2.

(12, -12)=(3, -6)+k(3, -2), kER & k=3: Rer.
(-15,4)=@3,-6)+k(3, -2), KER <& k=-6Ak=-5:S¢&r.

(x,0=@8,-6)+k(3, -2) & k=-3Ax=-6:A(-6,0);
(0,y)=(3, -6)+k(3, -2) & k=—1Ay=-4:B(0, —4)

Mediatriz de [AB]: (x+6)*+y*=x*+(y+4)’ & y:%x+% . O centro da circunferéncia, C, éo
ponto de intersecdo desta reta com areta de equacédo y=x: y=%x+%/\y=x & x=—-5Ay=-5.

Oraio e f=A_C=\/(—5+6)2+(5—0)2=\/26. Equagado: (x+5)°+(y+5)°=26

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
7.1.

1.2

1.3.
14.

1.5.

7.6.

ag. 88
,2)=(2,0, 4+k(0, 1, 0), kER

y
(x,y,2=(0,3,4)+k(1,0,0), kER

y.2)=(2,3,0+k(0,0, 1), keR

y.2)=(0,0,0)+k(0,0, 1), KER
(x,y,2=(2,0,0+k(0,1,0), kKER
(x,y,2=(0,0,4)+k(1,0,0), kER
x=5°+(y-1)’+2Z-7’=x-57°+(y+7)’+(z-1)> & 4y+3z=0

545 1-7 7+1
c( 25,11 18 ><:>C(5,—3,4)

a:A—C:(S, 1,7)—(5, -3, 4)=(0, 4, 3), CV: (X, Y., Z)=(5, -3, 4)+k(0’ 4, 3)' keR
(x,y,13)=(5, -3, 4)+k(0, 4, 3) & k=3Ax=5Ay=9; V(5,9, 13)
eVl =vor+122+92=15:

V., = 1251 < %nx||a?'||2x15=125n o sux| GBI 1257 < |CR=5

v 12 16). |52l _ 12\ (16\* .. 3 4 12 .12 _
a) PC=c-p=(3, -12,18); ||PC||—\/32+<—?> +(18) =5:ax(-2)+3xg=-12+12-0.

Logo, P€a. Como ”P_C»” =5 e P€a, oponto P pertence a circunferéncia que delimita a base
do cone.
27 36

h) Q=C+CQ =C+PC=(5, -3, 4)+<3, -2, %):(8, -z ?>

8.1.
8.2.
8.3.

8.4.

D=A+GH=(-2, -6, 4)+(-6, -3, 2)=(-8, -9, 6)
(x,y, 2=(-2,-6,4)+k(-6, -3, 2), keR
(x,0,0=(-2,-6,4)+k(-6,-3,2) & x=10Nk=-2.
Ponto de intersecdo: (10, 0, 0)

0,y,2)=(-2, -6, 4)+k(-6, -3, 2) & k=_%

Ponto de intersecéo: <O, -5, %)

—_ _10
ANy=—5AzZ= 3

2B =GH| = Vi-67+ (-3 +2°=7; v=343 = %x72xllﬁl\=343 o |av]=21;
AV =kGH , k>0 e |av]=21. |[kGH| =21 & KIx7=21 < k=3 < k=3

AV=KGH=3(-6, -3,2)=(—18, -9, 6) e V=A+ AV =(~20, — 15, 10)

MA\&M@ ’0 ' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

91. C(x,y.7)
(x,y,7)=(0,5, -5+k(1, -3, 6) &
& k=2Ax=2Ay=-1
c2,-1,7
V édaforma V(k, 5 -3k, —5+6k) (pertence areta CV) e pertence ao plano BVD:
k—-3(B-3k+5=0 < k=1
Para k=1, vem: V(1, 2, 1)

9.2. Oponto E, centro dabase [ABCD], é a projecdo ortogonal do ponto V sobre o plano ABC: z=7.
Centro da base [ABCD]: E(1, 2, 7); a:'>=E—C=(—1 ,3,0); ”aE'||=\/10;

2 o
Avee=ICB | = (v10)*+ (v10)*=20. Altura=VE=6; V=%><Abasexaltura:%x20><6=40 u.v.

Vamos recordar

Ficha 19 Triangulos

1.1. Como as medidas dos lados sdo todas diferentes, o tridngulo é escaleno.
Como os trés angulos sdo agudos, o tridangulo é acutangulo.

1.2. Como as medidas dos lados sao todas diferentes, o triangulo é escaleno.
Como a amplitude de um angulo é de 90°, o triangulo é retangulo.

1.3. Como dois lados tém a mesma medida, o triangulo é isdsceles.
Como um angulo é obtuso, o tridngulo é obtuséngulo.

1.4. Como as medidas dos lados sao todas iguais, o triangulo é equilatero e é acutangulo.

2.1. Num paralelogramo, as amplitudes dos angulos opostos sdo as mesmas.
Como o tridngulo [AMD] é equilatero, a amplitude de cada angulo interno é 60°.
Logo, DAB=BCD=60°.
A soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°, temos entao que:

360 - (60 +60)
2

As amplitudes dos angulos internos sao: DAB=BCD=60° e ADC=ABC=120°.

ADC = ABC = =120°

2.2. Como o tridngulo [AMD] é equildtero e M divide [AB] em duas partes iguais, temos que
AM=MB=MD, portanto o tridangulo [MBD] é is6sceles, ou seja, temos que MDB=DBM.
BMD =180 — 60 =120° e MDB=DBM=30°.

2.3. Seja a=AD=BC e como M divide [AB] em duas partes iguais, temos que AM=MB=2a.

O perimetro do paralelogramo é 6a e como o seu valor é 16 cm obtemos a= % .
Concluimos que E=B_C=%cm e A_B=@=%cm .

2.4. Temos que MBD=30° e que ABC=120°, logo DBC =120 — 30=90°.

O triangulo [BCD] é um triangulo retangulo.

2.2. BMD=120° e MDB=DBM=30°.

2.3. ,ﬁ=%=%cm e A_B=ﬁ=%cm.

2.4. Triangulo retangulo.

2.5. M divide [AB] em duas partes iguais, temos que AM=MB.
A altura dos tridngulos relativamente a essas bases é a mesma.
A area dos triangulos [AMD] e [MBD] é a mesma, logo a area
do paralelogramo é 4acm?’.

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

3.1.

3.2.

3.3.
3.4.

3.5.

3.6.

a) Tridngulo escaleno

b) AB=V/16 = 4 B
Calcular AP: x°=1°+4> & x*=17 <& x=+V17, logo AP=V17.
Calcular BP: y*=3’+4> < y’=25 < x=%5, logo BP=5.
Perimetrode [ABP] =4+5+V17=9+vV17

ABx altura _ 4 x 4

c) Areade [ABP] = > >

=8

a) Tridngulo isdsceles
b) AB=4. Calcular AP=BP: x’=2"+4’ < x’=20 < x=+V20, logo AP=v20.
Perimetro de [ABP] =4 +v20+Vv20=4+45

c) Area de [ABP] = 7’48)(;““3 =8

Para [ABP] ser um tridangulo retadngulo, o ponto P ou coincide com D ou coincide com C.

A area do triangulo [ABP], para qualquer posicdo do ponto P, é sempre 8cm’, porque a base é

sempre amesma, AB, e a altura desses tridangulos, em relacao a base, é sempre iguala BC.

N&o, porque o quadrado fica decomposto em trés triangulos [APD], [ABP] e [BCP] onde os

triangulos [APD] e [BCP] séo retangulos e um dos catetos tem a mesma medida que o lado do
quadrado. Portanto, [AP] e [BP] hipotenusas dos tridngulos [APD] e [BCP], respetivamente, terdo

sempre comprimento maior que AB (lado do quadrado). Concluimos assim que o triangulo [ABP]

nao pode ser equilatero.

Se um dos vértices do tridngulo coincidir com um dos vértices do quadrado, por D

exemplo, um dos vértices do tridngulo seria B. Agora temos de verificar se existe
algum valor positivo para a e b de modo que o triangulo [BQR] seja equilatero. Para

BR seriguala BQ, temos que a=b. Agoratemos a condicdo para garantir que Q..{:
QR=BQ. al
(4-a)+(4-a)’=a’+16 < a’-16a+16=0 < a=8+4+3, como a<4, A

temos que a=b=8-4+/3.

Ficha 20 Geometria sintética no plano

1.1.

1.2

O triangulo [ABC] é um triangulo acutangulo.
O tridngulo [DEF] é um tridngulo retangulo.
O triangulo [GHI] é um triangulo obtusangulo.

O circuncentro esta no interior do tridngulo [ABC].
O circuncentro do tridangulo [DEF] é o ponto médio do segmento de reta [DF].
O circuncentro esta no exterior do tridngulo [GHI].

O paralelogramo [MNPQ)] é um retangulo.

. Sejam a e b as medidas dos catetos.

a+b+15=36 < b=21-a

Como o triangulo é retangulo, verifica o Teorema de Pitagoras:
152=a’+(21-a)’ < 2a*-42a+216=0 <

& a’-21a+108=0 < a°-21a=-108 <

2 2
= a2—21a+(%) =—108+<%) =
2
= (a_%> =% = a_%zi% & a=9Vva=12

Para a=9 temos b=12 epara a=12 temos b=9.
Os catetos medem, respetivamente, 9cm e 12cm.
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

3.2,

Podemos decompor o tridngulo [ABC] em trés tridangulos [APC],
[ABP] e [BCP].

A area do triangulo [ABC] é igual a soma das areas dos trés triangulos.
O raio da circunferéncia vai ser a altura de cada um dos trés triangulos
relativamente as bases [AB], [BC] e [AC].

9><212=9;<r+ 122xr+ 152><r &> 18r=54 <> r=3

O raio da circunferéncia inscrita no triangulo é 3cm.

Temos,

4.1.

4.2,
43.

4.4.

4.5.

a)A
b) P
c)N

Como o ortocentro, o baricentro e o circuncentro pertencem areta AN, AN chama-se reta de Euler.

Como AN é areta de Euler, a distancia entre o bﬂcentro e o ortocentro é o dobro entre a distdncia
do baricentro e o circuncentro, temo que 2PN=AP.
Por outro lado, AN=AP+PN <& AN=2PN+PN < AN=3PN.

a) Circunferéncia dos nove pontos

b) Os nove pontos da circunferéncia sado:
* 3 pontos médios dos lados (M, N, L);
* 3 pésdasalturas (A e J, pois como o triangulo é retangulo o ortocentro e dois pés das alturas
coincidem);
* 3 pontos médios dos segmentos de reta de cada vértice do tridangulo até o ortocentro (como o
tridangulo é retangulo, estes trés pontos coincidem no vértice A).
O ponto K nao faz parte da lista dos nove pontos.

Como o raio da circunferéncia de nove pontos é 5, o raio da circunferéncia circunscrita é 10,
portanto BC=20.
Seja MN=a, logo AC=2a, pois M e N sao os pontos médios de [AB] e [BC], respetivamente.
Seja LN=b, logo AB=2b, pois L e N sdo os pontos médios de [AC] e [BC], respetivamente.
Pelo Teorema de Pitagoras, temos que:

(2a)*+(2b)° =20 < 4a’+4b’=400 & a’+b>=100
Os Unicos nimeros inteiros que satisfazem a®+ b= 100 s&o, por exemplo, a=6 e b=8.
Logo as medidas inteiras dos lados do tridngulo [ABC] sdo 12, 16 e 20.

Avalia¢ao global do tema
Ficha 21

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

-

A ordenadade B é — 2, substituindo na equacdo dareta AB, temos — 2 =§x+ 4 & x=-4, as

2
coordenadasde B (-4, —2).
As coordenadasde A (0, 4) e B (-4, —2). Acircunferéncia tem centro C, ponto médio de [AB],

de coordenadas C (-2, 1). raio=AC=v4+9 =13
A equagao da circunferéncia & (x+2)°+(y—1)°=13

As coordenadasde C (-2, 1) e D (0, —2). Declive: _02.,:2‘I =

. Ordenada na origem: —2

N W

Equacdodareta CD: y=— %x -2

As coordenadasde A (0, 4) e E (9, —2). Vetor diretor: A_E’(9, —6). Ponto: A(0, 4)
Equacdo dareta AE: (x, y)=(0, 4)+A(9, —6), LER
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

1.5.

1.6.

1.7.

(A)

C_E>(11, — 3), como os vetores sdo colineares temos 3)61;2=:—g & —9%+6=-11k & k=-3
y>—2/\(x+2)2+(y—1)2>13Ay<—%+4/\y>—%—2

A area colorida é igual a diferenca entre a drea do tridngulo [DEF] e metade da &rea do circulo.
y=—%+4/\y=—%—2 & x=-72Ay=88

) DEx(ys+2) /13>

Area sombreada = (QyF )— 123 n=9X;0'8— 1:23“%28,2 u. a.

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

Os pontos A e B pertencem ao plano ABC de equacao x —2z—-4=0 e pertencem aos
eixos Ox e Oz, respetivamente. Temos que A(x, 0, 0) e B(0, 0, 2z). Substituindo na
equacao do plano

x—4=0 & x=4, peloque A(4, 0, 0)

e —2z-4=0 & z=-2, deonde B(0, 0, —2).

(D)
A aresta do cubo é [AB], asuamedidaé V(4 — 0+ (0+2)>=v20=25.

Areta BF é paralelaa AE; o seu vetor diretoré (1, 0, —2).
Uma equacgédo vetorial é (x, y, 2=(0, 0, -=2)+41(1, 0, —2), A€R.

Como os vetores U e A_E> sao colineares, podemos escrever as coordenadas do
vetor AE (k, 0, — 2K).
Por outro lado, [AE] é uma aresta do cubo de medida v20, ou seja, AE = v20.

VK*+ (- 2k’ =v20 < 5k*=20 < k=4 < k=12

Seja E (x,y. 2), AE tem coordenadas x-4,y, 2.

Para k=—2, temosque (x—4,y, 2)=(-2,0,4) < x=2Ay=0Az=4
Para k=2, temosque (x—4,y,2)=(2,0, -4) & x=6Ay=0Az=-4
Como E tem cota positiva, as suas coordenadas sdo (2, 0, 4).

(C)

Como F=B+AE=(0,0, -2)+(=2, 0, 4=(-2, 0, 2).
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

Vamos recordar

Ficha 1 Literacia estatistica

. . ~ L ag. 98

1.1. Devido a situacdo pandémica que ocorreu em 2020 e 2021. c

1.2. 10343 -2038=8305
Os museus portugueses tiveram menos 8305 visitantes estrangeiros.

13. 15763 — 7666 =8097
Os museus tiveram 8097 visitantes portugueses.

1.4. a) Os museus tiveram 15 763 visitantes, mais 8266 do que em 2021.

b) Os museus tiveram 7666 visitantes estrangeiros, mais 4775 do que em 2021.

1.5. Ao analisar o gréafico, podemos observar que, antes da pandemia, o niUmero de visitantes era cerca de
19 milh&es. Portanto, podemos prever que em 2023 o numero total de visitantes aumente, em
relacdo a 2022.

1.6. Variacao do nimero de visitantes: 7666 — 2891 =4775
Variacdo em percentagem: % ~ 1,65~ 165%

Em 2022, o nimero de visitantes estrangeiros aumentou cerca de 165%.
ag. 99

2. Porcomparacdo com a populacao total, o perfil feminino, caracteriza-se por extremos:
por um lado, existe uma proporcao mais elevada de mulheres sem qualquer nivel de escolaridade
completo; por outro lado, as mulheres destacam-se, positivamente, em termos de nivel de
escolaridade superior.

3.1. A cadeia TSmx.

3.2. Basta alterar a escala no eixo das audiéncias. Para estar claro ambos os graficos deviam ter a mesma
escala.

Introducao ao estudo da estatistica
. . - o pag. 100

1.1. Sortear dez crachas de identificacao. _

1.2. Numero de funcionarios: 1373 — 1001 +1=373
Como %: 37,3, formam-se 10 grupos e sorteia-se um numero inteirode 1 a 37.

Por exemplo, se for sorteado o nimero 2, escolhemos os funcionarios com identificacéo
1002, 1039, 1076, 1113, 1150, 1187, 1224, 1261, 1298, 1335.

2.1. Sendo ¢ onumero de alunos da turma C, temos que % x20=5 < ¢c=18
Sendo a o numero de alunos da turma A, que é igual ao nimero de alunos da turma B, obtemos
2a+18=72 & a=27.

As turmas A e Btém 27 alunos cada e aturma C tem 18 alunos.
2.2,
Variavel N. total'de I.etras Tempo que Modo de vir Comprlment? da N° de
no primeiro demora de casa palma da mao —
em estudo L R para a escola irmaos
e ultimo nome aescola (cm)
Quantitativa Quantitativa Qualitativa Quantitativa Quantitativa
Natureza . . . . .
discreta continua nominal Continua discreta
AAR Porto
MA& ME© ’0 ' .
Editora

©1011p3 01104 © AYIO0 LYWIN



= Propostas de Resolucao caderno deFichas

3.1. 3.2. 3.3.
Variavel em estudo Nivel dos alunos Ndmero de PC Cor dos olhos
Natureza Qualitativa ordinal Quantitativa Discreta Qualitativa nominal

A andlise recorreu ao censo pois na noticia inicia com “O mercado total dos combustiveis...".

Dados qualitativos e organizacao de dados

1.1.
1.2.

1.3.

A variavel é o tipo de trabalho voluntariado: apoio social; desporto, recreacao....; religiao; ambiente;
educacdo e investigacao; outros.
Os dados sao qualitativos nominais.

Diz-se um gréfico de barras.

Verificou-se que o trabalho voluntario formal de homens e mulheres teve lugar em contextos
organizacionais e areas diferenciadas. Observa-se que as mulheres predominaram no apoio social
(quase metade dos voluntarios) e nas organizagdes religiosas, com cerca de 25%.

Os homens apresentaram um peso muito significativo no dominio desportivo/recreativo, em relagéo
as mulheres.

Nos outros trés dominios nao ha diferencgas significativas entre os homens e as mulheres.

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

Grupo [: Gréfico circular
Grupo ll: Grafico de barras
Grupo lll: Pictograma

Dados qualitativos ordinais.

11+12
50

Podemos afirmar que um grande nimero de alunos gostou e que quase metade dos alunos gostou
muito ou adorou a ida ao teatro.

22% + 24% =46% ou

=0,46, ou seja, 46%

Como todos os alunos responderam, estamos perante um censo.

Dados quantitativos discretos e organizacao de dados

1.1.

1.2

Taes

Faces superiores a 3 (faces com os nimeros 4, 5 e 6): x 100% = 35%

20
' Frequéncias absolutas Frequéncias acumuladas
N.° em cada face Simples Acumulada Simples Acumulada
1 3 3 2x100%=15% |  15%
2 4 7 24—0 x 100% = 20% 35%
3 6 13 | >x100%=30% |  65%
4 1 14 21—0 %x 100% = 5% 70%
5 3 17 2x100%=15% |  85%
6 3 20 | 5% 100%=15% | 100%
Total 20 100%
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= Propostas de Resolucao

1.3.  Nimero da face saida em 20
langamentos de um dado

[3)]

Freg. absoluta

O =N wWwH

123456
N.° da face

1.4. Aface 3.
2. (B)

.7+4
A: 20
8+4
40
4+7
40
10

B:

C:

x 100% =27,5%;
x 100% =30% ;

x 100% =27,5%;

D: 5% 100% =~ 48% .

21

Caderno de Fichas

3.1. Foram medidas 7+8+4+1=20 cenouras.

3.2.
Solo B Solo A
976650111205
7532|3334
87 43222111/3[{1137
0|40

8

3.3. Solo A: =5x100=40%

20

Solo B: 5% 100=60%

E no solo B que hd uma maior percentagem de cenouras com comprimento superior a 25 cm.

12
20

4. (D)
11-10=1

Dados quantitativos continuos, organizacao de dados e histograma

1.1. Sondagem, pois s6 se recolheu dados durante uma hora.

1.2. Avariavel é a velocidade em km/h e é uma variavel quantitativa continua.

1.3.
Classes Frequéncia absoluta
[70, 80[ 12
[80, 90[ 7
[90, 100[ 11
[100, 110[ 10
[110, 120[ 6
[120, 130] 14
Total 60

MATIMO [
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= Propostas de Resolucao

1.4.

Classes Frequéncia absoluta ‘
[70, 80[ 20%
[80, 90[ 12%
[90, 100[ 18%
[100, 110[ 17%
[110, 120[ 10%
[120, 130] 23%
Total 100%

Frequéncia relativa (%)

Caderno de Fichas

Velocidades registadas em km/h

AL

60 70 80 90 100110 120 130 140 150

(km/h)

2.1.

2.2,

2.3.

24.

3+4+9+5+3=24. Participaram 24 equipas.

3+4100=29.2%
29,2% das equipas demoraram menos de 2 horas e meia.
[ Classes Frequéncia relativa | Frequéncia relativa acumulada ‘
[0,5; 1.5] 3/24=12,5% 12,5%
[1.5; 2,5] 4/24 ~16,7% 29,2%
[2,5; 3.5] 9/24=37.5% 66.7%
[3.5; 4.5 5/24 ~ 20,8% 87.5%
[45; 5,5] 3/24=12,5% 100%

Frequénica relativa acumulada (%)

Tempos na prova de orientagao

100% T

75% T

50% T

25% t

/

of 1 2 3 4 5 6

7 8

Tempo/h

Medidas de localizacao

1.1.
1.2.
1.3.

O computador mais vendido em 2023 tem um custo de 1199,99 €.
Total de computadores vendidos: 15+20+50+30=115
e 15x549,99 + 20 x 799,99 + 50 x 1199,99 + 30 x 1799,99

O preco dos computadores vendidos em 2023 é uma variavel quantitativa discreta.

115 ~ 1202,16
O valor médio de vendas no ano 2023 foi 1202,16 €.
Idade 25 26 27 28 29 30
‘ Frequénciarelativa| 20% 30% 10% 15% 15% 10%

MATIMO [

Idade média=25%x0,2+26x0,3+27x%x0,1+28x0,15+29x0,15+30x0,1=27,05
A idade média dos jovens da empresa MXdom é 27 anos.
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

"

4a _ - . 19 =959
3.1. 20—0,85 & a=17 ou 12+5; 20><’I00—95/o

7x3+9%x9+11x5+13%x2+15%x1 _
20 =99
O ganho médio por acao é de 9,90 €.

3.2.

3.3. Previsao do valor ganho por acdo

~— 7

Frequéncia absoluta

I S — >
0] 2 4 6 8 10 12 14 16
Euros

3.4. Aclasse modal é [8, 10[ e um valor aproximado da moda é 9,20 €.

3.5. Previsdo do valor ganho por agio

Frequéncia relativa acumulad

o0f 2 4 6 8 10 12 14 16 18 ~
Euros

3.6. a) A mediana é, aproximadamente, 9,60 €.
b) O terceiro quartil € aproximadamente, 11,20 €.
¢) O percentil 20 é, aproximadamente, 8,20 €.
100% f======-cuceneemmemennaaanaag

Q50 [ 77T
85% """ Ty

111 ) IRy

60% """ "t
BOY [ """

P
{1573 Ry

0Of 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Medidas de dispersao

 _18+19x3+20+21+22+23+24+26x2+25 .
1.1 XMadeira = 12 ~21,8°C
ngores=16+17X3+18X2+%|02+21 +23+25x2+26z20,30C

1.2. R. A.daMadeira: maximo: 26 ; minimo: 18; R. A. dos Agores: maximo: 26 ; minimo: 16
O diagrama d1 corresponde a R. A. da Madeira, pois a temperatura minima é 18 °C; o d2
corresponde a R. A. dos Acgores, pois a temperatura minima é 16 °C.

’0 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

1.3.

A diferenca entre os extremos é menor na Madeira.

Na Madeira e nos Acores verifica-se igual dispersdo das temperaturas entre as minimas e o primeiro

quartil.

Nos Acores ha uma maior dispersao entre as temperaturas maximas e o terceiro quartil.
Na Madeira, verifica-se uma simetria dos dados, enquanto que, nos Acores, os dados encontram-se

mais concentrados abaixo da mediana.

14. Madeira ‘ ' Acores
X; n | x-x |(x- )?)2 n;x (x; — f)2 X; n | x-x |(x- )?)2 n;x (x; — 2)2
18 1 -38 | 14,44 14,44 16 1 -43 | 1849 18,06
19 3 -28 7.84 23,52 17 3 -33 | 10,89 31,68
20 1 -1.8 324 324 18 2 -23 5,29 10,12
21 1 -08 0,64 0,64 20 1 -03 0.09 0,06
22 1 0.2 0,04 0,04 21 1 0.7 049 0,56
23 1 1,2 1,44 1,44 23 1 27 7.29 7,56
24 1 2,2 4,84 4,84 25 2 47 22,09 45,12
25 1 3.2 10,24 10,24 26 1 57 32,49 33,06
26 2 4,2 17,64 35,28 Total | 12 146,22
Total | 12 93,68
Valor aproximado do desvio-padrédo: Madeira é 2,9; Acores: 3,6
21. 14><6+15><1(2)4+16><6+p><2=48‘5  p=417 m
2.2. EscolaA EscolaB
X=2125;s,~ 157 y=2,s,~08

De acordo com os resultados obtidos para as duas amostras, podemos afirmar que existe uma maior
variabilidade na amostra da escola A, pois o desvio-padrao é muito maior do que o desvio-padrao

da outra amostra, apesar de as médias serem aproximadamente iguais.

Propriedades da média e do desvio-padrao

1.1.
1.2.

1.3.

2.1.

2.2,

Na escola daMartahd 62+32+2+15=111 alunos no 12.°ano.
T 15x16+62x17+32x18+2x19 ~17.2
111
15x(16 = 17.2)°+62x (17 = 17,2)° +32x (18 = 17,2 +2x (19 — 17,2)
S = ~ 0,7
o 110
Como foi ha dois anos, todos os alunos tinham menos dois anos, logo a média das idades no 10.° ano
era, aproximadamente, 15,2 anos (17,2 -2=15,2).
O desvio-padrao é o mesmo, ou seja, é, aproximadamente, iguala 0,7 .
x=3x02+6x048+9x%x0,32=6,36

(3-6,33)°x5+(6—6,36)>x12+(9 — 6,36)*x 8
S = 24 2
Como as percentagens dos alunos que acertaramem 3, 6 €
iguais aos que acertaramem 5, 10 e 15 questdes e %= % = % temos que
y:6,36x%= 10,6 e s,~2,17 x%w,e

2,17

Q

9 questdes sao, respetivamente,

105

1350+ 1350 x0,05=1417,50 ou 1350x 1,05=1417,50 (’IOO%+5%= 105% =——~~5= 1,05)

A média dos novos vencimentos é 1417,50 € .

MATIMO [
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s Propostas de Resolucao caderno deFichas

4.1. A média de todos os alunos da turma é Wm 174 cm.
4.2, %:176 & a=196

A altura do aluno deveria seriguala 196 cm.

=6><7+4><8+2><9+2><1O+5><11+7><15+19+3><20=
30
2x10+5%x11+7x15+19+3x20 _
18 -
6><7+41><28+2><9z7’7

5.4. Facilmente verificamos que 11,7#14,4+7,7.
Nao se verifica, porque o0 numero de alunos aprovados é diferente do nimero de alunos reprovados.

5.1.

=

11,7

5.2. 14,4

<
Il

5.3.

N
Il

Ficha 9 Dados univariados
ag. 114
1.1. (C)

T - NuUmero total de alunos inscritos na disciplina de Matematica A.
0,125xT=10 <& T=80.

1.2. ( e Frequéncia Frequéncia Frequéncia
Classificacao . .
absoluta relativa relativa acumulada
12 4 5% 5%
14 12 15% 20%
15 22 27,5% 47,5%
16 26 32,5% 80%
18 10 12,5% 92,5%
19 4 5% 97,5%
20 2 2,5% 100%
Total 80 100%
13. (D)
64 _5g8-809
80° 0,8=80%
1.4. )—C=4x12+12x14+22x15+2%g16+10x18+4x19+2x20= ‘1223(5)8=15,725
A média das classificagdes a disciplina de Matematica A é, aproximadamente, igual a 15,7 valores.
2.1. Quantitativa continua m
— 1x25+4%x27+6%x29+10%x3,1+8%x3,3+6x3,5 109,1
22, X= 35 =35 ~ 3.1

A média dos pesos dos bebés a nascenca €, aproximadamente, iguala 3,1 kg.

7?

2.3.

-
o

Frequéncias absolutas

o N b OO ©

A ; ; : |
24 26 28 3 32 34 36 38
Peso kg

’0 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

2.4,
Pesos dos bebés a nascenca
£100% ( Pesos (kg) f; F; Fr, )
E 2.4; 260 | 1 1 | 3%
S [26:280 | 4 5 | 14%
5 50, [2,8; 3,00 6 11 31%
3 [3.0; 3.2 10 21 60%
:% [3.2; 34] 8 29 83%
= 34;36 6 35 | 100%
|, 34: 36] :
0[V24 26 28 30 32 34 36 L 35 )
¥~313 Pesos (kg)
Resposta: Aproximadamente, 3,13 kg .
2 2 2 2 2 2
25, S= (-06)"+4(-04)"+6(-02)+10x0°+8x%x0,2°+6x0,4 ~0.3
35-1
Intervalo: [x—s; x+s[=13,1-0,3;3,1+0,3[, ouseja, 12,8; 3,4[.
Assim, 8+10+8 + 0,6857 ~ 68,6%.
Resposta: Aproximadamente, 68,6% .
Diagrama de dispersao
1. A CeD
12. AeC
13. D
2. (A
—_130+113+109+115+120+ 127+ 113+ 112+ 132 _
31 x= 9 =119
_ 201+203+206+208+211+211+2,13+2,13+2,22
y= 9 ~ 2,10
Média do Peso: 119 kg ; média da Altura: 2,1 m, aproximadamente.
3.2. 22,25
=2 [ ]
£ 22
£
x 2,15 P
_§ 2,1 [ ] [ )
=< °
2,06 ® o
2 [ )
._EA'A
—‘ 100 120 140
Peso em quilogramas
3.3. Observando o diagrama de dispersao, verifica-se que a nuvem de pontos se encontra bastante
dispersa, o que indica uma correlacao linear fraca entre o peso e altura dos jogadores.
4.1. Existe uma correlacao linear negativa fraca entre as duas variaveis.
4.2. Existe uma correlacdo linear positiva forte entre as duas variaveis.

MATIMO [
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Coeficiente de correlacao linear e reta de regressao

o2

1.3.

>160
& 110l e, [y= 2121404151
& e
2120 tedes
° i
'g 100 x7) "5.~~~
g 80 e
2 S
60
40
20
Of o5 1 15 2 25 3 35 4

Tempo ap6s a prova ter terminado (min), x

a)3mine15s=3,25s
y=—21,214%x3,25+151~ 82
Teria cerca de 82 pulsacdes por minuto.
b) y=-21,214x0+ 151~ 151
Teria cercade 151 pulsacdes por minuto.
O resultado é credivel dado que 0 se encontra proximo do intervalo dos dados.

_ 151 —122
€)= 21.214x+151=122 & x=-3.°075

1,367 min=1,367x60s~82s
Terdo passado cerca de 82 segundos.

& x=~1,367;

2.1.
2.2,

O coeficiente de correlagao no diagrama (A) e no grafico (B) é positivo.

Os diagramas, (A) e (B), tém exatamente a mesma escala. Portanto, pode concluir-se que o
coeficiente de correlacado no diagrama (A) é menor que o coeficiente de correlagcado no diagrama (B),
pois no diagrama (A) a nuvem de pontos encontra-se mais dispersa.

Coeficiente de correlacado: r=0,872
Equacao dareta de regressao: y=0,553x+8,712

y = 0.552992264893- x+8.7121726]

= 2
0] o r* = 0.76001466423
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Propostas de Resolucao caderno de Fichas

Estatistica e tecnologia

‘s . - . pag. 120
1.1. a) A variavel é quantitativa discreta. -

b) Pode recorrer a funcdo "SOMA ()", formulas de célculo e formatacao da célula em percentagem.
Exemplo de uma tabela:

4o agragads familior w| fa | £ £n(0)| FAc |FAc.(%)| xxfr
1 3703 0,259 | 25,9% | 3703 25,9% 0,26
2 5239 0,366 | 36,6% | 8942 62,5% 0,73
3 3028 0,212 | 21,2% | 11970 83, 7% 0,64
4 1798 0,126 | 12,6% | 13768 96,3% 0,50
5 529 0,037 3,7% | 14297 | 100,0% 0,19
14297 | 1,000 | 100% \/ 232 |
=SOMA(... ... Formatac&o da célula Média

¢) Qualquer um dos gréficos é adequado.
A Maria deve acrescentar um titulo, uma legenda e, por exemplo, no grafico de barras, associar
valores a cada barra.

d) x~232; Q;=1; Mediana=Q,=2; Q;=3

1.2. a) Quantitativa discreta m

b) Na caixa de entrada:
o criou uma lista com os dados: dados= {36, 76, ..., 152}
« criou uma lista de classes: classes = Classes (lista de dados, inicio, amplitude):
Resultou: classes = {25, 50, 75, 100, 125, 150, 175, 200}
« criou uma lista de frequéncias absolutas:
frequéncias = Frequéncia (lista de intervalos de classe, lista de dados)
Resultou: frequéncias={6, 9, 18, 15, 11, 8, 3}

« recorreu as funcoes (Intervalo | Contar ) (Intervalo | Contar )
TabelaFrequéncia (false, lista de intervalos de 25-50 6 25-50 6
classe, lista de dados) e 50-75 9 50-75 15
TabelaFrequéncia (true, lista de intervalos de 75-100 18 75-100 33
classe, lista de dados) o 100-125 15 100-125| 48
para obter a tabAeIa.de frequéncias absolutas e a 125-150 1 125-150 59
tabela .de frequéncias absolutas acumuladas, 150-175 8 150- 1751 67
respetivamente: 175-200] 3 J (U75-200] 70 J

c¢) Na caixa de entrada recorreu a funcao
Histograma (lista de intervalos de classe, lista de frequéncias) e obteve o histograma:

Classificages de Biologia e Geologia
18 —

25 50 75 100125150 175200
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

d)

Dados nao agrupados

Dados agrupados

Média

média (lista de dados ndo agrupados) = 104,17

média (classes,freq) = 106,07

Mediana

Mediana (lista de dados nao agrupados) = 100,5

Mediana (classes,freq) = 103,33

Moda

Moda (lista de dados nao agrupados) =95

Pelo histograma a classe modal
é [75, 100[

Quartil 1

Quartil1 (lista de dados nao agrupados) =76

Quartil 2

Quartil3 (lista de dados nao agrupados) = 136

P9 0

Percentil (lista de dados nao agrupados, 0.90) = 159,5

Avalia¢ao global do tema

Ficha 13
1.1 f_3x55+5x59+4x63+6x64+20x68+14><70+9><71+10><72+4><80_
B 75 B
5115 _
75 =682
A idade média &, aproximadamente, iguala 68,2 anos.
1.2 804
75
S —
Q1=02 68------

55 -~

A representacdo anterior mostra que estamos perante uma situacdo de extremo enviesamento.
A distribuicdo é assimétrica.

1.3. 3Ef|8075=26,25 (ndo é inteiro). Assim, P, é o elemento de ordem [26,25]+ 1, ou seja de ordem 27.
Através das frequéncias absolutas acumuladas observa-se que o elemento de ordem 27 éo 68.
Assim, P;;=68.

N
Idades 556 | 569 | 63 | 64 | 68 | 70 | 71 | 72 | 80
hECD 3 /5| 4|6 |2]|14|9]|10] 4
espectadores
Frequéncia absoluta 3 8 12 1 18 | 38 | 52 | &1 71 75
L acumulada )

Podemos afirmar que, pelo menos, 35% dos espectadores que estavam na audiéncia do concurso
tinham idade inferior ou iguala 68 ou que, no maximo, 65% desses tinham idade superiora 68.

21. x=

8x10+16x30+24x50+12x70+6x90+18x110_5120

84

Resposta: Aproximadamente 61 minutos.

2.2. (D)

Observacao: A classe mediana é [40, 60[.
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

23. ( Marcada | Frequéncia _\2 =2
Classe (x;—X) n;(x;— x)
classe, x; | absoluta, n;
[0, 20[ 10 8 2601 20808
[20, 40[ 30 16 961 15376
[40, 60[ 50 24 121 2904
[60, 80[ 70 12 81 972
[80, 100[ 90 6 841 5046
[100, 120[ 110 18 2401 43218
Total 84 88324
_./88324
S=\ga_1~ 32,6
3.1. Valor da frequéncia acumulada . .
. Valor aproximado do quartil
para determinar
400x0,25=100 Q,=27%
400x0,5=200 Q,=47%
400 x 0,75=300 Q;=72%

3.2. Aclassificagdo méaxima foi 100% .

3.3. Nenhum dos alunos obteve a classificacdo de 0% no exame (o grafico passa no ponto de
coordenadas (0, 0)).

3.4. 250 alunos tiveram classificac&o inferior ou iguala 60% .
400 — 250 = 150 tiveram classificagc&o superiora 60% .

—188 =0,375=37,5% dos alunos tiveram classificagdo superiora 60% .

3.5. (B)
400x0,65=260, temos Py~ 62% ; 400x0,45=180, temos P,;~ 46% ;
Pgs — Pys~ 16

4.1. Média CIF: Aprox. 12,5 valores; média CE: Aprox. 11,5 valores

4.2. Desvio-padrao CIF: aproximadamente 2,92 ; desvio-padrdo CE: aproximadamente 3,72
O desvio-padrao da CIF é inferior, o0 que significa que as classificagdes estao menos dispersas, ou
seja, estdo mais concentradas em torno na média (sendo assim mais homogéneas).

43. a~121; br—-3,62; r=0,95
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4.4. (D)
45. a)y=121%x11-3,62~10
Estima-se que obtenha, aproximadamente, 10 valores no exame.

b)y=121x18=-3,62~18
Estima-se que obtenha, aproximadamente, 18 valores no exame.
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